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VAGUES PERMANENTES EN CANAL CIRCULAIRE
A SECTION QUELCONQUE;

Par M. A. Gay.

Enoncé du probléme. — Le probléme des vagues permanentes
périodiques dans un canal horizontal circulaire de profondeur
uniforme, a été étudié par Geppert (;'). Je me propose de traiter l¢
cas plus général du canal horizontal circulaire dont la section
méridienne est une courbe I' quelconque. L’axe du canal est la
verticale descendante 03; la surface libre du liquide est, a I'état
e repos, dans le plan horizontal du point o. Nous supposons que
la trace de ce plan horizontal sur le plan de I est un axe or qui
coupe orthogonalement T’ en deux points A et B, et nous désigne-
rons par H le segment de droite AB et par D le domaine limité par
le contour I' -+ H.

Conservant les notations de Geppert, désignons par » la vitesse
apparente constante de rotation de la surface libre.

Le potentiel ® des vitesses V, ou un point M(r, 5) d'un méri-
dien d’azimut 6 el a instant ¢, est une fonction

B(M,0,),
onfd, =0 —uwt.

Si z est la surélévation en un point de H, I’équation de conu-
nuité s’écrit

(1) ff rzdrdly=o,
"<

¢t 'équation de la surface libre, cn négligeant V2 et en tenant
compte de (1), devient

() g5+ - =o0.

(') GEPPBRT, _I[at/z.vAnnaleh, 101, 1929.
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L’équation (2) est vérifiée a tout instant el entraine

. w2 2P
(3) = —
s g b3
Le potentiel est une fonction de 6, périodique de période 27;
en le supposant développable en série de Fourier, étudions le
potentiel élémentaire de la forme
¢(M)cosnt,,
ou n est un enler.
La fonction ®(M, 4,) vérifiant I'équation de Laplace, 5 (M) est
solution de I'équation générale

ot g 1ds
(4 (o) = m— 4+ —X 4+ - % _ o=y,
l) Y o2 )z ror 2 v E

_ > .
(3) — =osur I,
’ in;
) R o win?
et d’aprés (3), en posant A, =
. 1)“
(6) ”—; =— d 3 sur M.

trace de la surface libre sur zor. -

La fonction ¢ est solution d’un probléme mixte analogue a celui
des ondes liquides dans un vase, traité par M. Hadamard et une
solution analogue a celle de I'illustre géométre pcut étre indiquée
dans le probléme présent; cette solution comporte des singularités
semblables a celles bien connues de la solution u probléme de
M. Hadamard ().

Généralités.

Formules de Green. — I. Soit ¢(M) une fonction réguliére, dans
un domaine D limité par une courbe fermée C sans singularité qui
ne coupe pas o3 et vérifiant I'équation (4).

La premiére formule de Green s’écrit en général

. T de
(7) [ rlc_—h/‘:/ Y os.

<
(') BotLicanp, Sur divers problémes de la Dynamique des Liquides.

aL L 0(rg)de  d(r3) ds
i A P i E X
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d’ou, en tenant compte de Uéquation (4).
. [zt dg ‘-‘\, R /‘ _dy
(\) .[ l(ld’-;i:-»v’)-»‘_lil+-I:~.,—!z/3_—”vl.,;m1/.s.

1]
(est la premiére formule de Green pour Péquation L(y) == 0.

Si le second membre de (A) est nul. il faut en conclure que
dans D, ¢ (M) = o.
La solution de L(%) =0 est par suite unique sila valear de o
, . ) dg! )
est donnée sur une portion du contour € et celle de — sur lautre
v

{

portion

. équation
migi=rlizi=o0

a la forme de I'équation étudiée par Courant ('),
On a l'identité

fmigy—cmi [y=rifA;-—-2A[r )3,
o=t [l e [
et dlapres (7 il vient

sy =i [ e AN
[ Smisy—cmi [y o= -~‘/‘ ’ (’/7/7, E )r/.\‘

v

et si fet o satisfont a I'équation ( 4) il vient

; PR /A Y
(B //(_’/—"-,-~—.,7,z>1/.s,_u,

(Vest la deuxiéme formule de Green pour I'équation L(%) == o.

Fonction de Newmann. - (.'est une fonction viP, M) du
point P qu’on représentera par vy, qui satisfait a Péquation L(y)=o,
qui, au point M devient infinie comme logMP, et dont la dérivée
normale s’annule sur le contour C.

On la construira en partant d’une solution fondamentale de

L(v) =0 dont la forme est connue ()
(8) t‘?!:"'.i‘!)ng \”)+T"’.I‘!'

(') Covnrant. bber die Eigenwerte ber den Differential gleichem zen der
Wathematische (Physik Math. Zeitung, --3).
12) PreArn, Equations aua dérivées purtielles. w 5. p. 13,
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ot ¥, et Y, sont holomorphes par rapport aux coordonnées de P ct
de M; v, ¥ vérifiant Péquation L(y,)= o et la conditiony ¥ =1.

On suppose toujours que le domaine D limité par C n’a aucun
point commun avec 'axe o3.

La fonction ¢} joue pour I’équation (4) le méme role que Ila
fonction logarithmique pour ’équation de Laplace et permet de
construire pour I'équation (4) des potentiels de simple couche a
densité étalée sur . On ajoutera a o} un tel potentiel v,% qu’on
déterminera de facon que

dys dy

dn; —  dni’
Yap sera défini par une équation intégrale de Fredholm de deuxiéme
espéce et finalement en posant

M_ M .. |
KP-' n"-‘p"’_ (3p>

la fonction de Newmann a la forme

(9) v =1} logMP + K},

ou K} et ¥ sont holomorphes; -} vérifiant

(9") Livy)=0 et =1

Symétrie. — La fonction v} satisfait a une relation de symétrie.
Soient M et M’ deux points du domaine D; désignons par y et y'
les fonctions vi qui leur correspondent; tracons deux cercles ¢
ct ¢’ de centres M et M’ et de rayons ¢ et ¢ trés pelits et appliquons
la formule (B) en faisant f =17, ¢ =" a la portion de D limitée
par les contours C, ¢ et ¢’. Comme v et v’ sont deux fonctions de
Newmann pour le contour G, il reste, puisque ¢ et ¢’ sont infiniment

pelits,
. (l‘{' o dY _ . (-, d"{’ o dy
’Mf<‘_.._‘._.-4>d§+,M./; l‘___,_‘_)([s——_u’

ou ry et ry sont les distances des points M et M’ a 03, et ou les
dérivées normales sont prises sur les normales extérieures a c
ctac.

D’aprés (9) et (9'), ct en tenant compte te ce que K et K, sont
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holomorphes, U'intégrale le long de ¢ est équivalente a

ct on a I'équation de symélrie suivante
(1o) ravy = rwerh.

Variation. —— Si le contour C subit unc variation infinitésimale
définie par le déplacement algébrique dn d’un point de C sur la
normale intérieure a G, la fonction +\ des deux points A et B
intérieurs & C est une fonctionnelle de C dont on calculera la
variation infinitésimale 8+% en suivantle raisonnement de M. Hada-
mard pour la fonction ordinaire de Newmann (').

En désignant par v la fonction y} qui correspond au point A et
au contour C, par ' la fonction 7y qui correspond au point B et au
contour (i infiniment voisin de (i, ¢t en appliquant encore la for-
mule (B) a ces deux fonctions et an contour C auquel on a adjoint

. : op s dv
les deux petits cercles ¢ ¢t ¢/, il vient, en remarquant que - = o
’ n

, . o~
P v V) — var .
o= (raty— ruvy __f/ ‘7717//,»,

¢

i A
I 0..\——.[1 ( dnr/s.

On trouve finalement

sur (;

et d’apres (10)

' a o LB [-)\,lﬁ
d . aLB A ’{(0”) l/ll' N~
1 anryovi= [ rivp| —— —— +on ds.
(1) ARRE ./‘: ot s ds e
~ . o~ , . .
Comme sur-(; on a T;z =0, on peul écrire en toul point de
contour ’ :
v dyodr
Jr ~ ds ds
el
a2y vy

~

= e— .
! dn? ds?

(') Havavaro, Calcul des Variations, p. 303.
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En intégrant par parties et en tenant compte de I'équation
I.(v) =0, on met I'équation (11) sous la forme

R [Yp
(1r') zll\n,'\_[r,,.monil

o B "
A b e d( dyy L
— i KLY AR LR DR LW O
{Is s s\ ds porrer

ou le premier terme du second nombre représente une partie toute
intégrée sur la portion de C qui a vari¢.

on ds.

Fonction de Green. — C’est unc fonction G} véritiant I'équa-
tion L(G) =0, ayant en M la singularité logarithmique, dont la
dérivée normale s’annule sur une portion Gy du contour C et qui
s’annule elle-méme sur le reste C, du méme contour.

Si une telle fonction existe clle a la méme forme (q) que la
fonction v}, et d’aprés les conditions au contour, elle satisfait a la
méme équation (10) de symétrie.

Si la partie C, du contour subit une variation infinitésimale, la
fonction G} des deux points A et B intérieurs a C subit une varia-
tion 0G} qu’on calcule comme pourla fonction ordinairé de Green.

On obtient

dGY dGp _

. ~B
12 27r\0Ga=— [ r ——on ds.
(12) . C dn “dn
=

Les équations aux variations (11), (11') et (12) supposent essen-
liellement que les fonctions Y ou G’ existent pour le contour
varié C' et que ces fonctions ainsi que leurs dérivées restent infi-
niment voisines des fonctions v ou G, ainsi que de leurs dérivées
pour le contour C. Nous admettons (l‘lns ce qui suit qu’on peut
faire cette hypothése.

Probléme mixte. — On veut déterminer une fonction ¢ de M,
_vérifiant a I'intérieur du domaine D I’équation L(¢) = o, prenant
en tout point P de C, une valeur donnée ¢p, sa dérivée normale
s'annulant de plus en tout point de C,.
Appliquons la formule (B), ou f= G} au contour (. auquel on
adjoint le petit cercle ¢ de rayon ¢ et de centre M.
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On obtient pour déterminer ¢,
M
. dGj
3) PR :f"[i?p —Prls,
£ dn

(qu’on pourra transformer en utilisant la relation de symétric.

Mouvement liquide dans le canal.

Potentiel des vitesses. — Pour définir dans le probléme des
vagues la surélévation z de la surface libre au-dessus du plan
horizontal de H, posons

(I./;) :::ll,psinll‘h.

ot A est une fonction inconnue de la distance 5 du point P de
a Laxe os.

I’équation (2) donne
(19 CuA= = I,

) ! nw

Si GY est la fonction de Green délinie précédemment, ou (i est
remplacé par I' et C, par H, I'équation (13) définit le potentiel
des vitesses en tout M du domaine liquide D

~M
. g t . Il(lp N
(16) ] 2 / “ he I/g.
azn® J, ry dn

On peut, en effet, si 'on suppose que la surélévation s reste infi-
niment petite, substituer a la fonction de Green G,}! du domaine
liquide réel Dy, la fonction de Green GYf du domaine D limité par I
et H d’aprés la formule (12) qui définit 4G!. Comme on I'a dit
d¢ja celte approxumnation revient a admettre que G, ¥ existe pour D,
ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres et qu’il
en est de méme pour Gy.

On. peut aussi; en supposant que H, trace de la surface libre
réelle sur sor a partout une pente trés faible. substituer a la
dérivée normale de G, sur H, la dérivée normal> de G sur H et
confondre 1'élément d’arc de H, avec celui de H. Liéquation (16)
est ainsi justifide.
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Cette équation se simplifie si on utilise I'équation de symétrie
rp Gi‘-l =IM Gl\;.

ot P ¢t M sont deux points de D.
Si Pon dérive par rapport a 'ordonnée Z du point P, il vient

IGH JGh
AL A
7 A
et (16) s’éerit finalement
P
. e . JGy
(6" o= —= / Ilp—y—“—ll;’z.
amne J, =0

Si vy est la fonction de Newmann pour le domaine limité par la
courbe T ct sa symétrique I" par rapport a H, le raisonnement de
M. Hadamard, Dbasé uniquement sur la symétrie précédente,
s’applique encaore ici et 'équation (16') devient

A P

N ~ ')YM
(1h") . oSy = ﬁ,[n-—-llg.
) ' mnoJy M=

D’aprés la forme (g) de vy, on v¥ = 1 la fonction potentielle gy a
encore les mémes caractéres qu'un potentiel de double couche dont

la densité 2y, est étalée sur H.

Vitesse méridienne. — La vitesse méridienne en M est définic
par les dérivées partielles de ¢ par rapport a z et a r.
. v
o - )o o day
(1) = 2 fh,p—-—u-d;.
= mnwJy, 03y OF

qui reste conlinue si M vient a la limite se confondre avec un
point intérieur @ H, en tant que dérivée normale d’un potentiel de
double couche.

On peut donner une autre forme a cette dérivée. La fonction
logMP étant harmonique, on a

Ik

J? 92
— o MP = — — 0:\ ) = — ’_
or log M1 be logMI ot logM1

De plus, en posant maintenant <, =y,

- a2 o - ()zh,‘[l o . o > , ()Il""1
f“</, ‘1 373 log MP —logMP 2, )::0,1, - ,/».,. log MP —lognir® 1,
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el ’équation (17) devient

o 99 - 1)/1‘1 .
(7)) ;):_-Iu-)g flu “P te

a2y, 72N oy /)
e M P \ o 4
+/ I:_||In, I ’):’):+’);d:+(l)* ) log M1 .

1/;

4-§h7|JFlgnln_lug\n'{iz;h.
ot la partie intégrée est calculée aux extrémités B et A dusegment H.
Ce calcul d’intégration par parties suppose essentiellement que la
dérivée :jh reste continuc en tout point de H, ce qui exclut Pexis-
tence de Ppoints anguleux sur la courbe . ¢'est-a-dire de crétes a
la surface libre réelle du Iiguide.

Dans I'intégrale de (17') ia somme des deux termes en logMP a
le caractére d'un potentiel de simple couche; il est continu si le

. . ; )
point M vient sur H. Le terme en ‘

- logMP a le caraciére d’un

potentiel de double couche.
Lorsque M vient sur if ce terme a unc limite simple: si I
décrit H on a alors
J
5 oEMP =0,

et la limite se réduit a

»
S
[}
(N
o
I
2
—~
~
[
~
3
—~
|
N
—
S
|
~
\VQ
ek
+
* N
1
|
“
~
I <
3
+
~—
Sec,

o
il

ou les termes négligés sonl de degré supérieur en p-—reten {—zs
En remarquant que v¥ =1, on obtient, en dérivant par rapporl

asetenfaisant o =rets=¢=o,
’)."1 -+ — d"’l [0
Js I z=t=0 -

="
ot le terme limite s'écrit
o 0’"’1
8) —ux I
(1 . dz-—;_(. '™
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93
Jz
intéricur au segment H.
Il n’en est plus de méme si le point M tend vers une des extré-
mités A ou B du segment H. Dans ce cas, le dernier terme du -

La vitesse verticale =~ a une limite finie si M vient en un poinl

. . .o dh
second membre de 'équation (13'), ou la dérivée |, «a une valeur

‘
de

finie, devient logarithmiquement infinie.
Js . .
-T5 mais celle-ci

1l en est donc de méme pour la vitesse verticale b

reste de carré intégrable dans le domaine 1).
. . J
On trouve de méme pour la vitesse radiale 5?, en posant

rh

— )
Dole=a .

)"|
ey yat]
h o -+

Jar nrow a% dr =0
dvylog VP l
9% =0

s & flh 2R e 1 L ognr|
" 7 7 3

_lu
]/

qui reste bornée si M tend vers un point quelconque de H.

Equation intégrale de la surélévation. - - On peut former
maintenant 'équation qui définit /iy en tout point M de H, c’est-a-
dire la surélévation 3.

D’apreés les équations (6) et (15), on a sur H

a3

(ISI) - =—w n/lx,

etd’aprés (17) pour déterminer hy I’équation intégrale de Fredholm

vy

032 d:{:o e

(19) — Dmhn= fhp
!,n

Cette équation homogeéne ne pourra admettre de solutions non

identiquement nulles que pour certaines valeurs caractéristiques

2 2 . . . .
de = Qg_n y valeurs qui définiront les vilesses de rotation appa-

rentes possibles de la surface libre.
En tenant compte de (15') et de (18) I'équation (19) peuts’écrire
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sous la forme suivante :

. __:r_.—/,,>ll\|—/log‘\ll”) ik ds

> o2 1 (}-’]\
+ f | logMP -5 P

o

S 5=~

N , Yh .
/l",’l’)? logMP — logM} o .""

Comme dans le probléeme de M. Hadamard, les équations (17")
¢t (20) donneront une approximation du phénomeéne si 'on exclut
dans le domaine liquide D ou sur le segment H les points A et B,
points anguleux de D.

Nombres caractéristique - ot fonctions fondamentales. - Pour les
solutions de I'équation (4), s formnles de Green (A) el (B) sont
analogues a celles des fonctions hari. :niques; en utilisant les con-
ditions au contour (3) et (6) on peut, comme dans le cas des
ondes planes de gravité, étendre la méth: de de Schwartz et montrer

2

2

L e . - - 02 .
que les valeurs caractéristiques 4, du nombre &, = —— existent.
qu'elles sont réelles, simples et positives ('),

"~ A ces nombres caractéristiques 7, correspondent des fonctions
fondamentales 4;, (+) de Uéquation (19), et pour I'équation (4) des
solutions fondamentales ¢;, du point P définies par (167).

En utilisant (B) ¢t (6), on trouve comme condition d’orthogo-

nalité.

(1) f/'.?}',\;,/;i dr = o st 7= A
i s

et Papres (1))

121 f/ R hlidr =o Sy
“H

Nous pourrons supposer que les ¢/ et les £/ ont été normalisées
ctqu'on a
(2) [/'1 )i gdr = .r(f hiNdr =1.
“n i
" Formation de la solution. - Essayons de former une solution par
composition d’harmoniques. La surélévation initiale 5,(r, 9) est
une fonction périodique de § que nous supposons développable en

(") VERrGUE. 7hese,
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série de Fourier, soil

. ho(r
(23) Solrt) = ( ) +2/.,,(/ yeosn® + 1,(r)sinnl.
Ny
ce développement, o

(23") hniry—+il,(r)= i_ [ S (1 8)einloly,

Tl

Mais, d'aprés le théoréme de Fischer-Riesz, la série

(24) hu(ry+ilyiry = E(a,—k/i,;/[’(m

, .., Crhior Ve 4= L Cra Vel

(24) A+ 3=
U

d’aprés (21), (21') et (22), converge en moyennevers A, (1) =7, (1)

¢l par suite la série double

(25) s(rbr)= \ St

n "I

’ ’ U ; ; ’ . ;
(25 :,,u'ﬂl)=2‘ll},(l')|1;cnsm0—-(-);,/)+ﬁ,-smn(ﬂ——wj,/l]

i

converge en moyenne vers la surélévation a 'instant ¢.

Poyr obtenir le potentiel @ des vitesses en un point quelconque
du canal et a un instant quelconque ¢, formons d’abord a Paide
de (16") le potentiel élémentaire de U'équation (4)

. i 1 /_w o~ “
(26) TN = _ \/ '. h,,p T s,
s ,I Jn \_,~ 0
La série
-
. \ W ; . ; .. . .
(27) b, =Z;,’,M |ajcosnilh — oy )=+ 3;sinn(h—w), L)l

i

converge ¢n moyenne vers le potentiel des vitesses en un point M
quelconque du canal a l'instant ¢ et correspondant a la surélé-
vation z,(r 9 t). Ge potentiel satisfait aux équations ct conditions
linéaires suivantes :

dd b
Ad, = o, r/—nn =0 sur I, . —d—t" —&In=0 sur H,
!
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[ ] =2¢"

n=o

et la série

définit le potentiel correspondant a la surélévation z(r 7 ¢), et par
suite & la surélévation initiale.

Débit. — Si Vy est la vitesse le long du paralléle passant en un
point M du domaine liquide D situé dans le méridien d’azimut f,
on a

1 Jdb
28) \o_l; :Iil,’
ol
(28) o=ty )y

est un potentiel élémentaire de vitesses correspo: dant a Uentier n
donné.
La movenne du débit () a travers D pendant Punité de temps

esl
N

. ‘1 JP
2 O = lim ( -2 ds.
(')9)' ) 0:" . ”1—- 0 /0 /I);./" 5 oy 17

Ce débit est la somme de deux débits.
Le débit Q, a wravers la section D, limitée par I' et I est nul,
car d’aprés (28') Pintégrale triple de (2¢9) est bornée.
Le d¢bit Q, a travers la section D, limitée par H et la trace H,
de la surface libre réelle, s’écrit en remarquant que

s = zl/l’a,

ou 5 désigne la surélévation

Wa )b Wp .-
25" sS=— =— -=ry
( ) & 1)0 I < ! 2 = n,

=0

sous la forme

_ o, (0P
(30) Q= 1}11 01—0/ :I(hv/l; (dﬂ, __tnflp,

ou w, désigne la vitesse de rotation apparente correspondant au
potentiel élémentaire considéré.
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Désignons par V;?* la moyenre de V¢ le long de H, on a’

0,
31 MYj*= lim ' ,/o.fv,‘;' do,
0y — 90 "
ct la formule de la moyenne donne pour Q, I'expression

(30") 0y = ‘%- HR,Vj?,
ou R, est la distance a Oz d’un point intérieur a H.

L’expression (30) de Q,, si 'on tient compte de (28'). prend la
forme ‘

) nw I
(30" Q= ul f: de.
| s SN g
5 H ¢ s=0

Mais le long du paralléle de rayon r de H la surélévation

. N N . /
maximum esl égale, d’aprés I'expression de z a

y el par
=0
suite, si @ est compris entre le maximum et le minimum de

nwy oM

Z:0s
o
£

la premiére formule de la moyenne donne

gat [ds  ga H\
(30") =22 [ g (1 )

0 200,

ou R est la distance a8 O 5 du milieu de H et ou H est supposé petit
par rapport a R.

. H . . .
Si le rapport  est trés petit et si Ion pose

Cc = R(n,,,
on a
oHa?
(3()") Q:Nhgc )

oit ¢ est la vitesse de propagation sur le paralléle moyen de H. La
formule (30'Y) généralise la formule obtenue par Levi-Civita dans
le cas d’un canal rectiligne ().

(1) Voir Grprerr, loc. cit.-
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Energie. - - Calculons 'énergie totale de la vague correspondant
au potentiel élémentaire (28').
[’énergie cinétique E. a pour expression

Ee= ';j'“(.? )
o D(o) est le premier membre de la formule (A). En tenant

compte de ceute formule et de 'équation (6) on a, puisque-les
solutions fondamentales ont été normalisées

_.

=
Il
~

on A, est le nombre caractéristique qui correspond a la solution ¢.
L’énergie potentielle E, @ hour expression

I, = f"/ atds.
2 K

ou z désigne toujours la surélévation et ou l'intégrale est étenduc
a I'aire de la couronne K éngendrée par H autour de O z. 1)’aprés
I'expression de s rappelée précédemment on trouve

I, =FE.

Similitude. KEtudions linfluence d’une homothétie de
vapport /i sur le potentiel élémentaire

s(a.3)cosnty.

L fonction ¢ (r, 3) devient. sir' et 3’ sont les coordonnées de M’
homologue de M

qui satisfait a (4) el (5).
L’éqnation (6) s’écrit

J3 o
- = A
93
ou
Jo )
(6") L o=3"h3,
b) Jz a
d’ou
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et par suite

(31) gy

7
(D)

en désignant par o' la vitesse apparente de rotation dans le nouveau
canal. La relation (31) est indépendante de n et du potentiel
élémentaire considéré.

Btude des oscillations ().

Surface libre. — L’équation de la surfacc libre réelle al'instant ¢
correspondant au potentiel ¢lémentaire (28'), ou le module de ¢y
est supposé trés petit, est définie d’aprés (28”) par

(32) z=—n—g‘fg(r,0)sinn(ﬂ—wl),

ou w désigne une des vitesses de rotation correspondant a 'entier n.
Cette surface a 'instant ¢ est divisée en secteurs par 27 rayons
nodaux sur lesquels la surélévation z est nulle et définie par

sinn(f —wt)=o.

Ces rayons sont.indépendants de la paroi du canal, c’est-a-dire de
la courbe T.

La surface libre peut posséder des circonférences nodales si la
fonction ¢(r, o) s’annule sur le segment H, c’est-a-dire d’apreés
I’équation ¢15) si la solution fondamentale de (19) qui correspond
a la vitesse w peut s’annuler sur H. Ces circonférences nodales
dépendent donc de T.

La surface libre est ainsi divisée en zones ou la surélévation est
alternativement positive et négative; cette surélévation est maximum
ou minimum sur les bissecteurs des secteurs formés_par les rayons
nodaux.

Vitesse. — En un poiunt de la masse liquide de coordonnées r, z, 6
et a instant ¢ considéré, les vitesses radiale, verticale et de circula--

(1) Voir BriLLoiN et CouLoms, Oscillations d’un liquide pesant dans un
bassin cylindrique en rotation. :

LXV. 14
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tion le long du paralléle sont données par

Vr=19"(r, z)cosn(b — wt),

(33) V.=9¢%(r,z)cosn( —wt),

Vo=— IE o(r, 8)sinn(6 — wt).

Sur les demi-plans méridiens nodaux N passant par les rayons
nodaux on a Vo= o0; ces demi-plans N divisent la masse liquide en
secteurs qui, tout en tournant autour de oz avec la vitesse w,
restent distincts les uns des autres. Sur les demi-plans méridiens B,
bissecteurs des secteurs précédents on a V,== V= o et le mouve-
ment instantané du liquide est normal a B.

Outre les plans mobiles précédents, il peut exister des surfaces
nodales fixes sur lesquelles une des composantes (33) de la vitesse
peut s’annuler. Considérons d’abord les surfaces de révolution S

définies par ’équation
o(r, 3) = const.

La mnéridienne 2 de toute surface S est orthogonale a I' d’aprés
I'équation (5), et il existe sur S des paralléles le long desquels le
plan tangent a S est horizontal; le lien S’ de ces paralléles est une
surface nodale fixe sur laquelle V,, = o et S’ divise la masse liquide
en zones distinctes.

Vibration. — En intégrant par rapport a ¢ les équations (33) on
obtient, pourles variations des variables r, 5, 6 au voisinage de leurs
valeurs moyennes, les expressions suivantes :

o 9 .
8r=— =~ sinn(0) —wt
no n( wt),
?I
3 0z =— Zsinn( —wt
(34) T2 sinn(h— we),
rél =— - cosn(h —wt).
rw

Chaque molécule décrit donc autour de sa position moyenne une
petite ellipse E suivantlaloi des aires, et dans un méme plan méridien
les mouvements elliptiques sont en phase. Si 1’on se déplace sur un
paralléle intérieur au liquide, la phase seule varie dans le mouve-
ment (34), ce qui explique la rotation avec la vitesse angulaire w des
plans nodaux N et de la surface libre: Le plan de toute ellipse E



— 997 —

est normal a la surface S et par suite au passage de S’ le sens du
mouvement de la molécule change en projection horizontale. [.'un
des axes de E est horizontal el sa longueur diminue si l’on se
déplace sur S en s’éloignant de I'axe du canal.

Clapotis. — A une méme valeur de 2, correspond deux valeurs
opposées de la vitesse anguhaire w; en ajoutant les deux potentiels
élémentaires correspondants on obtient un potentiel de clapotis

®(r,z)=12¢(r,3)cosnbcosnuwt,

pour lequel les plans nodaux N sont fixes.

La vibration de la molécule est alors rectiligne; elle s’effectue
encore dans un plan normal a'la surface S, son amplitude reste
constante le long d’un paralléle; mais I'angle qu’elle fait avec la
normale a S varie avec le méridien. Pour tout point d’un plan N
elle est située dans ce plan; pour tout point d’un plan B elle est
normale & ce plan.

Cas des faibles profondeurs.

Equation différentielle. — Soit z = k(r) I’équation de T'; cette
fonction s’annule aux extrémités du segment H, c’est-a-dire
pour r==a et r = b en posant a < b. Nous supposons que k(r)
et sa dérivée k'(r) restent faibles dans l'intervalle a, b. Dans le
domaine D la coordonnée 3 reste faible; développons la fonc-
tion (r, z) suivant les puissances de 'z et soit

(3%) s(r3)=9(r)+ze1(r)+...+ 3P p(r)=+...
ce développement. Si cette série &t celles qu’on en déduit en calcu-
lant les dérivées des deux premiers ordres de ses termes sont upi-
formément convergentes, Iéquation (4) donne en identifiant
7 " r_, n®
(36) S0+ 59— 5 Fo+272=0,
et, en général,
’ ” 1 U nz
(36") 9p+;?p.'—r‘,’?p"'(P+1)(P+fl)?p+t=°-
De cette derniére équation on-tirera ¢p., €t par suite, si les

fonctions ¢, et leurs deux premiéres dérivées restent bornées, la
sérig (35) est uniformément convergente dans tout le domaine D.
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La condition au fond qui est la condition (5) s’écrit

3
ar

l)? — /“/("_)

our 3=k
)z P a ’

et en négligeant le produit k4, il vient

(37) Q1=+ 2k 9= A"9j.

La condition a la surface qui est la condition (6) s’écrit

(38) 91 =—An%o.

En tenant compte de (37) et (38) I'équation (36) devient une
équation différentielle en ¢, (r) qui s’écrit en posant
v=2E s,

9

(39) A krohl— Arso=o.

Les fonctions ¢, et ¢, sont ensuite définies par (37)et(38)etq,
pour p>3 par (36').

Dans (39) le coefficient k& de ¢, s’annule pour r —aetr=abet
lIa solution de (39) est en général infinie aux extrémités de H.
Mais la surélévation définie par

. nw

..—-g

Qo sinn by

devant rester bornée, la solution de (3g), qui résout le probléme
) \ 99 p
posé doit rester bornée pour r=aetr==5.

En posant
P = koy,

1 1\’ A"
-'\l=t\(}—<rr> ’) A= s
I'équation (39) prend la forme
(39,) P"= ;\2])' -+ A1 P,

et si g, reste bornée, la fonction P doit s’annuler pour r =a et
r == b, condition qui définira les valeurs possibles de .
“Ce calcul suppose que les fonctions A, et A, restent bornées et






