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Journée du 9 juillet 1937.

Réun. intern. Math. (1937, Paris)
Bull. Soc. math. France,
Suppl. 1939, p. 101 à 134.

LA TRIGONOMÉTRIE
DES

PETITS TRIANGLES CURVILIGNES
SUR UNE S U R F A C E

Par M. LEVI-CIVITA.

Les premières notions de trigonométrie plane et sphérique remontent
aux Babyloniens. La science hellénique les rattacha au théorème des
transversales de Ménélas; des apports substantiels ont été ensuite
fournis par les Indiens, par les Persans et par les Arabes, un de ces
derniers, iNasir Ad-Din, ayant même fait paraître au treizième siècle un
traité de trigonométrie pure, c'est-à-dire non mélangé à l'astronomie,
tout en étant naturellement influencé par les besoins de celle-ci.

La Renaissance compléta la déduction des relations (dont trois
seulement sont indépendantes) entre les six éléments (angles et côtés)
d'un triangle, en leur donnant des formes très variées, pouvant con-
venir aux différents cas posés par la pratique. 11 faut toutefois
arriver jusqu'à Euler pour que les formules trigonométriques prennent
la forme compacte actuelle : auparavant, faute d'avoir défini les
fonctions trigonométriques d'une manière systématique pour toutes
les valeurs réelles de leurs arguments, on était obligé à distinguer un
tas de cas et de sous-cas.

Une grande généralisation de la trigonométrie, au point de vue
théorique, fut conçue par Gauss, qui aborda l'étude des triangles
géodésiques, c'est-à-dire formés par des arcs de lignes géodésiques,
sur une surface quelconque. Dans ce cadre rentrent les recherches
de Christoflel, Weingarten, Darboux ( } ) et de M. Severi (") .

( 1 ) Voir not;uninenL I)AIU$OIX, Leçons sur la théorie générale des siirfafes,
t. 3 (Paris, Gauthier-Villars, i.S(/(), Livre VI, Cliap. VIII.

( 2 ) Sidia curvaturn délie superficie e U((rietà (Pend. dc'l Circolo Mat. di
Palenno^ t. i2, 1 9 1 7 , p. '-»27-25()}.
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Je me propose inainteiianL une extension ultérieure, en envisageant,
au lieu de triangles géodésiques, des triangles formés par des arcs de
courbes quelconques, sur une surface également quelconque. Toutefois.
pour obtenir des résultats relativement simples, il convient de se
borner à des triangles petits.

Mais, tout d'abord, qu'est-ce que c'est qu'un triangle petit? S'il s'agit
de triangles rectilignes (en géométrie euclidienne) la petitesse n'a pas de
sens intrinsèque, mais dépend du choix de l'unité de mesure : on peut
toujours, par un choix convenable, représenter les longueurs des côtés
par des nombres aussi petits que l'on veut. Le critère vulgaire de
petitesse ressort ici nécessairement de quelque élément additionnel,
qui peut dépendre des circonstances les plus variées. Mais, si les côtés
sont curvilignes, il y a un repère naturel : c est la courbure. En indi -
quant, pour fixer les idées, par F le maximum 'de ladite courbure
(pour les diHerents points des trois côtés) et par I. la longueur maxi-
mum des côtés, le produit

FL

est un nombre pur, et il est parfaitement just i l ié d'appeler petits les
triangles pour lesquels le produit FL reste au-dessous d'une certaine
fraction propre qu'on puisse traiter comme une quantité de premier
ordre.

Dès lors la question se pose d'établir, comme en trigonométrie
ordinaire, des relations entre les longueurs des côtés et les angles. F^n
général, si les courbes sont quelconques, on ne pourrait s'attendre
qu'à des relations fonctionnelles; mais il en est tout autrement si l'on
pense qu'en avant recours à des développements tayloriens, on peut
faire état de la petitesse du triangle, c'est-à-dire de la circonstance
qu'il y a lieu de supposer négligeable (vis-à-vis de l 'unité) toute
quantité d'ordre non inférieur à i , ou à ^, ou à 3, etc.

En restant dans le? généralités, il convient de remarquer tout de
suite qu'on pourrait fort bien envisager ces triangles curvilignes comme
étant immergés directement dans l'espace ambiant (espace ordinaire,
ou plus généralement riemannien à un nombre quelconque de
dimensions), mais ii convient de commencer par le cas, qui est sans
doute le plus intéressant au point de vue géodésique, ou même topo-
graphique, où l'on suppose le triangle tracé sur une surface adonnée :
plan, sphère, ellipsoïde, etc.

Il existe donc au préalable cette surface o-, et alors il y a (sauf
pour le p lan) un autre é lément , la courbure totale K de la surface,
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dont on doit aussi tenir compte pour apprécier ia petitesse d'un
triangle. Ici encore il y a un nombre pur dépendant des dimensions
du triangle par rapport à celles de la surface : c'est le produit KL2,
K désignant le maximum de K à l'intérieur du triangle. Nous
admettrons que, TL fournissant l'étalon du premier ordre, KL2 soil
du second, c'est-à-dire comparable à (FL)'2.

Dans ce qui suit nous nous occuperons d'abord (n° 1) des petits
triangles d'arcs de cercle dans le plan, en nous bornant à la première
approximation, c'est-à-dire en négligeant le second ordre. Cette intro-
duction élémentaire donne une première orientation à la recherche
analogue, dans le cas général d'une surface quelconque et d'un triangle
à côtés curvilignes également quelconques, lorsqu'on se propose de
tenir compte aussi des termes de second ordre (en négligeant seule-
ment le troisième). On s'aperçoit aisément que, pour passer à des
courbes quelconques et à des approximations ultérieures, il y a lieu
de s'appuyer sur les représentations canoniques des courbes au voisi-
nage d'un de leurs points, d'où l'opportunité de rappeler leur déduc-
tion (n°2), et de s'en procurer l'extension au cas de courbes apparte-
nant à une surface donnée.

Ceci exige pas mal de préparation : dérivation intrinsèque et for-
mules de Frenet; coordonnées convenables pour une petite région; et
leurs expressions paramétriques (n°3) pour une courbe donnée. On
étudie ensuite le triangle des cordes géodésiques (n° ^), par lequel ou
se trouve ramené, en seconde approximation, à la trigonométrie sphé-
rique (ordinaire ou lobatchewskienne) (n°5). 11 n'y a alors qu'à se
servir des développements des numéros précédents pour obtenir, au
même ordre d'approximation la trigonométrie des triangles curvi-
lignes (n° 6).

Les formules de première approximation avaient été établies par
moi-même en 1984 (1), comme corollaire, assez éloigné, d'une
recherche géométrique de plus longue baleine concernant les relations
mutuelles de trois familles de courbes tracées sur une surface. Ensuite,
le regretté Cohn-Vossen a montré ( 2 ) qu'on peut obtenir le même
résultat par des considérations élémentaires directes.

( l ) Terne di congrueme sopra una superficie ed estensione délia trigono-
metria, Compositio Mathematica, Vol. I, 1934, p. 110-162. Voir aussi A. TONOLO,
II teorema dei seni per i triangoli infinitesimi tracciati sopra una superficie^
ibid., Vol. II, 19.35, p. 424-437.

(2) Der approximative Sinussatz fur kleine Dreiecke auf krummen Flàchen^
ibid., Vol. III, 1936, p. 52-54.
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J'y étais parvenu pour mon compte (sans toutefois publier la
remarque) dans la manière qui sera exposée ici au n° 1, et qui découle
d'ailleurs de la même idée à laquelle s'était inspiré Cohn-Vossen. Le
passade au second ordre (éventuellement à des ordres plus élevés:
cf.. n° 8) se fait au contraire, comme on l'a dit, par voie analytique
admettant un traitement systématique.

J'ajouterai, pour être complet, que le numéro 7 de ce Mémoire
contient une petite remarque se rapportant au théorème de Legendre
sur la résolulion des triangles sphériques.

1. Petits triangles plans formés par trois arcs de cercles.
— Soit P/,, P/,4-i, P/^ un tel triangle (fig. i ) avec la convention évi-

^ë. i.

dente de regarder coïncidents les indices qui diU'èrent de 3 ou d'un
mul t ip le de 3.

On fixera sur le triangle comme sens positif de circulation celui q u i
est défini par l'ordre croissant des indices ( inarqué par la flèche dans
la figure). Et l'on désignera par //^ la longueur du côté opposé au

sommet P/,, c'est-à-dire de l'arc de cercle P/^iP//^; par an celle de la

rorde correspondante P/,^, P/,^. Si R/, est le rayon du cercle auquel

appart ient l'arc P/^,?/^ le rapport //(/R/< mesure en radiants l 'angle
au centre correspondant. Il va sans dire que, dès qu'il s'agit de petits
triangles, cet angle est également petit : en tout cas, notamment, il n'est
pas douteux qu'il faut l'envisager comme un angle aigu.

J'introduirai encore la courbure avec signe y//, ayant i 'R/ , pour
valeur absolue, et, comme signe, ±: selon que l'arc correspondant est
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situé à l'extérieur (comme P/,P/^,, P/^J^ dans la figure i), ou à l'in-

térieur du triangle (comme P/,^ P/^J. L'angle aigu, en P/,^ ou en P/,+.^

compris entre l'arc P/,_^ P/^g et la corde n'est que la moitié de l'angle
au centre //z/R/,. Il convient d'attribuer un signe à cet angle en posant

( l . i ) •î(3/,==//^ ( / z = = i , 2 , 3 ) .

La valeur absolue | j3/J est ainsi précisément l 'angle aigu entre l'arc
et s^i corde; et, d'après la définition de y/,, le signe de {3/, est ±: selon

que le côté P/,^?/^ est situé à l'extérieur (comme dans la figure i) ou
à l ' intérieur du triangle rectiligne des cordes.

Il est aisé d'exprimer à la fois les côtés a/, et les angles a/^ du triangle
rectiligne des cordes, en fonction des éléments //,,Q/( du triangle circu-
laire et des courbures y/,. En portant ces expressions dans les formules
élémentaires de la trigonométrie rectiligne, on en lire autant de rela-
tions entre les /, les 9 et les y, qui, dûment simplifiés d'après la peti-
tesse des arcs //< (vis-a-vis des rayons respectifs), seront précisément
les relations trigonométriques, se rapportant aux triangles circulaires,
que nous nous proposons d'établir.

Ceci en thèse générale. Passant à l'exécution, il y a tout d'abord a
exprimer les angles 9^ moyennant les a/< et les auxiliaires {3/^.

Si, comme en P/^, dans la figure 2, les arcs de cercle tournent tous
les deux leur concavité vers l'intérieur du triangle rectiligne
P/<P/<^-i P/^+-.2? p/^i et ;3/^2, ils sont tous les deux positifs, d'après ( I . i » ,
et l'on a évidemment

( i • '-)' ) ?/<= y-h + ?/^i + ̂ 2.

Celle formule subsiste en tout cas. En edet, si un des œtés cir-
culaires aboutissant à P/( est (au voisinage de ce point) intérieur au
triangle rectiligne, le [3 correspondant devient négatif d'après ( l . i ) ,
et c'est justement ce signe qu'on doit attribuer a l 'angle dans l'ex-
pression (1 .2) de o/t.

Quant à la corde aii sous-tendante a l'arc //^ on a

u . 1 //,au == '-în/,sin - •-—.
2 t\/t

En y remplaçant i/R/, par ± v/,, l'ambiguïté du signe disparaît en tout
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cas, et l'on peut retenir

2 12 . 1 ,a/,== ^-sin-// ,Y/,
, h "

(1.3) aA=^-s in- / / ,Y/ , ( / (==! , 2, 3).

Envisageons maintenant une quelconque des formules de la trigo-
nométrie ordinaire. C'est une relation entre les a et les a. Tout se

réduit à y remplacer les a/< parleurs valeurs (1 .3) , et les a/; par leurs
valeurs tirées de (1 .2) ; c'est-à-dire ayant égard aux (1. i), par

(M) a/, = 9/, — -^ ( //^, Y/^, + ///^Y/^, ).

Si (et c'est notre cas) on se contente de la première approxi-
mation (par rapport aux produits /AY/O, on pourra négliger au cours
du calcul tout terme du second ordre vis-à-vis de l'unité, et les résul-
tats sont très simples.

Explicitons à titre d'exemple la formule des sinus

ah
siny.Â(1.5: ( A = = i , 2, 3),

où /, indépendante de A, désigne une petite quantité de l'ordre des
dimensions du triangle (diamètre du cercle circonscrit).

Tout d'abord, en négligeant justement les termes du second ordre
vis-à-vis de l'unité, on peut confondre le sinus avec l'arc et l'on tire
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par conséquent de (1.3), qiTil est permis d'écrire

(1.6) ^==/A(i+©),

les symboles Cl), Ç2),' • • indiquant un ensemble de termes d'ordre i,
2,. . ., au moins par rapport à nos arguments Ih^/r

Au même ordre d'approximation on a uniquement à remplacer dans
(1.5) les a,h et a^ par leur valeur (1.6) et (1.4)-

En tenant compte pour un moment, seulement des termes finis dans
<XA, on tire de (1.6)

(1 .7) lh=l\ sin9/,+(T)i.

On a ensuite, en développant sina^ d'après (1.4)» et en mettant en
évidence seulement le premier ordre,

sina/,== sinçpA -- ^(ï^-i sin 9^-14- VÀ+S sin 9^4-2) cos 97, 4- 0.

Dans les termes du premier ordre on peut remplacer /^ et /^ par
leurs valeurs (1.7), et il en résulte

( 1.8 ) sin cf.h= sin 9^ —- - l(-{h sin 97,4- YA-H si" ̂ 4-1 -+- T/^ ^ in 9^2 ) co^^h

-4- - l^h sin 9^ cos 9A 4- Q.

En introduisant, pour abréger l'écriture, la courbure triangulaire T,
c'est-à-dire le trinôme T,

(1 .9) T= . (Y/» sin 9/,+y/i+i sin 9^+1+YA4-28in?A4-2^

on tire de (1.5), (1.6) et (1.8) les formules ( 1 )

( l . i o ) ^ — — = / i 4 - ^ / ( Y / , c o s 9 / , - 3 T c o t 9 A ) + Q } (h =1,2,3)

qu'il s'agissait d'établir.

( 1 ) Dans les relations (i(/) et (i4), données au Chap. III de mon Mémoire cité,
il y a apparemment un changement de signe à l'égard des binômes

Y^ cos y,. — 3 T cot »^.
Ceci provient de la circonstance que les angles désignés alors par '̂  ne
coïncident pas avec le» y/, actuels, mais avec leurs suppléments T C — ç ^ (angles
extérieurs du triangle).
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On y voit, bien mise en évidence, la correction due aux courbures des
côtés, qui afiecte la relation de simple proportionnalité, valable pour
le triangle rectiligne. Dans ( l . io) figure l 'auxilliaire/, qui estd'après
(1.5) le diamètre du cercle circonscrit au triangle (des cordes), c'est-
à-dire (sans faire intervenir les cordes) passant par les trois
sommets P/(.

Pour avoir un ensemble de trois relations indépendantes entre les
côtés l/t et les angles 9^ du triangle curviligne, il suffira de se procurer
une expression de / (en fonction de l^ 4^) distincte des (1.10) elles-
mêmes. On y parvient très rapidement en partant de l'expression
bien connue de / en fonction des côtés dk du triangle recliligne et
remplaçant ensuite chaque a^, par sa valeur (1.3), ce qui reviendra,
d'après (1.6) (en négligeant encore ici le second ordre), à écrire
matériellement //< au lieu de a^.

Pour le triangle des cordes on a, quel que soit A,

, aii a/iCi/t^^a/t^
sin a/< ûr/,-n a/^ sin^//

Le dénominateur est le double de Faire du triangle, c'est-à-dire

^ ^ P ^ P — a\)(p— a ï ) { p — a::)^
où

( 1.11 ) p = - ( «i 4- a.^ -}- a,, )

désigne le semi-périmètre.
En introduisant les rapports

—l == ̂  ( h = i , 2, 3 ),

qui (puisque chaque côté est plus petit que la somme des deux autres)
sont des fractions propres^ on peut écrire

^1^2^
(1 .12) Ï = - P -

2 \ (I-^)(I-^)(l--^)

D'après (1.6) la définition ( l . i i ) de p prend la forme

( l . i 3 ) ^ = ^ ( / > + ^ + < . ) ; i + ® ! .

C'est comme dire que, toujours en négligeant le second ordre devant
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l'unité, p est le semi-périmètre du triangle curviligne donné; de
même que, d'après (1.6),

^^^(T))
p p • — 1 }

de sorte que

(1..4) ^=^+®}.

En définitive Inéquation à associer au théorème des sinus (1. lo),
pour le triangle curviligne plan est ( l . ia) , où en première
approximation (la même adoptée jusqu^ici) on peut rapporter p et
les p.h au triangle donné, p semi-périmètre et p.h= Ihip, de sorte que

( l . l5 ) ^i 4-^+^=2.

Il n'est peut-être pas sans intérêt de remarquer que, comme troi-
sième équation à associer aux (1.8) (où l'on envisage / comme une
auxiliaire indéterminée), on peut employer

qui est une identité goniométrique pour un triangle rectiligne, mais
devient, d'après les (1.4), une véritable relation entre les éléments
du triangle curviligne envisagé.

On pourrait remanier d'une manière analogue, pour les triangles
d'arcs de cercle, les autres formules de la trigonométrie rectiligne
ordinaire. Qu'il me soit permis de signaler cette petite tâche de beau
vieux style à ceux qui aiment d'aller jusqu'au bout.

2. Représentation locale des courbes planes. — Une courbe
plane G étant donnée, soient Q un point quelconque de la courbe,
s son abscisse curviligne comptée à partir d'un autre point P fixé
d'avance, la courbe étant régulière entre P etQ. Si .2*, y désignent des
coordonnées cartésiennes de Q, les fonctions

( 2 - 1 ) x=x(s), y==}'(s).

qui définissent la courbe C sous forme paramétrique, seront supposées
continues avec toutes les dérivées qu'il y aura lieu de considérer le
long de l'arc PQ (extrémités incluses). Au même sens sont des fonc-
tions régulières de s les vecteurs unitaires t et n, le premier dirigé
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suivant la tangente à G en Q (dans le sens positif des s) et le second
suivant la normale dans un tel sens que le couple t, n soit orienté
comme les directions positives des axes coordonnées x ^ y .

On a alors classiquement pour tout point Q

.̂
avec les formules de Frenet

(2.3) ^=yn,

(2.4) ^=-Tt,

où Y désigne la courbure de G avec signe, et précisément avec le
signe -4-, si n est dirigé vers la concavité des G, avec le signe — dans
le cas contraire (1).

En dérivant (2.3) par rapport à s^ et en remplaçant — par sa
uS

valeur (2.4), on tire

(2.5) ^;=_^t4-ïn,

où le point superposé est une notation abrégée pour -- •

En appliquant au point Q(^) le développement de Maclaurin, on a

(2.6) Q(s)=P-i-st-^ï 52Yn-+- ^(— y^+y^-h...,2 o

les termes non écrits étant d^ordre supérieur au troisième par rap-
port à s. Bien entendu, les coefficients (vecteurs et scalaires) se
rapportent tous au point P.

Un tel développement pourrait être prolongé en calculant les
dérivées successives de Q, et par conséquent de t, diaprés (2.3), et
en éliminant chaque fois les dérivées de n, diaprés (2.4) et ses déri-
vées.

(1) La convention adoptée au numéro précédent à propos de la courbure des
côtés d'un triangle circulaire est parfaitement la même; le sens du couple t, n
étant dans le cas du triangle fixé comme il suit :

t, pour chaque côté, dirigé dans le sens de circulation P/, P/,_n P^a ; n vers
l'intérieur du triangle. Le sens de circulation figure à la place du sens défini par
les axes coordonnées.
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La formule (2.6) nous montre que, pour arriver jusqu'au terme
en s^, on a dû introduire Y et Y. On reconnaît immédiatement, en
raisonnant par récurrence, qu'en se proposant d'expliciter jusqu'au
terme en s11 on serait amené à introduire les dérivées de y (en P)
jusqu'à l'ordre n — 2. Tenons compte maintenant de la circonstance
essentielle qu'on aura anaire à des arcs petits. En généralisant ce qui
a été admis dès le début (voir Introduction) à l'égard du maximum I\
de la courbure et du produit FL (L longueur du petit arc envisagé),
nous admettrons que les produits yL2 , yL3, . .. sont des petites quan-
tités (nombres purs) des ordres a, 3, ..., au moins. On constate alors
que les termes successifs du développement de Q(^), suivant les puis-
sances de s, ont (un facteur s mis à part) un ordre de petitesse non
inférieur à n —i, s'il s'agit du terme en 5\ D'après cela, on peut en
particulier spécifier la formule (2.6) en écrivant

(-2.7) Q(^)==P+Jt4- ^Yn+^^-rt+Yn)-^®^

Si l'on suppose l'origine des coordonnées au point P, on en tire la
représentation canonique d'une courbe plane, au voisinage d'un de
ses points ( j ) .

On n'a qu'à projeter ladite relation vectorielle sur les axes (c'est-
à-dire décomposer le second membre suivant t et n). Il vient en
conformité

\-v=s\l-lGS^-}-@[
(2.8) î v \

^=s ^Y+^-T+®[.

(a) pouvant dépendre des valeurs de y, Y, sur tout l'arc PQ.

3. Courbure géodésique et formules de Frenet pour une
courbe tracée sur une surface. — Sur une surface cr on peut consi-

(1) La déduction d'après les formules de Frenet se trouve (même pour les
courbes de l'espace) à peu près dans tous les traités modernes de géométrie
différentielle. Voir, par exemple, G. JULIA, Éléments de géométrie infinitési-
male^ Paris, Gauthier-Villars (2e éd., igSô, p. 129); ou bien W. BLASCHKE, Vorle-
sungen ùber Differentialgeometrie^ Berlin, Springer, B. 1 (8. Àuflage, 1980,
p. 26); W. C. GRAUSTEIN, Dijferential Geometry^ NewYork, Macmillan, ig35, p. 09.
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dérer (comme dans le plan) âne courbe G el un vecteur w, fonction
des points Q de C.

En supposant la surface rapportée à des coordonnées curvilignes
quelconques x^y x^^ soient

2

( 3 . 1 ) û^rrrV a^dx1d^
^^ik

l'expression de son élément linéaire, et v^ les composantes contreva-
riantes du vecteur w.

Si, en désignant par s l'arc de C, compté à partir d^un point fixe P,

(3.2) xï=^(s), .r" == .r" ( s )

sont les équations paramétriques de la courbe C, le vecteur unité t,
tangent à C au point courant Ç d'abscisse curviligne s, aura pour
composantes contrevarianles

(3.3) /^^, t-=^' ds ds

Ceci posé^ il nous faut encore rappeler ( } ) qu'on peut généraliser
d'une manière invariante la notion de dérivée du vecteur w par rap-
port à s, le long de la courbe C en définissant ce vecteur Dw moyen-
nant les composantes

(3.4) (Dw,=^ ,̂r;,.,,̂ ,
i

qu'on vérifîe avoir justement comportement contrevariant, dès qu'on
entend par I^/i les symboles de Christonel (de seconde espèce) du ds"-
envisagé.

On tire aisément de (3.4) que ce même vecteur Dw a pour com-
posantes covariantes

< 3 - 5 » ^-"s-i,^-
i

dotons en passant que, si w est défini non seulement sur C, mais

(1 ) Voir, par exemple, mon Absolute différent! al calculas (edited. by D1' K. Per-
sico), Glasgow and London, Blackie, 1927, p. i3y-i4o.
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aussi dans un domaine à deux dimensions de cr, dans le voisinage de C,
on peut introduire les dérivées partielles des w^- par rapport à •r1 et
à cZ-2, et l'on a alors

2
dw1 _ ̂ i àw1 dx11

~ds' ~~'^ft'àx11 '7ls~'

ce qui permet d'écrire les composantes contrevariantes (3 .4) de Dw
sous la forme

2 ( • 2 \/ r\ ^ v^ c^aJt \ àw1 y» —, . (^'-S,^- ̂ î,^7
1 ( 1 ;

^^-^-ds \~àS^^;^
1 ( 1

ou bien, la quantité entre les crochets étant par définition la dérivée
co va riante n^,

(Dwy=ï^^i

qui laisse apercevoir le caractère contrevariant des composantes (Dw)'.
Pour le cas dont il s'agit actuellement d'un vecteur "w défini unique-
ment sur C, je renvoie à mon livre cité tout à l'heure.

Si, en particulier, on fait coïncider le vecteur w avec t, on sait que

Dt=^a,

en désignant par n le vecteur superficiel normal à t vers la concavité

de C et - la courbure géodésique en valeur absolue. Si Y désigne ± n

et si l'on pose en conformité

on a

(3.6) D t=YY,

où y est la courbure géodésique de C, avec sl^ne, et précisément avec
le signe 4- lorsque Y est dirigé vers la concavité de C, le signe —
dans le cas contraire. Le vecteur Y jouit de la double propriété d'elle
unitaire et perpendiculaire à t. D'après la métrique de la surface o-.
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ceci se traduit dans les deux formules
2 2

V V^:=I, V V^rrro,
•"•̂ f ^^/
l i

v/ et ti désignant évidemment des composantes covariantes.
En dérivant la première équation par rapport à s, il vient

2

V< /dv1 dvi .yi (d^ dvi \
U-ds^-ds^^Z. ~~r ^4- -r^ ==°-•"A as ds
i

dv1

Si l'on y remplace, d'après (3.4), -,- par
uS

(DV)'-^ r^-,
^^ ih ut^•k Jn dti

dv •et — » diaprés (3.5), par
2

/ T ^ - x .V ^/ da^(Dy),4-2,r^^,
1

on trouve après réduction

^ [(Dy) /^•+(Dy),v /]==o.^i

Les deux sommes sont égales, chacune d'elles représentant le produit
scalaire de Dy et V, d'après la métrique (3.i). Ce produit est donc
nul, ce qui nous assure que le vecteur Dy est perpendiculaire à v
(sur a) et a par conséquent la même direction, sinon le même sens,
de t.

On peut donc poser

(3.7) D^=-y*t,

y* représentant un facteur scalaire encore indéterminé. Pour le fixer
on n'a qu'à dériver par rapport à s la relation d'orthogonalité

2

2^=o
i
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. .„ , ,. . . d^ dt, ,el remplacer, comme tout a 1 heure, les dérivées -,- et -, par leurs^i.ç cis
valeurs tirées de (3./i) et (3.5). On a ainsi

V [(Dv^^Dt^J^o.
^•z

1

Or (3.6), en prenant les composantes covariantes, équivaut à

(Dt),=:r^
De même (3.7), en prenant les composantes contrevariantes, donne

(DY)^—^'.

Légalité provenant de la dérivation devient partant (puisque t et v
ont tous les deux longueurs i)

-Y*+y=o.

L'expression de Dy acquiert en définitive la forme

(3.8) D f = = — Y t ,

qui n'est pas autre chose que la seconde formule de Frenet pour les
courbes de cr, la première étant (3.6) (1).

En revenant aux composantes covariantes, d'après (3.4) (où l'on

djc1 \
pose w:==t, et l'on écrit V au lieu de ,- ) » les deux formules deas j
Frenet (3.6) et (3.8) s'explicitent sous la forme

2

(3^ ^= ^-ï^"^'
2

(3,io) ^'=_^-^r;.,^ ( < = > , 2 ) .
i

( 1 ) On aurait pu se passer de la vérification directe en se rapportant au cas
général d'une variété riemannienne à un nombre quelconque n de dimensions.
L'extension des formules de Frenet a été signalée par BLASCHKE [Frenet's For-
mein fur den Raum von Riemann (Math, Zeitschrift^ B. 6, 1920, p. 94-99)] et a
fait ensuite l'objet d^un grand nombre de publications. Voir notamment
L. P. EISENHART, Riemannian geometry^ Princeton University Press, 1927,
p. 103-107.
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Pour simplifier, il convient de se rapporter à des coordonnées x\
x^- isothermes, c'est-à-dire telles que ds9 se réduit à la forme

(3. n) ds^ A^'-h dx^).

Il convient en outre de supposer qu'on a justement a (Taire à la forme
canonique (1) relative au pointP, origine des arcs s. Alors, au voisi-
nage, soit dn^premier ou du second ordre, de P, tout se passe comme
si À avait la forme.

—————————,
14-y (^'-^r20)2

les coordonnées .r1, X"- s'annulant au point P, et K désignant la courbure
totale de la surface (7 en ce point. Si l'on adopte les notations évidentes

-, à\ . ^-Â ,. , ,
A,=^, ^^^k (^=^).

on reconnaît tout de suite que, au point P,

(3.12) À=:I , Ai:==À2==0, ÀH==A^:=—K, /.^==0.

Les valeurs des dérivées secondes peuvent être réunies dans la
formule

(3.13) ^.=_^K ( / , Â - = = i , 2 ) ,

^ik étant les symboles de Kronecker (o pour i-^- /c, i pour i= A ) .
On a, par conséquent,

2

IM== -y ̂  8 il { Ô//^/c4- Ô/k7./— Ô/ÀÀ/ }.
2 A ^B^ /

1

Puisque ^/ est nul pour 1-^.i et égal à l'unité pour / = (', il reste
simplement

(3. l4) ^ = ̂  ( ^AA-+- ^Ay- ^A, j.

En introduisant ces valeurs dans (3.9) et en remplaçant au premier

(1 ) Voir ma Note, Forme canoniche dei ds'1 binari con data curvatura
totale {Rend. Ace. Lincei, Vol. XXV, 1987, p. 197-205).
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dx1

membre t1 p a r — — 5 il vient [à cause de À(^'4- t19) ==] [

2

/O C \ c^~xt • ^ V -. A 2^(3-5) ^=p.-^^+^.
1

Au point P il reste simplement

( /72/pZ\

(3•I6) '3^)p=^' ( ( = I ' 2 ) •

De même (3.10) se réduit, toujours au point P, à

<3-" (ï),=-^
En dérivant (3.i5) par rapport à 5, en tenant compte de ce que,

pour une fonction /(^1, ^ï), telle que ^, ÀA ou ^, ^

^_^ ^^_^ ^
ds ~~ ^îàxi ds ~~^àx) '

i i

et en se rapportant ensuite au point P, il vient, d'après (3.16),

(̂ ),=<.--r̂ i,̂ î̂ ',
1 1

où Y signifie * (au point P, cela va sans dire) et les termes omis

s'annulent en P.
En ayant égard aux formules (3. i3), on a

^•'^ (^p^^'-T^^'-^^^'+^-T'y-
dx^ dx^Au point P, Â = = i et les paramètres < '== ——, ̂ = —— d'une direc-ds as

tion quelconque t coïncident, d'après (3.n), avec leurs cosinus de
direction, c'est-à-dire avec cosô, sin ô, si 9 est l'angle que le vecteur t
forme avec la direction positive de la ligne coordonnée .^(.z^r^onst.).
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Analoguement y a les paramètres

T^rrrccm 9 4- - ) ==—sin0, P2

\ 2 /

étant toujours tourné par rapporta t de — dans le sens positif des rota-

tions (qui est celui de la circulation P/iP/H-iP/î+s)» lorsqu'on envisage
un triangle.

Il s'ensuit, d'après (3 .3) , (3.16)et(3.18), toujours pour le point P
et ayant égard aux (3.12),

(3.i9)

(dx^\ „[ (dx^
\ds)^
/û^X
[~d^)p
/d^_\
\^)^
(dx^
\~ds)^

—r- ==cos0.\ ds /p

(^^\ ' n
[-^^=-^meî

(d^\=(^^cose--^ïne-

==sin0,

(d^-x^/^9-^2\
[~^)^

VCOS0;ds^ yp-
(lë^G1^1)81"9^0039-
^d^_\
' d ^ ) ^

Au numéro précédent nous avons caractérisé la petitesse d'un arc
de courbe plane. Ici il s'agit plus généralement de courbes tracées
sur une surface, ce qui fait intervenir aussi, on le voit notamment
dans les développements ci-dessus, la courbure K. La manière dont
doit se comporter K pour des arcs (et des triangles) petits peut se
condenser en peu de mots, si l'on convient d'indiquer indifféremment
par D la dérivée (d'une fonction ponctuelle sur o") par rapport à l'une
ou à l'autre des lignes coordonnées. Alors, L ayant toujours la signi-
fication de longueur maximum à envisager dans les calculs, l'hypo-
thèse à introduire à l'égard de K est que les produits (tous des
nombres purs)

KL2, DK.L^, D^.L4, ...

soient d'un ordre non inférieur à 2, 3, 4? ....
Nous sommes finalement à même d'écrire, comme au numéro précé-

dent, et avec les mêmes remarques pour les arcs qui seront à


