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SUR LES

VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES A TROIS DIMENSIONS
DE GENRES UN

CONTENANT DES DEVOLUTIONS CYCLIQUES

Par M. L. GODEAUX.

Nous avons étudié, dans des travaux antérieurs, les involutions
cycliques appartenant à une surface algébrique et n'ayant qu'un
nombre fini de points unis (1). Les points unis d'une telle involutiou
peuvent être de deux sortes, suivant que la transformation biration-
oelle génératrice de l'involution détermine, dans le faisceau des tan-
gentes à la surface au point uni, l'identité ou non. Dans le premier
cas, on a un point uni parfait, dans le second, un point uni non
parfait.

Considérons une variété algébrique V à trois dimensions et suppo-
sons qu'il existe, sur cette variété, une involution I^,, cyclique, d'ordre
premier p , n'ayant qu'un nombre fini de points unis. Dans la gerbe
des tangentes à la variété V en un point uni A, la transformation
birationnelle T, génératrice de l'involution, détermine, soit l'identité,
soit une homologie, soit une homographie non homologique. Nous
aurons donc à considérer trois espèces de points unis.

(1) On trouvera un résumé de nos recherclies et la bibliographie relative à la
question dans notre exposé, Les involutions cycliques appartenant à une
surface algébrique (Actualités scient, et industr.). Paris, Hermann, iQ35.
Voir aussi, dans la même collection, nos exposés : Questions non résolues de
géométrie algébrique. Les involutions de l'espace et les variétés algébriques
à trois dimensions (i9.33). Les sur faces algébriques non rationnelles de genres
arithmétique et géométrique nuls (1934).



66 L. GODEAUX.

Nos premières recherches sur les involutions appartenant à une
surface algébrique ont porté sur le cas où la surface support de l'in-
volution est de genres un (^,=:P^==i); on trouve alors comme sur-
faces images des involutions, soit des surfaces de genres un, soit des
surfaces de genres zéro et de bigenre un (/?//== P:}= o, P,==i). Nous
commencerons également nos recherches sur les involutions apparte-
nant à la variété Y dans l'hypothèse où celle-ci est de genres un.

Précisons nos hypothèses. Un système linéaire de surfaces, |F|,
tracées sur la variété V, possède un adjoint ] F' |, formé des surfaces
découpant, sur les surfaces F, les courbes canoniques de celles-ci.
i F' ] possède à son tour un adjoint | F" |, que l'on appelle le biadjoint
de | F |, et ainsi de suite (1) . Si le À10111® adjoint de | ¥ \ coïncide avec ce
système, aucun des adjoints précédents ne possédant la même pro-
priété, la même particularité se présente pour tout système linéaire
de surfaces tracées sur Y et nous dirons que sur cette variété, l'opé-
ration d'adjonction a la période À. La variété V est alors dépourvue
de surfaces canonique, bicanonique, . . . , ( À ' — i )-canonique, mais
possède une surface Â-canonique d'ordre zéro. Et bien, nous suppo-
sons que sur la variété V support des involutions étudiées, l'opération
d'adjonction a la période un, tandis que sur les variétés images des
involutions, l'opération d'adjonction est périodique. On voit du reste
aisément que cette période ne peut être que un ou p .

Nous avons déjà étudié antérieurement les cas p == 2 e tp==3, ce
qui nous a permis d'établir l'existence de variétés sur lesquelles l'opé-
ration d'adjonction a la période deux ou trois ( 2 ) . Dans ce travail,

(1) En ce qui concerne les fondements de la géométrie sur une variété algé-
brique à trois dimensions, consulter F. SEVERI, Fondamenti per la Geometria
sulle varietà algebriche ( Bendiconti del Circolo matematico di Palermo^
1909, l. 28, p. 33-87).

(2) Sur les involutions du second ordre appartenant à certaines variétés
algébriques à trois dimensions ( C. 7?. Acad. 6'c., 9 déc. 1935, p. 1 1 6 9 - 1 1 7 0 ) ;
Sur une variété algébrique à trois dimension de bigenre un (Bulletin de
l'Acad. roy. de Belgique^ 1937, p. 93-101); Sur quelques variétés algébriques
à trois dimensions ayant des surfaces canonique et pluricanonique d'ordre
zéro {id^ p. 200-218); Une variété algébrique à trois dimensions sur laquelle
l'opération d'adjonction a la période trois {id.^ p. 335-342); Sur deux invo-
lutions cycliques du troisième ordre appartenant à une variété algébrique
à trois dimensions {Bulletin des Sciences mathématiques^ 1937, p. 82-96);
Recherches sur les involutions cycliques du troisième ordre appartenant à
une variété algébrique à trois dimensions {Annales de l'École Normale
supérieure^ 1937, p. 55-79).
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uous supposons/? quelconque (premier) et nous éludions l ' inf luence
des points unis de première et de seconde espèce: nous sommes par-
venu à déterminer la structure de ces points unis satisfaisant au pro-
blème posé.

1. Soit V une variété algébrique à trois dimensions contenant une
involution cyclique I,, d'ordre premier p ' , soit T la transformation
birationnelle de V en elle-même génératrice de Finvolution. \ous
supposerons que l ' involution \p possède au plus un nombre fini de
points unis, isolés, simples pour la var ié té et non fondamentaux pour
la transformation T.

Considérons un point uni A de l'involution \p et soit a l'espace à
trois dimensions tangent à V en A. La transformation T détermine,
dans le domaine du premier ordre du point A sur la variété V, une
certaine opération; en d'autres termes, elle implique l'existence d'une
certaine homographie II, de période p , dans la gerbe de rayons de
sommet A, appartenant à l'espace a. Celte homographie peut être
l'identité, une homologie ou une homographie non homologique.
Nous sommes donc conduit à répartir les points unis de l 'involution I,,
en trois catégories :

i° Points unis de première espèce ou points unis parfaits. En un
tel point, l'homographie H est l'identité et tous les points du domaine
du premier ordre de ce point sur V sont unis pour T.

2° Points unis de seconde espèce. En un tel point, H est une homo-
logie et dans le domaine du premier ordre de ce point sur \ , il v a
une ligne de points unis et un point uni isolé.

3° Points unis de troisième espèce. En un tel point, H est une
homographie non homologique et dans le domaine du premier ordre
de ce point sur V, il y a trois points unis.

Soit \ ' une transformée birationnelle de V choisie de telle sorte
qu'au point A corresponde une surface exceptionnelle 9' (rationnelle).
A T correspond une transformation birationnelle T' de V en elle-
même et pour cette transformation T', la surface 9' est unie. Si A est
un point uni de première espèce, tous les points de o' sont unis
pour T'; si c'est un point uni de seconde espèce, il existe sur la sur-
face ̂  un point uni isolé et une courbe ( ra t ionnel le) de points unis:
si enfin A est un point uni de troisième espèce, la surface j/ contient
trois points unis isolés pour T'.

Observons d'ailleurs que les points unis isolés de c/ pourront à leur
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tour être classés en trois catégories comme les points unis de T ,e t
ainsi de suite.

2. Soit | LI | un système linéaire de surfaces tracées sur la variété V
simple, n'ayant pas pour points-base des points unis de l,,. Les trans-
formations T, T2, . . . , T^-4 font correspondre à | Li \ des systèmes
linéaires | L^ [^ | L:i ;, ..., | L,, |, simples, n'ayant pas pour points-base
des points unis de ip, puisque par hypothèse ceux-ci ne sont pas
fondamentaux pour la transformation T. Considérons le système
linéaire complet

|F !==ILi+L, -4 - . . . 4 -Vi .

Il est transformé en lui-même par T et cette transformation opère
comme une homographie cyclique sur les éléments de j F |.

Désignons par | F^ \ le système linéaire de surfaces F, composé
au moyen de I,/, de dimension maximum, comprenant les sur-
faces Li+L.^4-. . .4-L,,. Ce système [F . i ; , d'après les hypothèses
faites, n'a pas pour points-base des points unis de \p et ne peut être
composé au moyen d'une involution distincte de I,,.

En répétant le raisonnement que nous avons eu l'occasion de faire
ailleurs, dans le cas p = 3 ( ' ), on montre que l'on peut supposer que :

i° Le système | F | est plus ample que le système ; F, | et est donc
simple;

2° Le système ; F ; contient, outre i F, !, p — i systèmes linéaires
partiels [ Fg ], | F;, I , . . . . | F,,!, composés au moyen de l'involution L,:

3° La dimension de ; F j et celle de \ F, | peuvent être supposées
aussi grandes qu'on le veut.

Il suffî t de remplacer éventuellement ' F | par un de ses mult iples
convenablement choisi.

Nous désignerons par r la dimension de | F i , par /•,. /'.., / ' ,
celles de \ F, !, | F, ' , . . . , j F ^ j respectivement. On a, d'ailleurs, d'après
la théorie des homographies cycliques,

FI -+- /'î 4- . . . -^- /•/, 4- p == /• -M .

Rapportons prqjectivement les surfaces F aux hyperplans d'un
espace linéaire S/.ù /• dimensions. \ la variété V correspond biration-

(l) lîec/ierclies sur le.^ i'nvol niions ry'clu/ues (tu (roi^n'mc ordn' (/o^-. <•//.).
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nellement une variété que nous désignerons toujours par V. A T
correspond une transformation birationnelle de la nouvelle variété V
en elle-même, échangeant entre elles les sections hyperplanes de cette
variété; cette transformation est donc déterminée par une homo-
graphie de S,., homographie que nous désignerons encore par T.

Le système | F | contenante systèmes linéaires partiels composés au
moyen de \p, rhomographie T possède p axes ponctuels (espaces
linéaires lieux dépeints unis) que nous désignerons par S0^ S^, ..., S'^
et dont les dimensions sont respectivement r^, r,, .. ., r?.

Soit ^ le système des hyperplans de Sr passant par tous les espaces
S^, .. . , S1^ sauf par S'^. Les surfaces du système | FJ sont décou-
pées sur V par les hyperplans de ^.

En particulier, les surfaces du système | Fi | sont découpées par les
hyperplans de ^i; ce système n'a pas pour points-base des points unis
de 1 ,̂ par conséquent les points unis de Finvolution I/, appartiennent
tous à l'axe S'^. L'ensemble des points communs à cet axe et à la
variété V est celui des points unis.

Soient A un point uni, a l'espace à trois dimensions tangent à V en
ce point. L'espace a est transformé en lui-même par l'homographie T.
[.es points unis de \p étant par hypothèse isolés, l'espace a u'a que le
point A en commun avec l'axe S'". Dans a, T détermine une homo-
graphie H ayant le point uni isolé A.

Suivant que le point uni A est de première^ de seconde ou de troi-
sième espèce, l'homographie H est une homologie de centre A, ou
une homographie axiale hyperbolique générale, ou une homographie
ayant quatre points unis sommets d'un tétraèdre. Les points unis de II,
distincts de A, doivent appartenir aux axes S121, S'^, ..., S^1 de l'ho-
mographie T.

Si A est un point uni de première espèce, a rencontre l'un des
axes S2 1 , S-"', ..., S'/" suivant un plan (plan d'homologie); si A est
un point uni de seconde espèce, a rencontre un de ces axes suivant
une droite et un autre suivant un point; enfin si A est un point uni de
troisième espèce, a rencontre trois des axes S141, S'^', . . ., S^1, chacun
suivant un point.

3. Rapportons projectivement les surfaces du système | F, | aux
hyperplans d'un espace linéaire à r, dimensions, S,^. Aux groupes de
l'involution 1̂  correspondent les points d'une variété algébrique à
trois dimensions Q, image de l'involution. Nous désignerons par 0i
les sections hyperplanes de la variété Q.\ ce sont les surfaces qui cor-
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respoudent aux surfaces F,. .Nous désignerons par ,̂ «1>;;, . . . , ̂  les
surfaces qui correspondent respectivement sur î2 aux surfaces F...
F;;, . . ., F,,. Les systèmes | <Ï».i ( , | <I»J, . . ., | ̂  | sont complets.

Le système | F\ n^ayant pas pour points-l)ase des points unis de L,,
à ceux-ci correspondent sur Î2 des points isolés, points de diramation
pour la correspondance (i, p ) existant entre 12 et V. Ces points sont
d^ailleurs singuliers pour Î2 et sont équivalents, au point de vue des
transformations birationnelles, à certains ensembles de surfaces
rat ionnel les i n n n i m e n t petites.

Entre une surface <Di et la surface F, homologue, existe une cor-
respondance ( i , p ) en général dépourvue de points de diramation.
Par conséquent, si Fon désigne par/^, y/11 le genre arithmétique et le
genre linéaire des surfaces F, par T://, 7:' ceux des surfaces <1>, on a ( 1 )

/^/+ !==/?( 7T//+ l) , y /"— [==^(7r ' — i ) .

^. Nous allons, dans ce qui suit, supposer que la variété \ consi-
dérée satisfait aux conditions suivantes :

1° Elle possède une surface canonique d'ordre zéro;
2° Son irrégularité superficielle est nulle.

La première condition équivaut à supposer que tout système linéaire
de surfaces tracées sur Y est son propre adjoint. On a donc | ¥ ' \ = \ F |.
Les adjoints successifs de j F | coïncident avec ce système et toutes les
surfaces pluricanoniques de V sont d'ordre zéro. Le genre géomé-
trique et les plurigenres de V sont tous égaux à Funité

(?,=?,:=. ..=l\=...=:i).

Le genre arithmétique P// de la variété V est donné par

î P// == î2,, — Î2, -h i2.. -r-./!

i2,,, i2,, Î2.̂  étant respectivement le degré, le genre curviligne et le
genre arithmétique de la surface canonique de V. En util isant les for-
mules de M. Severi ( > ) ) permettant de calculer ces caractères en fonc-
tion de ceux d'un système linéaire | F 1 et de son adjoint | V f \ = \ F |.

( 1 ) Recherches sur (es involittions clouées d'un nombre Jini de points (/c
coïncidence^ appartenant à une surface algébrique (Bulle fin clé la Société
mathématique de France, ^ip'h P« 1 - 1 6 ) .

( 2 ) Fonda menti... (loc. cit.}.
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on trouve
i^=o, ^==1, ^.=-i,

et par suite Pa==i. La variété V est donc complètement régulière.
Représentons par (F, F) la courbe commune à deux surfaces de | F I .

Puisque ce système est son propre adjoint, ses surfaces découpent,
sur l'une d'entre elles, le système canonique | (F, F) de celle-ci. Or.
le défaut de ce système est, d'après un théorème de M. Severi (1), au
plus égal à l'irrégularité superficielle de la variété V; cette irrégularité
étant nulle, les surfaces F découpent, sur l'une d'entre elles, le sys-
tème canonique complet.

De plus, d'après un théorème de MM. Casteinuovo et Enriques ( 2 ) ,
si les courbes (F, F) sont irréductibles, les surfaces F sont régulières.
Par conséquent, si pa est le genre arithmétique des surfaces F, p^ leur
genre géométrique, la dimension /' du système \ F | est égale à

r=pa^p,.

La variété Î2, représentant une involution appartenant à une
variété V d'irrégularité superficielle nulle, est elle-même d'irrégularité
superficielle nulle, car si Î2 possédait des intégrales de différentielles
totales de première espèce, il en serait de même de la variété V.

5. Reprenons l'examen de l'involution 1̂  appartenant à la variété \
et observons que les courbes (F, F) sont irréductibles.

Nous supposerons que la variété £2 n'a pas tous ses genre géomé-
trique et plurigenres nuls, c'est-à-dire qu'elle possède, soit une sur-
face canonique, soit une surface pluricanonique.

Envisageons une surface F^ et son homologue <Ï>^. Les systèmes
linéaires de courbes

| (< ï» ; ,<^ ) | , [(0:, e»,);, . . . , w^/OI
tracés sur cette dernière surface ont pour transformés, sur F^, des
courbes appartenant totalement au système canonique de cette sur-
face. Par conséquent, d'après un théorème de M. Enriques ( ? ' ) , l 'un
de ces systèmes est le système canonique de <1>^.

( 1 ) Fonda menti... (loc. cit.).
( 2 ) Sur les intégrales simples de première espèce d'une surface ou d'if fie

variété algébrique {Annales de I'1 Ecole Normale supérieure^ 1906, p. 33((-36f»),
(3) Ricerche di Geometria suite superficie algebriche {Mcmorie délia /!.

Accademia di Torino^ 1893, p. 171 -232 ) .
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Deux cas^peuvent se présenter :

1° Le système canonique de 0^ est découpé, sur cette surface, par
les surfaces <&i. Le système ] ̂ i | est alors son propre adjoint et la
variété i2 possède une surface canonique et des surfaces pluricano-
niques d'ordre zéro. Tout système linéaire tracé sur Î2 est son propre
adjoint.

2° Le système canonique de 0^ est découpé par l'un des systèmes
I ^î \, 1 .̂-î |, • . . î |^|, par exemple par | <î^ |. On a donc

i^i 1 = 1 ^ 1 .

Si/? est supérieur à 2, | €>i | ne peut être l'adjoint de | <^ |, car alors
la variété î2 serait dépourvue de surface canonique, mais posséderait
une surface bicanonique d'ordre zéro; l 'adjoint de | 0;; | serait distinct
de j < Ï » : ç [ et serait l'un des systèmes [ 0J, | <Ï>;, |, .... |^|, par
exemple [ €^ |. L'adjoint de | ^41 serait nécessairement | ̂  |.

En considérant l'adjoint de | Oy | et ainsi de suite, on parviendrait à
cette conclusion, p étant premier et supérieur à deux, que le sys-
tème \^p \ est nécessairement son propre adjoint, ce qui serait con-
tradictoire.

L'adjoint de [ <î^ [ doit donc être distinct de | 0i |; supposons que ce
soit | ̂  [. L'adjoint de | ^31 ne peut être [ 0<. [ et d'autre part, si p est
supérieur à trois, il ne peut coïncider avec [ 0, ], car i2 serait
dépourvue de surfaces canonique et bicanonique, mais posséderait
une surface tricanonique d'ordre zéro. p n'étant pas divisible par 3,
on parviendrait comme plus haut à une contradiction.

En continuant ce raisonnement, on voit que les adjoints de
[ ^i [, [ <I^ , . .., ] < D ^ | sont ces systèmes rangés dans un autre ordre,
cyclique, par exemple sont respectivement | <^g |, | 0?, [, . . ., | ^p |, | <I\ |.
La variété <ï> est dépourvue de surfaces canonique, bicanonique, . . .,
( p — i )-canonique, mais possède une surface ^-canonique d'ordre
zéro. En d'autres termes, l'opération d'adjonction sur cette variété
a la période p.

Si la variété Q, n'a pas tous ses genre géométrique et plurigenres
nuls, l'opération d'adjonction, sur cette variété^ est ^identité ou a
la période p.

6. Supposons en premier lieu que l'involution \p soit dépourvue de
points unis, c'est-à-dire que l'axe S{i) ne rencontre pas la variété V.
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Nous avons démontré que si une surface algébrique possède une
involution cyclique d'ordre premier, dépourvue de points unis, le
transformé du système canonique de la surface image de cette involu-
tion, est celui des systèmes composés au moyen de l'involution, com-
pris dans le système canonique de la surface support de l 'involution,
qui a la dimension min imum.

Cela étant, supposons les nombres r.,, r^ . .., r / , rangés dans l'ordre
non décroissant

r^/\^/^...^/v

D'après le théorème que nous venons de rappeler, le système cano-
nique de la surface 0^ a pour transformé sur la surface F^ homologue,
le système l ( F ^ , F i ) ; ce système a en effet la dimension / ' i — i ,
inférieure aux dimensions r,, /•:{, . . . , rp des systèmes | ( F ^ , F s ) ! y
, ( F ; , F , ) 1 , . . . , (F;, F,,)]. On a donc

i ̂  ! = i a>i
et la variété i2 possède une surface canonique d'ordre zéro. Par con-
séquent, on a

\^\= ̂ , !, | <ï>3 ! =-1 <t»:, i , . . . , \^p\=\ ̂  I .
D'après le théorème rappelé, les nombres r^— i, ï\— i, ..., r,,— \

sont inférieurs à tous les nombres /\, r^, .. ., r,,. Par conséquent tous
ces nombres doivent être égaux. On a donc

p(r^ i ) =r4- i .

Mais d'autre part, comme nous l'avons vu, pa=r et, pour la même
raison, les surfaces <I»i, <I^, . . . , < ! > / , sont de genre arithmétique Tta= r.
On retrouve donc la relation

jy(7Ta+ l ) = = y^-4-I.

Si rinvoiution \p est privée de points unis^ la variété î2 possède
une surface canonique d'ordre zéro et un système linéaire de sur-
faces, tracé sur la variété V, invariant pour ^homographie T,
possède en général p systèmes linéaires partiels composés au moyen
de Finvolution \p, ces p systèmes ayant la même dimension.

7. Supposons en second lieu que l ' involution \p possède un point
uni parfait A. Nous supposerons que l'espace à trois dimensions a
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tangent à la variété V au point A, rencontre l'axe S 2 1 de l'homo-
graphie T suivant un plan.

Considérons une surface Fg. Elle est découpée sur V par un hyper-
plan de ̂ , ne contenant pas S'2' et coupant par conséquent l'espace a
suivant un plan a'; le plan y! est le plan tangent en A à la surface F.>
considérée. Ce plan varie en général avec la surface F^ et par consé-
quent la courbe commune à deux surfaces F^ a en général un point
simple en A.

Les oo2 groupes de \p appartenant à une surface F 3 forment sur celte
surface une involution ayant en A un point uni parfait, par conséquent
les surfaces F^ passant par A coupent F 3 suivant des courbes ayant un
point multiple d'ordre p en A (1). Les surfaces Fs, F4, . .., Vp passent
toutes par A et les courbes suivant lesquelles elles coupent la sur-
face F.̂  ont en A des multiplicités toutes différentes, comprises
entre 2 et p — i ( 2 ) . Pour fixer les idées, nous supposerons que les
courbes (F,, F:.,) ont en A un point double, les courbes (Fg, F4) un point
triple, .. ., les courbes (F^, ¥?} un point multiple d'ordre p — i.

En faisant varier la surface F.^, on voit que les surfaces F^ passant
par A ont la multiplicité/? en ce point, les surfaces F3 un point double.
les surfaces F,, un point triple, . .., les surfaces Fp un point multiple
d'ordre/? — i. D'ailleurs, les hyperplans découpant sur Vies surfaces
F:.,, F4, . .., Fp et les surfaces Fi passant par A, contiennent l'espace a
et doivent donc avoir un point multiple en A.

Soit A' le point de diramation de la variété î2 homologue de A.
Deux surfaces F^ passant par A se coupent suivant une courbe ayant
un point multiple d'ordre p2 en A et les p2 points de cette courbe infi-
niment voisins de A sont tous unis pour l'involution 1p. Par consé-
quent, les espaces à / \— i dimensions de S^ passant par A 7 coupent î2
suivant des courbes ayant un point multiple d'ordre p ' 2 en A\ II en
résulte que ce point est multiple d'ordre y?2 pour Î2. Il y a une pro-
jectivité entre les hyperplans de .2i passant par A et les hyperplans
de S/.^ passant par A', donc le cône tangent à Î2 en A' est coupé par
un hyperplan ne passant pas par A' suivant une surface d'ordre y?2

dont les sections hyperplanes représentent les courbes planes d'ordre/?.
Nous désignerons par W une telle surface.

( 1 ) Recherches sur les involutions douées... ((oc. cit.).
( î ) Sur les points unis parfaits des involutions cycliques appartenant à

une surface algébrique {Bulletin de la Soc. roy. des Sciences de Liège, 1937.
p. 37-/,o)
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Une surface 0^ possède en A' un point multiple d ordre y/. le cône
tangent projetant de A' une courbe rationnelle normale d'ordre p
tracée sur la surface W. Une surface <D:., possède en A' un poini mu l -
tiple d'ordre 2/?, le cône tancent projetant de A' une courbe d'ordre
ï p tracée sur l^. . .. Enfin une surface ̂  possède en A' un point
mult iple d'ordre {p — i ) p , le cône tangent projetant de A' une courbe
d'ordre p ( p — i ) tracée sur W.

Envisageons une surface <I^ et la surface F^ homologue. Nous avons
démontré ( 1 ) qu'aux courbes canoniques de la surface <I^ correspon-
daient sur F.̂  des courbes canoniques ayant la multiplicité// — 2 en A.
Ces courbes étant découpées sur F^ par les surfaces F,,_i, il en résulte
que le système adjoint de | <1̂  | est

I^M^-il.
Supposons tout d'abord p= < • L'adjoint du système [ <&.^ j est le

système I <^J et l'adjoint de ce dernier est nécessairement |<^.;|. La
variété Î2 est dépourvue de surface canonique, mais possède une sur-
face bicanonique d'ordre zéro.

Supposons maintenant p == 3. L'adjoint de [ ̂  | esl ce système lu i -
même et la variété Î2 possède une surface canonique d'ordre zéro.
Nous avons démontré récemment que ce cas ne pouvait se pré-
senter ( 2 ) .

Supposons enf in p ^> 3. L'adjoint de <Ï^ | est distinct de ce système
et sur la variété i2, l'opération d'adjonction a la période/^. Le système
| <I»i | ne peut être l'adjoint de l'un des systèmes \^i\, \ ̂  |, c'est donc
l'adjoint d'un des systèmes | <1>;., |, | ^4 [, . . .. [ ̂  |. Si nous considérons
une surface <î^ de l'un de ces systèmes ( /==3, 4i . . . . ou » — i ) et la
surface F; homologue, comme cette surface F; possède un point mul-
tiple en A et par conséquent une courbe unie inf in iment petite, dans
le domaine du premier ordre de ce point, à une courbe canonique de
la surface ^ correspond, sur la surface F,, d'après un théorème de
M. Enriques, une courbe canonique qui comprend comme partie la
courbe unie infiniment petite en question, comptée p — i fois. Mais
cela nous montre que le système ! <Di ! ne peut être l 'adjoint de [ ^< |,
car les surfaces ¥ ^ ne passent pas en général par A. On en conclut
que, pour p >> 3, l ' involulion I:; ne peut posséder de point uni parfait .

( l) Recherches sur les involiitions douées... {loc. cit.).
C1) Recherches sur les involutions cycliques du troisième ordre... (/or. cif.).
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L'involution \p ne peut posséder de points unis parfaits que pour
p == 2 ; dans ce cas, la variété î2 est dépourvue de surface cano-
nique, mais possède une surface bicanonique d'ordre zéro.

8. Avant d'aller plus loin, examinons de plus près les cas d'une
involution L d'ordre 2. Dans ce cas, l'espace a tangent à \', en un
point uni A de Ig, doit nécessairement s'appuyer suivant un plan sur
le second axe S 2 > de l'homographie T. Tous les points unis de L sont
donc des points unis parfaits.

Soit T le nombre de ces points unis. Les surfaces F^ passent simple-
ment par ces T points. Désignons par pa, p ' ^ les genre arithmétique
et linéaire des surfaces F, par TT.^, 7T111 ceux des surfaces <^i, par TT^,
TT'111 ceux des surfaces 0.^. Nous avons entre ces invariants les rela-
tions ( ' )

/^ 4-1=2 (7^-M), ^(pu-^- l )= 8 «,,-+- 1 ) — T ,

^n—I^P^Tr ' 1 1 —!) , p^—l==:9.(7t/•i)—l)',

d'où TT'• •'':=: TT'11. D'autre part, nous avons

pu= /', 7r«== f\ 4- I , 'K'a == /•i 4- 1, /'i 4- /\, 4- 2 == /• 4- I .

On en conclut T == 16.

£//i^ involution du second ordre, n ayant qu^un nombre Jini de
points unis, appartenant à une variété algébrique à trois dimen-
sions possédant une surface canonique d) ordre zéro, possède 16 points
unis.

Un point de diramation de la variété Î2 équivaut, au point de vue
des transformations birationnelles, à une surface rationnelle infini-
ment petite. Désignons par Ai, A.^, . . ., A,,., les seize surfaces de cette
sorte existant sur Î2.

A une surface F correspond sur Î2 une surface <^ appartenant tota-
lement à un système linéaire. Lorsque F varie d'une manière continue
dans F j et tend vers une surface F,, la surface <^ tend vers une sur-
face 24>i. Lorsque F varie de même et tend vers une surface F^, 0tend
vers une surface

2^ -r- Ai4-A.^-+-. . .+ A,,..

( l) Recherches sur les involutions douées... ((oc. cit.).
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On en conclut

(1) | 2<Di |=;2(t^-+-Ai4- A._4-. . .4- A,,!,.

Entre | <ï>i |, son adjoint [<!>', I , son biadjoint ! ̂ [ !, nous avons la rela-
tion

( 2 ) ] 2<I>', [ == '̂; -t- <Ï»i ; .

Nous devons donc poser

(̂  = (I>, -h A^ -4- A, 4- . . . -4- A,, ;
d'où

<t> ; =: 0, 4- A, -h A, 4- . . . 4- A,., = d», 4- A, 4- . . . 4- Ai,.

Les relations fonctionnelles ( i ) et ( 2 ) sont alors identiques.

9. Appelons surface de Veronese d'indice p la surface obtenue en
rapportant projectivement les courbes d'ordre p du plan aux hyper-

plans d'un espace l inéai re a -/^(/^-^ 3) dimensions.

Nous avons montré plus haut que le point de diraination de la
variété ^2 correspondant à un point uni parfait A de { p , était un point
multiple d'ordre p ' 1 dont le cône tangent avait pour sections hyper-
planés des surfaces de Veronese d'indice //.

On observera que pour établir cette propriété, nous n'avons pas
fait usage du fait que la variété V avait une courbe canonique d'ordre
zéro ni qu'elle était d'irrégularité superficielle nulle. Le résultat est
donc vrai pour une variété algébrique quelconque.

Si une involution d'ordre premier p, appartemint à une variété
algébrique à trois dimensions, possède un point uni parfait isolé,
on peut construire une variété image de cette involution pour
laquelle le point de diramation, correspondant a la multiplicité p1,
le cône tangent en ce point ayant pour sections l^yperplanes des
surfaces de Veronese d'indice p.

1.0. Nous allons maintenant étudier le cas où l ' involution \p pos-
sède un point uni de seconde espèce.

Supposons que l'espace à trois dimensions, a, tangent à la variété \
au point uni A, s'appuie suivant une droite a.. sur l'axe S 'î et suivant
un point A;; sur l'axe S" de l 'homographie T.




