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SUR LES OPERATIONS DEFINIES POUR NOMBRES REELS;

Pax M. JEAN Acziv.

Une fonction de deux variables sera appelée « opération définie dans linter-
valle (@, b) » et nous la désignons par z=2xzoy, si pour chaque x et y de
l'intervalle (a, b) la valeur 2= 2o y est comprise dans cet intervalle (¢, 0). Nous
démontrerons le théoréme suivanﬂt (") :

Taforkwe. — Pour qu'il existe une fonction f(s) croissante ‘au sens
restreint, continue, définie dans Uintervalle (a, b) et permettant de mettre
Zoy sous la forme [ f~' (x) désignant la fonction incerse de f(z)]

Q) woy = [ (x)+ S0,
il fait et ilsuffit que Uopération x o y satisfasse aux trois conditions suicantes :

I. Monotonité (au sens restreint) : xoy << x'oy pour x <x' (et de méme
poury <y'); ‘

II. Continuité : lim(x% y) =kimzolimy;

IIl. Associativité : (xoy)os ==zo(yos)==zoyoz.

Comme Pexpression dans le deuxiéme membre de I’égalité (1) est symétrique
par rapport & x et ), nous pouvons tirer de notre théoréme le corollaire suivant :
chaque opération monotone, continue et associative est aussi commutative. En
vertu de III, Popération peut étre étendue pour un nombre arbitraire de variables
et nous lirons de la formule (1) que, dans ce cas, ‘

Zyoxs0...oxy= [T f(x))+ f(x2)+ ...+ [(ra)]
L'intervalle (a, b) peut étre ouvert ou semi-ouvert (il peut méme s’étendre

jusqu’a Pinfini, dans ce cas @ = — o ou b = ). Nous verrons cependant qu’un
intervalle fermé est en contradiclion avec nos suppositions.

Démonstration. — Evidemment les conditions sont nécessaires, car les opé-
rations de forme (1) satisfont a I-III. Nous démontrerons qu’elles suffisent en

(') Pour des cas spéciaux de ce theoréme, voir Tu. Motzkiy, Sur le }nvduit des espaces
métriques (C. R. du Congrés d’Oslo, 1936, p. 137): J. AwéL, On mean values and operations
defined for two variables (D. Kong. Norske Vid. Selsk. Forh., 20, 1947, p. 37-40); J. Aczir, On
mean values (Bull. Am. Math. Soc., 54, 1948, p. 392-400). Le cas ou les nombres de linter-
valle (a, b) forment un groupe sous l’opération o a été traité par L. CartawN, Groupes finis et
continus et l’analysis situs (Mém. Sci. Math., 42).
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construisant la fonction f(z), ou plutét son inverse f—*(z)=¢(z). 1l faudra
démontrer que cette fonction est continue, croissante au sens restreint et qu’elle
satisfait a I'équation fonctionnelle

(2) s(u+rv)=29(u)oz(v),

qu’on obtient a partir de (1) en posant z = ¢(u), ¥ = ¢(¢).

4. Définissons les fonctions F,,(2) = Zozo...oz (n facteurs, n =1, 2, 3, ...).
La fonction F,(z) est continue, croissante, et ses valeurs sont comprises dans
Pintervalle (@, b). De plus, les deux régles suivantes sont valables (en
éerivant gh(z)pourg[h(x)]) :

Fu(z)oV,u(&)=Fpin(x)=Fa(x)oFin(z),
FpFap(z)= Fun(x)=FaFp(z).

Posons F,(z)=F,'F/}(x) si cette définition a un sens [c’est-a-dire si la

7
valeur F,(z) est comprise dans le domaine des valeurs de F,(z)]. Les régles
précédentes sont valables pour chaque ¢ et v rationnel de cette sorte. Car si nous
— Py —Tons
pocons M= ";1 V= s on a

FuFu B, =V, FQFC(J‘) =FF,F7'F,F7F, ()
75
=1, 1 (@) =Fpr(x) =FgFgl Fpr(z) = F,,XF&.(.'L‘) = Fys Fuy(2),
qs
et si 'on tienl compte de la condition I,

3) Fuby(x) =Fuy(v)=F,Fy(e) ().
D’autre part, si nous posons p == '—;f, v = 'é (),
Fy(a)oliy(a) =F, I5" (€)o FaFy' (2) = FmenF5' (2) = Fyp ().

o : Fu(2)oFy(z) = Fyiy(z) = Fy(@) o Fyu(a).

2. Considérons Fy(z) =z oz. Il y a trois cas possibles : zox >z, zox ==
onzox < . Si oz =z, alors il résulte de I et LI que pour chaque y

xo(roy)=(Zox)oy=2xo0y,

(') On voit aistment que si =35, on a

Pe
Fir(z) = Fp(2).
q
() On utilise la f;rmule, Fa(a:)= F,,F,;i(z), qui est valable lorsque F;,"(z) a un sens. On a en
q
Fp(2) = F;'F,(2) = F;'F,F,F;! (@) = ;' F,F,F;!(2) = F,F! (2).
g .

effet

Pour le cas ou iF;l(.z) n’a pas de sens (c’est-d-dire lorsque z n’est plus comprise dans le
domaine des valeurs de F,(z)) voir (3).
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c'est-d-dire zoy =y et de méme yoz=y. De méme si zoz>z (ou <z)
alors pour tout y : Zoy >y {ou < y). D'autre part on voit de la méme facon
que si 'on a pourun y : 20 ¥ > ¥, ou =y, ou < y, la méme relation a lieu pour
chaque y.

3. Il existe au plus un nombre e tel que eoy =y (ou »oe=1). Supposons
qu'il y en dit deux : e <<¢'. Dans ce cas eo y =y = €/oy, ce qui est en contra-
diction avec I. Evidemment F,(e)=:F,(e). Supposons maintenant (*) qu'il
existe un nombre A tel que Ao A > A. Evidemment F,, (A) > F,(A) pour m > n.
Si lintervalle de définition est ouvert inférieurement, il faut distinguer deux
possibilités : : :

a. llmzoJ > (> a). Pour deux nombres s << t arbitraires limsoux <lim¢oz.

xy>a >

Car en applnquant II et I1I, on a, en effet,

[hm(so.z*)]oy hm(so Zoy)=so hm(roy)<!o llmu ol)—llm(lo roy)= [Iim(/o.r)]o,r
va .

9-(1

et avec l'aide de I, on obtient I'inégalité exigée. Amsn la définition de l'opération
peut étre étendue a @ en posant

aocy =lim(zoy) et  yoa=lim(youx).
x>a T“>a .

car les conditions I, II, 1II continuent a étre valables. Dans ce qui suit, nous
trailerons ce cas comme si 'intervalle donné (a, b) était fermé inférieurement
a priort. '

b. limz oy <. Dans ce cas limzos=a, d’on llm(roy) = a pour tout ).
r>a

xy>»a xy>a
s»a
Car, dans le cas contraire, ¢ =limzo 1 > a, et
€T>a
“t>limrot=lim(tolimsoy)=lim(rosoy)=Ilim(zos)oy=Ilimzo) =1.
> a xy>a s>a wra @£O>a I>a
s>a s>a

ce qui est absurde. D’aprés notre supposition, il existe un A << Ao A, et puisque

A > a=limzoA, il existe un nombre e (a<<e<<A) tel que eocA = A. Nous
xy>a .
avons vu qu’il ne peut exister qu’un seul tel nombre et que e 1) =) pour tout’ S

De plus, en vertu de e >a =IlimzoA et e<<A=eoA, il existe un « tel que

e=aoA(a<a<e). Pour un v arbitraire a0y <y et F,(a2)<F,(a)
pour m > n. '

4. Nous pouvons maintenant commencer a définir la fonction ¢ (). Nous
posons ¢(1) = A avec la restriction que dans le cas d’un intervalle fermé inférien-

(!) Nous verrons que cette supposition entraine une discussion compléte des cas ou U'intervalle
de définition est ouvert ou fermé inférieurement. Si nous avions suppos¢ l'existence d’un @ > a0 2
nous aurions pu traiter d’'une maniére analogue les intervalles ouverts ou fermés supéricurement.
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rement et @ o > @ nous choisissons- A = a. Ensuite nous posons

+(£) =P, (M) =F7 Fy(A),

ce qui-a siirement un sens si p > g, car
Fo(A) =T, (A) < Fiy(A) =F,Fi(A)  (kg>p).

Nous voyons que limF, (A) existe (finic ou + o), car la suite est croissante, mais
ny o

la valeur ¢ = lim F,(A) ne peut pas appartenir a P'intervalle (@, ), qui n’est
ny—+ o

donc pas fermé supérieurement. En effet si ¢ était compris dans (a, b), on aurait
L]

t<toA=I1mF,(A)oA=1limF, . 1(A)=1¢,
ny> = ny> o

ce qui est absurde. S’il y a dans (a, b) des nombres plus petits que A <I§’est-é-dire

dans les cas aca=a et limxoy_éy>, alors il existe un nombre e tel que
rya .

coe==e (dans le premier cas poser ¢ = a, dans le deuxiéme voir 3 b). Nous

définissons &(o) = e et ainsi oL ,(A) =TF,'F,(A) est défini pour p < g,
o ( _ (g ) pout p <gq

carv I (e)=Tp(e) <F,(A) <F,(A). Sl Z o ) est encore défini pour des nombres
moindres que e, alors nécessairement limzoy <<) (cas 3b) et en posant
o(—1)=a (axcA=¢) et cp( q)—F( )=F;'F,(«), cette définition a
loulours un sens. En outre lim ¢ (— n) = a. Nous avons
"y o
e=9(r—s) si r=s,
s(—s)oo(r)=Fy(a)oFp(A)={ F,s(A)=3(r—s) si r>s,
Fo_r(2) =3(r—s) si r<s,
c’est-a-dire .
(5) $()os(r)y=s(s—r). (M

(') Démontrons (4) pour z = a, c’est-d-dire
.

. “AP Yool (P .
4" e<&>°?<(1)”?<q+q‘ (p>q, r>q)

dans le cas out F7'(.x) n’est pas défini. Soit s> ¢, u> ¢, on a .

#(%) =F' Fola) = B B F (@) = FLF7'Fy(a)
¢ q
Par conséquent !
s — +1)s s(g+ N e
?(‘)°?<i) L(a)oky 'K S(a)= l',,H o 'F S(a)= ?(((I 7 ) ( (q([ I)>=I'.EI{F7+1(“);

et de méme

<q>° o(s)=F,F'¥F, . (a).



8. Nous venons de définir ¢(z) peur toutes valeurs rationnelles, ou rationnelles
positives, ou rationnelles > 1. [On a @ = lim ¢(2), ou @ = 9(0), ou @ = (1)}
X — .

b= lim ¢(z)]. On voit aisément que pour ces valeurs ¢(z) est une fonetion
> 4w

croissante, car F,(A) croit et F,(a) diminue avec n. En vertu de (4) et (5), la
fonction ¢(z) satisfait 4 'équation fonctionnelle (2) pour u et ¢ rationnels. Si
nous démontrons que ¢(z) est une fonction continue, il en résulte que sa défi-
nition peut étre étendue aussi aux valeurs irrationnelles, de telle facon que cette
fonction satisfasse a (2) partout dans U'intervalle.

6. L’ensemble des nombr\e\s”rationnels, pour lesquels ¢(z) va en croissant,
étant partout dense dans lintervalle ou nous voulons définir ¢(z), elle a une
valeur limite a droite et a gauche de chaque point de cet intervalle. Ces deux

Ea utilisant ces relations on obtient

9(P)°<P(§>°<?<;—;)ocp(r)=F,,F,j’F,ﬁ_,(a)oF,F;'Fq_‘,(a)
- +r ) )
:varFJ’Fm(a)=?<’iq—’)°?(l'+")=?({7+-,;)°7«(p107-ﬂ'h

et de méme
?(p)oqa(g)w(gt)o?(r) =9(p)og(r)e ;(’,—; -+ ;\

En simplifiant, ce qui est légitime en vertu de la monotonité, les derniéres relations donnent

) ?<§ +’;—.>°?(P)= 9(1’)"?(15))“?(5) =¢(§>o¢(ﬁ)o;(§>,
(B) ¢(;-)o?<§—+— 'LI) = ?<§>o§<g>o;(4;');z;g(f_;)o;(,.)og((il‘)_

Posons dans (a)p =s, r =nq :
;:(; +n>°¢(8) = 9<$>°¢(8)o¢(n) = ?<§)°?<'H° 7,

donc en simplifiant

) 2(5+n)=¢(2)ovn.
1]
Posons dans (8) p=ng, r='{r :

?(8)0?(n+ 2) = @(ﬂ)°q>(s)°?<;j> = ?(sw?(n)o:.’(;);

donc en simplifiant

(%) ?(\—;—f—ll):?(/z):o?(g)_
(/) et (8) impliquent '
(s) ;P(;)o?(")zq’("“?(g).’

Ea vertu de (&), la relation (a) s’écrit

?(5 + g)oq»(p) =\¢<§>°?<5)°?(m~

£a simplifiant par ¢(p)-on obtient (4').
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valeurs doivent étre égales. Car si s=¢(x—o0)<¢(z—+o0)=t, alors de
ses << sot << (ot il résulterait qu'il existe un e > o tel que

(sos)+e<sot<(tol)—c.

En vertu de la condition Ii, il existe un d<<o tel que pour |s—s’4| <3
et |t —t'|<<d, sot—e<<sol!<<sot—+e. Choisissons les valeurs s’ et ¢ telles

U+ v
> >z.

ue s =o(u), !=1q¢(v), ou u et ¢ sont des valeurs rationnelles et
q ? oL
Dans ce cas

l“gl';(-"'—_:—v>]= (u—+e)=zg(u)oyp(v)=so0t/<sot-+ec<tot=Fy[p(x+o0)]

en contradiction avec le fait que ¢(z) est une fonction monotone. Ainsi nous
avons démontré la conlinuité de ¢(z) et notre théoréme est démontré.

(Manuscrit remis le 23 novembre 1947.)



