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CONTRIBUTION A L'ETUDE DES SOLUTIONS DE L'EQUATION
DE MATHIEU ASSOCIEE;

Par M. Roserr CaMPBELL.

INTRODUCTION.

L’objet de ce travail est I'étude des solutions périodiques d’une équation qui se
rencontre en Physique mathématique et qui se réduit a I'équation de Mathieu
pour des valeurs particuliéres des parameétres. Le résultat le plus intéressant est
la mise en lumiére de solutions que l'on peut nommer de forme finie, en
entendant par la que les séries de fonctions simples qui les représentent se
réduisent a des sommes d’un nombre fini de termes, et que I’équation caracté-
ristique (ou des valeurs propres) est algébrique, ce qui n’arrive jamais pour
I’équation de Mathieu elle-méme.

On avait déja observé un phénoméne semblable pour I'équation de Lamé

Y'+[h+n(n+1)ksn2z]ly =o0

et pour I'équation dite de Hill & trois termes, quelquefois appelée de Whittaker

yY'+[a+bcos2z + ccosfx]y =o,

qui toutes deux généralisent I'équation de Mathieu et admettent des solutions de
forme finie.

L’existence de solutions finies de ce genre pour I’équation de Mathieu associée
étudiée ici

¥y —2vtgzry + (a+ ksin?z)y =o

n’avait pas été mise en évidence jusqu’alors parce que personne, semble-t-il,
n’avait songé a choisir I'élément de série qui se préte le mieux aux calculs et a la
discussion de cette équation, et qui est le polynome de Gegenbauer C;(sinz).

Ce choix, qui d’ailleurs est le plus simple et le plus logique, a 'avantage de
réduire a trois termes les relations de récurrence entre les coefficients A de la
série solution ZA}C)(sinz) et permet aussitot, par la-méme, de mettre en
évidence les solutions de forme finie.

L’étude d’un cas particulier simple et courant constitue le premier Chapitre.
Les deuxiéme et troisiéme Chapitres traitent du cas général et discutent de
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I'existence des solutions de forme finie et de la décomposition de I’équation
caractéristique.

On sait qu’on utilise aussi, pour étudier les fonctions de Mathieu, des dévelop-
pements en séries, non de fonctions trigonométriques, mais de fonctions de Bessel.
On a donc cherché ici aussi, pour ces fonctions dites associées, si un dévelop-
pement analogue n’était pas possible. Le calcul I'a fourni facilement et ’'on a pu
découvrir la raison profonde de son existence dans une correspondance algébrique
étudiée par Sonine (dans son célébre Mémoire sur les fonctions de Bessel) et qu’il
nomme corrélation. Cette correspondance jette la lumiére sur des résultats
curieux trouvés déja pour les fonctions de Mathieu ordinaires et pose la question
de savoir si ce parallélisme des deux développements, I'un en séries de fonctions
sphériques, 'autre en série de fonctions du cylindre circulaire, n’a pas une
signification géométrique simple, et s’il ne caractérise pas toute une famille de
fonctions. N’existerait-il pas, par exemple, pour les fonctions de Lamé ou de Hill
a trois termes, qui présentent des particularités analogues, de tels développements
paralléles ? C’est un probléme qu’il serait intéressant de résoudre.

En résumé, 'étude de cette équation qui, plus générale que celle de Mathieu,
admet des solutions plus particuliéres (puisque de forme finie) constitue un
exemple de ces cas générauz, qui, selon I'expression de M. René Garnier,
apparaissent néanmoins comme « plus particuliers encore que leurs cas parti-
culiers ».

CHAPITRE 1.

SUR UN PROBLEME DE VALEURS PROPRES.

Dans un grand nombre de problémes de Physique et méme de Chimie
(diffraction, vibration d’un haut-parleur circulaire, probléme des deux centres en
théorie des quanta, questions relatives a la molécule d’hydrogéne), on a besoin
d’écrire I'équation des ondes (!) dans un espace ou les surfaces coordonnées sont
des quadriques homofocales de révolution. On peut choisir comme systéme de
telles quadriques soit le faisceau composé d’ellipsoides allongés et d’hyperboloides
a deux nappes, soit celui qui comprend les ellipsoides aplatis et les hyperboloides
réglés. A cause des applications a l'acoustique qui nous intéressent particu-
lierement, nous avons choisi ici le deuxiéme systéme, celui qui contient
un ellipsoide infiniment aplati (qu’on pourra au besoin assimiler a4 un disque

plan).

Mise en équation du probleme. — L’espace étant rapporté a ce systéme de
quadriques
& = fchcosktcosy,
v = fchrcosEsiny,
z = fshqsing.

(') Pour la théorie générale de cette équation, voir le Traité d’Analyse de Riemann ( RIEMANN-
WEBER, Die partiellen Differential Gleichungen der Mathematischen Physik, t. 11, Braunschweig,
1912).



L’équation du son

s’écrit, aprés le changement de variables (1) dans le Laplacien

1 I 2p . ap I 2pl1_
™ N [Ch"'ﬂ—cos"ﬁ ( Jg* 5 d’q“ thdE s ) ch?y cos?E —d—';ﬁ] =—kp.

Traitons d’abord le probléme dans le cas le plus simple, celui ou les ondes sont
a symétrie cylindrique, c’est-a-dire ou p est indépendant de ¢

dp

)p+thn—-+lc"f"sh°'qp__o

(2) ”p —tcs

2 f2 2
p +/cf sin?f p +

43

Si l'on s’intéresse alors, comme dans les problémes de potentiel, aux solutions
de I'équation (2) qui sont de la forme dite & variables séparées : p="U(£) V(n),
I’équation (2), ou les dérivées cessent d’étre partielles, s’écrit, apreés division par p

[‘f;;,} tg Eds +k2’fzsinzs] V[‘;Y+thng~Y+k°ﬂsh2 ]:0.

de la forme
Fonction Fy (& seul) + Fonction Fa(7 seul) = o.

Elle n’est possible, puisque £ et n sont indépendants, que si ces deux fonctions
séparément sont des constantes, a et b, telles que a + b= o, c’est-a-dire si les

deux équations
d:U

(3 dEr —”E dt +( e+ kfrsin2§)U =o,
(3" (;;I‘:*lhnjv + (—a+ k2 f2sin2n)V = o

sont satisfaites. On passe d’ailleurs de (3) a (3') en changeant U en V et £ en ¢n.
On pourra donc se contenter d’étudier (3). L’équation (3') sera dite équation
modifiée de l'équation (3) par analogie avec un langage, consacré par I'usage
aujourd’hui, relatif a 'équation de Bessel.

Le probléme consiste maintenant a intégrer 1’équation (3) ou du moins a en
calculer les solutions, et en particulier a dégager celles de ces solutions qui
conviennent a la question posée. Or, on voit tout de suite que la fonction
p(z, y, z) doit étre donnée sans ambiguité lorsque z, y, 2, le sont; ou encore
que p(E, m) doit étre invariante quand § augmente de 2m. Donc, seules nous
intéressent les intégrales de (3) qui sont des fonctions de période 2m de §. 1l n’est
pas sir qu’elles existent pour toute valeur de la constante a. La question qui se
souléve ici est donc : « Existe-t-il une maniére de choisir @ pour que (3) posséde
des intégrales de période 27 ? ».

C’est 1a un probléme de recherche des valeurs propres ou caractéristiques
d’une équation différentielle. Poincaré le pose dans son Ouvrage : Les nouvelles
méthodes de la Mécanique céleste (t. II) pour I'équation trés générale dite

de Hill
Y'+A(z)y =o,
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A(z) étant une fonction périodique (2m) de z. Avec précision, on écrit A(z)
sous la forme a —2g{(z); ¢(z) étant continue partout, deux fois dérivable, et
telle que son maximum et son minimum soient tous deux égaux a 1 en valeur
absolue. [M. Léon Brillouin dans un article récent (') a étudié I'équation de Hill
dans un cas plus général et avec des méthodes toutes différentes du procédé
habituel qui consiste 4 supposer A(z) fourni par son développement de Fourier].
C’est a propos de ce probléme que se sont introduits les déterminants infinis.
Dans le cas général, il est trés compliqué.

Le cas le plus simple qui puisse se présenter est le cas ou A(z) est réduit a un
premier terme de son développement trigonométrique, I’équation est alors celle
que Mathieu étudia en 1868 dans son Mémoire sur la'vibration d’une membrane
plane elliptique

Y +(p—2qcos2z)y =o,
qu’on peut écrire aussi
Y+ (a+ k2 frsintz)y =o.

Elle ressemble, en plus simple, a I'équation (3). Les valeurs caractéristiques
a=a(k?f?) de I'équation de Mathieu ont fait I'objet de multiples recherches,
principalement de la part des mathématiciens anglais; mais il faut citer en France
outre les travaux de Poincaré, 1'étude récente de M. Vladimir Baranov dans sa
Thése (2) (Montpellier, 1941) qui y applique le calcul matriciel. Les méthodes
appliquées a I'équation de Mathieu ont toutes ceci de commun, qu’elles supposent
la solution cherchée (de période am en z) développée en série de Fourier de z,
et qu’elles recherchent la condition d’existence d’un tel développement.

On est ramené a étudier un systéme d’équations ou les inconnues sont les
coefficients, en nombre infini bien entendu. Les travaux les plus poussés qui ont
8té accomplis dans ce sens sont dus a Lindsay Ince, qui a construit des tables de
valeurs de a en fonction de la constante physique donnée k2f2; et dessiné les
courbes correspondantes dans le plan des (a, A2 f?); la réussite de la méthode est
due a ce que les équations successives sont a trois termes seulement. (C’est ce
méme fait qui est également a la base de la réussite de M. Baranov.)

On peut donc chercher a appliquer a 1’équation (3), qui est celle de notre
probléme, la méme méthode en posant a priore son intégrale périodique cherchée
U(k) sous forme de série de Fourier.

Etude de I’équation (3). — Toutefois faut-il tout de suite remarquer que cette
4quation (3) n’est pas du type de Hill puisqu’elle contient un terme du premier
ordre, et que, méme si 'on fait disparaitre celui-ci, le coefficient de y contient

alors un terme en —- "E et ne demeure pas fini.
Néanmoins la méthode qui consiste a4 déterminer le développement de Fourier
a permis 4 Lindsay Tnce de mettre en évidence des solutions périodiques et

entiéres en . Mais les relations de récurrence qu’il obtenait entre les coefficients

(') Quarterly applied of Math., juillet 1948, p. 167.
(?) -Contribution a l’étude des fonctions de Mathieu normées, 1941.
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étaient A quatte termes, ce qui ne lui a pas permis de généraliser la méthode de
calcul qui avait si bien réussi pour I'équation de Mathieu. L’objet du présent
travail est de proposer une méthode qui renonce a la série de Fourier mais
remédie a I'inconvénient précédent.

Tout d’abord remarquons que 1’équation (3) admet pour certaines valeurs des

paramétres a et k?, des intégrales pour lesquelles la singularité § ==+ g—l—kﬂ:

n’est qu’apparente.
Pour s’en rendre compte, posons sing = z, I'équation (3) s’écrit alors

aU dU
yD %—(a—}—k’z’)U:o

et elle admet pour points singuliers les points (— 1) et (+1). Etudions-la dans le
cas trés simple ou k est nul. Au voisinage du point singulier z=1, on peut
chercher une solution de la forme (si s =1+ ¢) :

U=tr4citrti4 cotrt24 .. .4 Cptrtn4. ...

On l'obtient aussitot par les conditions : r = o (racine double) et
2(n + 1)2b,,+1+ [n(n+1)—a]c,=o,

ou l'on voit immédiatement que, si @ est choisi égal & n(n 1), n étant entier,
la solution est un polynome [qui n'est autre, par rapport a z, que le polynome
P.(z) de Legendre].

Si I'on cherche pour la méme équation une solution au voisinage du point
z=—1, on obtient un polynome, en — 1+ 2z a la méme condition, et qui est,
en z, le méme polynome de Legendre. Dans ce cas simple, on constate donc que
la relation @ = n(n + 1) fait disparaitre  la fois dans la solution correspondante,
la singularité 5 =1 et la singularité 3 =—1.

Cherchons si un résultat analogue peut étre obtenu lorsque k& n’est pas nul
(c’est-a-dire : peut-on choisir a en fonction de & pour que les singularités 1 et —1
puissent disparaitre simultanément).

La méthode de Fuchs permet la aussi de trouver deux intégrales de ’équation
au voisinage de la singularité réguliére z =—1; soient si (1—3z) =¢

Fi(1—2) =14+ Ci(A2)t +...+ Cp(k2)tr+. .,
Fa(1—2) =14+ B(k)Lt+di(k2)t +...+ d(k2)tn+. ..,
[avec t<L2, (J1—3]|<L2)],

puisque la racine de la déterminante est double. F, peut s’écrire encore sous la
forme F,£t+ G(t), G étant une série entiére. Au voisinage de z=—1, on
obtient de méme deux autres solutions F, (1 + 3) et Fy(1+ 3), (avec | 1+ 2| < 2),
(I’équation ne changeant pas lorsqu’on y remplace z par — z). L’équation étant
linéaire, ces quatre solutions sont elles-mémies liées linéairement; donc

(s) { Fi(1—z)=aF (1 + 3) + fF.(1+ 3),

Fo(1—3)=YF1(1+3)+ 3F:(1+ 3).
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En changeant le signe et en répétant les substitutions, ces relations deviennent

Fi(1—3z)=(a2+ 3y)F (1—2)+ 3(2x+0)F:(1— 3),
Fa(1—2)=v(a+3)F (1— 2)+ (3y + 82)F2(1— 3),
ce qui exige
soit a =3, 3=o, v =o, at=r;

soit a=—39, Bv=1—a2

La premiére hypothése est impossible comme le montre Poole (), car elle met
en évidence deux solutions indépendantes entiéres paires (ou impaires), ce qui
n’est pas possible. Donc, la substitution (S) s’écrit

Fii1—3z)=aFi(1+3)+ 3F:(1+ 3),

1— a2
A Fi(1+2z)—aF:(1+ 3).
i

Foa(1—23)=

Il suffit alors de prendre 8 = 0, @ = =1 pour obtenir I’égalité

Fil—2)==x=F,(1+23) (|1*x3|<L2),

impliquant qu’il existe une solution paire ou impaire ¢n z et n’ayant pas de
singularité a distance fini¢, c’est-a-dire entiére.

a, que Poincaré appelle invariant dans la substitution (S), se calcule en fonction
des coefficients c,(k?) et d,(k?) des développements de F, et F, et la condilion
pour qu’une telle fonction existe s’exprime par l'équation «(a, A*)= =1,
ou 3(a, k?) =o.

Nous avons développé plus longuement ailleurs ces considérations et leurs
applications (2).

Notre objet est ici de déterminer par des procédés plus rapides la solution
entigre mise en évidence et les valeurs propres qui lui donnent naissance.

Développement de la solution périodique entiére de (3). — La méthode
employée suivra d’assez prés celle qui réussit pour les fonctions de Mathieu. Or,
lorsqu’on étudie les valeurs propres (ou caractéristiques) de 'équation de Mathieu,
on commence par envisager le cas trés simple ou k est nul et ou I’équation devenue

Y +ay=o
est celle, banale, du mouvement oscillatoire ordinaire, d’intégrale générale

y = Cy cos yaz + Cs sin Jaz.

Les solutions de période 2 n’existent donc que-si\/a est entier et ¢’est suffisant.
Les valeurs caractéristiques sont donc @ =N? et forment une infinité dénombrable.
Chacune d'elles donne naissance a une intégrale paire cos Nz et 4 une impaire sinNz.

(') Voir PooLg, Proc. London Math. Soc., mars 1921; voir aussi INce, Ordinary differential
equations (Dover, 1944, p. 356).
(%) Yoir C. R. Acad. Sci., t. 224, 1947, p. 1322; et Bull. Soc. Math. France, t. 11, 1949, p. 1.
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Pour étudier ensuite le cas général (ou Af=o0), on suppose alors la solution
développée en série de forme

%

Z(AN cosNz + BysinNux),

0

c’est-a-dire sous forme d’une série ou chaque élément précisément est une des
intégrales qui avaient lieu dans le cas ou k était nul.
Pour I'équation (3) envisageons le méme cas ou kf = o; (3) s’écrit alors

’f;—;__,j——tgéa%+aU=o,

qui se raméne a I'équation de Legendre en prenant pour variable sinf. Cette
équation admet donc comme intégrale entiére et de période 27 un « polynome
de Legendre » a condition que a égale non plus N, mais N(N +1) (N entier).
Cette intégrale est alors Py(sinf).

Pour passer au cas général (ou k £ 0) nous allons donc poser la solution
développée sous forme d’une série oiz chaque élément est une des intégrales
qui avaient lieu dans le cas ou k était nul, c’est-a-dire précisément un des
polynomes précédents ()

Ux = AoPo(sing) + A Pi(sint) +...+ A, P(sing) +....

Cette série est au fond une série trigonométrique ou se trouve réalisé un certain
groupement des termes, groupement qui s’impose par le simple fait qu’il est
réalisé de soi quand kK =o0. Nous chercherons une intégrale qui se réduise a
Py(sinf) quand kf=o. On sait que Mathieu a appelé cey(z) Dintégrale
périodique de son équation qui se réduit, pour k = o0 a cosNz.

Appelons par analogie pey(t) l'intégrale Uy qui se réduit pour kf=o a
Py(sin). On aura donc

pex(g) = A°+Z A,P,(sing) [avec pen(E) = Pn(sin§) si & = o).

1

Dans la suite, on supposera f =1, ce qui ne restreint pas la généralité.

(') Nous avons publié pour la premiére fois cette méthode, et les généralisations que nous en
donnons au Chapitre II, dans les C. R. Acad. Sci, t. 222, 1946, p. 269-271. En 1947, M. Bouwkamp
a publié dans le Journal of Mathematics and Physics une Note On spheroidal wave functions
of order zero ou il utilise le méme procédé a des fins de calcul numérique pour I'industrie, Note
qui est elle-méme le résumé de sa thése écrite en langue hollandaise et soutenue & Groningen en
1941 mais demeurée sans diffusion (Diffraction through a circular aperture).

M. Bouwkamp signale dans sa bibliographie d’autres Mémoires sur des questions faisant intervenir
Péquation précédente et dont certaines utilisent un procédé similaire, toujours i des fins numériques.
Citoons larticle de S. K. CHAKRAVARTY, Quantization under two centres of force, Part. 1; The
hydrogen molecule ion (Phil. Mag. t. 28, 1939, p. 423) (I’auteur utilise un développement en
séries de polynomes de Legendre mais aboutit, & la suite d’un choix défavorable, A des relations de
récurrence qui sont 3 cinq termes, ce qui rend le procédé moins avantageux méme que celui de
Ince), et celui de BaBer et Hassk, The two centre problem in Wave mechanics (Proc. Cam. Phil.
Soc. t. 31, 1935, p. 564), étude mathématiquement plus rigoureuse (elle se soucie par exemple de
la convergence des séries obtenues, ou les éléments choisis sont des fonctions de Legendre associées).
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Pour calculer les A,, substituons cette expression dans (3). Il est commode
de poser pour cela sinf = z; (3) prend la forme

Comme P, (3) est tel que
(82— 1)Pl+22P. =r(r+1)P,

on tire de la

I r(r—i r (r+1) (r+1)(r+2)
2 f— » .
#*Pr= 2r+1[ 2r —1 Pr—'+{2r-—1 + =3P+ 53 Prya |y

la substitution donne immédiatement la relation suivante, qui a lieu effectivement
entre 3A;, seulement, ce qui était le but visé

r(ir—1A, .
Gr—3)(2r—1)

re +(r+1)2 A, +(r+1)(r+2)Ar+=
ar—1  2r+3far+1  (2r+3)(2r=+5) ]|

) [a-——r(r+1)]Ar+k’|-

Notons que les polynomes de Legendre étant des fonctions orthogonales, le
développement ainsi obtenu rend les mémes services et procure les mémes
commodités que celui en série trigonométrique. Comme pour les relations
relatives aux coefficients de Fourier de 1l’équation de Mathieu, les indices
sautent de deux en deux; il y a donc deux cas a distinguer :

1° r prend des valeurs paires. — Les relations en nombre infini, s’écrivent

k2 2 k2
Ao<? +a> -+ T-E-Ag—-o,

2 k? I é 9 ) ] 3'4 2 o

A, 3 +Ag[g(3+7)k 2.3 +a +A‘7.9k__o,

........................................ Leecesesasany
Ar2Er o+ ArFr+ A)2Grye =0,

_ r(r—ia)k2

T (er=3r—n’

2 2 2
F, k [ r +(r+l)]’

T er+1|a2r—i 2r+3

Gorwe (rED(r+2)k
T Gr+3)(2r+5)

Sil'on divise par A, les termes de la derniére équation précédente, elle devient
p q P y y

03
r—2

Ar

si ar désigne le rapport

De la, le développement de a, (ou en général de «,) en fraction continue est
immédiat, en partant de la deuxiéme équation du systéme. Ce systéme sera
compatible si la valeur ainsi trouvée pour «, est la méme que celle qu’on tire de
la premiére équation. Cette condition est celle de I’existence des solutions
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pex(£) (1) car les fractions continues convergent [méme rapidement (?)], récipro-
quement, si le systéme est compatible, ou pourra calculer les coefficients A,
a un facteur pres.

Comme «, tend rapidement vers zéro (*), si r tend vers l'infini et que
| P+(sink)| <1, la série converge.

Condition d’existence de pey. — Cette condition qui est une équation
transcendante.entre les paramétres a et k s’écrit ainsi

k2 Us uy Usp
5 - +a= — -
() 3 Vo — Vg——_l... —___IV-_-p —_[...;
_ 2K et U — r(r—nk oo Frra
=315 "= —=(rr0r—3)r —er+1)’ S rr+n
2° r prend les valeurs impaires. — Etude analogue. La condition entre a et k
s’écrit
1 4 a us Uus U; Us pyt
5 —_ ()R — —1= = — i
(%) 2.3( 5) 1.2 o3 — |vs — [oii — [oaps — [

ou les u, et ¢, ont les mémes valeurs.

Chacune de ces deux équations représente une courbe dans le plan des
(# =a, y =k3). Chacune des courbes se compose d’une infinité dénombrable
de branches pour lesquelles, si & ne prend que des valeurs réelles, les points
r(r -+ 1) sont des points d’arrét.

Ince (*), a indiqué, dans un cas analogue, comment construire ces courbes en
calculant les coordonnées de leurs points. Les premiéres de celles-ci ont été
conslruites également et les tables des valeurs caractéristiques établies pour
quelques valeurs de k& (k < 20).

Si I'on désigne par T(a, f?) = o I’équation transcendante qui détermine les
valeurs propres (équation caractéristique) et qu’on construise la courbe qui la
représente dans le plan des (a, k?), on obtient une infinité de branches, qui
ressemblent & des demi-droites issues des points d’abscisses N(N -+ 1) de l'axe
des @, mais qui, pour k infiniment grand admettent des branches paraboliques,
teés voisines d’ailleurs de celles des fonctions de Mathieu ordinaires.

Au point d’arrét [N(N +1), o] d’une ce ces branches, I'intégrale entiére en sing
obtenue est un polynome de Legendre. Soit By la branche de courbe issue de ce
point. Chaque point M de cette branche By donne naissance a4 une intégrale
entiére pey(£) développée sous la forme

Pen(E) = Ao+ X, A Pr(sing).

(Y) Cf. Inck, Proc. Royal Soc. of Edinburgh, 1923.
(?) Voir, par exemple, PERRON, Kettenbriiche.
(?) La démonstration- est la méme que pour les fonctions de Mathieu : voir, par exemple, Mac
LAcHLAN, Theory of Mathieu functions, p. 37.
(*) Proc. Royal Soc. of Edinburgh, 1931-1932.
13
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Tous les A, sont des fonclions de k qui se calculent de proche en proche par le
systéme de récurrence précédent, et qui s’annulent pour k= o, sauf Ay qui
devient égal a une constante numérique.

On démontre, comme dans le cas des fonctions de Mathieu, que deux fonc-
tions pe, (&) et pe,s () satisfont a des relations d’orthogonalité

+7
S pen(®rpent®) cost at = s,
-
o)’ étant nul si »'5£ n et non nul si »'= n. On peut donc normaliser ces fonctions,
les A, étant définies a un facteur prés. Il suffit de calculer

+7
[ peroreost a,
Y
qui vaut, par exemple si n est pair

RS - Al
f_n ;Asrpz,-(sine)cosws =Y See,
0

quantité qui, pour que la fonction soit normalisée, devra éire égale a 1.
M. Humbert (*) avait introduit dans cette théorie non la fonction pe, (&),

mais ce%(g) = {/cosEpea () qui est solution de I'équation de Mathieu associde ou
'on a fait disparaitre le terme du premier ordre. La relation d’orthogonalité est de
ce fait un peu plus simple, le facteur cosf ayant disparu, néanmoins nous avons
préféré ici garder la fonction pe, qui a, sur la fonction de M. Humbert, Pavantage
de ne pas comporter de singularités.

Intégrale générale de I’équation (3) pour les valeurs caractéristiques. — Si a
et k2 sont liés par I'une ou 'autre des relations (5) ou (5') on a une premiére
intégrale pe,(£) qui est périodique. Il s’agit d’en avoir une autre, pour que
Péquation soit intégrée. Cette autre n’est pas périodique sans quoi on l'aurait
trouvée. D’ailleurs, si on la cherche par la méthode élémentaire en posant

Uy = Unf + Wy,
on trouve sans difficulté

I+ sing
1— sin§

Uy = 11?

> UN+ \VN,

Uy étant pey (&) la premiére intégrale et Wy une autre fonction périodique, entiére
en sin§.

Cette intégrale Uy se réduit d’ailleurs, quand k2= o, a la deuxiéme intégrale
de I'équation de Legendre Qy(sing). Pour cette raison, nous proposerons de la
désigner par gey(£) et I'on cherchera selon le méme processus a la développer en
série des éléments Qy (sinf).

(*) Proc. Edinburgh Math. Soc., 1921-1922.
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Soit donc

gen(§) = ¥, BrQr(sing)
0

ou

1+ smE
—sing

gen(s) = 3 £| 25t

[ZB, ~(sink )] +ZB W,.

Or 2 B, P, est la premiére solution, donc B,= A, a un facteur prés. La deuxiéme
0
solution s’écrit donc

gen(§) =Y, A, Qr(sing).
0

Cette série converge absolument, comme l'autre, car d’une part

Apie J
A, 72’
de plus
-
| W, =[P,_, Pot - PraPir.. .+ ;POP_.J < )7 < Logr,
1
donc
W,.i»
|2 |-

Intégration de ’équation (3) dite modifiée. — Les valeurs de a étant calculées
par I'équation caractéristique (5) ou (5'), il reste a intégrer I'équation modifiée.
Ses solutions seront désignées par pehy(n) et gehy(n).

Les développements de ces solutions en séries respectives de Py(¢/shn) et
Qy(ishn) sont immédiats et convergent comme le montrent aussilot les expres-

sions asymptotiques de Py(ishn) et Qy(ishn) (*).

CHAPITRE II.

LES FONCTIONS DE MATHIEU ASSOCIEES.

Le probléme d’acoustique précédent, envisagé dans le cas simple de la symétrie
circulaire, nous a conduits a la considération de fonctions périodiques orthogo-
nales et normables. C’est a ces fonctions envisagées maintenant dans le cas général,
que nous allons nous intéresser pour elles-mémes, et en nous dégageant peu a peu
de leur signification physique.

Revenons donc a 'équation des ondes V2p + k?p = o, écrite dans le systéme
de coordonnées précédent

= f chn cost,
g = fsh sin;

(') Voir par exe mple, HossoN, Spherical Harmonics, p. 305.






