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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

SUR LES ALGÈBRES D'OPÉRATEURS DANS LES ESPACES HILBERTIENS;

PAR M. ROBERT PALLU DE LA BARRIERE.

INTRODUCTION.

Le présent travail a pour but de généraliser certains résultats de M. J. Murray
etJ. von Neumann sur les algèbres d'opérateurs dans les espaces hilbertiens. On
sait que les quatre premiers Mémoires principaux de ces auteurs ([16], [17],
[22] et [18]) ( i ) -se rapportent à la théorie des facteurs. Dans un cinquième
Mémoire ([23]), von Neumann montre comment on peut passer de l'étude des
facteurs à l'étude d'une *-algèbre faiblement fermée quelconque M en effectuant
une décomposition de l'espace en une somme mesurable d'espace hilbertiens
permettant la décomposition de M en facteurs opérant dans chaque « espace
tangent ». Dans une autre direction, J. Dixmier a inauguré l'étude globale des
*-algèbres faiblement fermées dans [3] en définissant pour une -^-algèbre de
classe finie une application A -> A^ de M sur son centre dite application ^ cano-
nique, généralisant convenablement la trace définie sur les facteurs de classe
finie. Dans [4-], Dixmier montre en particulier comment on peut décomposer
une if -algèbre faiblement fermée en composantes de classe finie, de classe propre-
ment infinie et purement infinie. Dans [6], [7] et [8], Dixmier aborde l'étude des
traces (numériques) et des applications fc] dans les *-algèbres non nécessairement
de classe finie. Enfin I. Raplansky dans [14] définit un invariant C(%) lié à une
*-algèbre de classe finie utilisant l'application canonique et généralisant l'inva-
riant c considéré par Murray et von Neumann dans le cas des facteurs.

Dans ces conditions la généralisation des résultats de Murray et von Neumann
pouvait être poursuivie suivant deux méthodes, d'une part par une étude « locale »
à l'aide d'une décomposition de l'espace en somme mesurable, d'autre part par
une étude globale par les méthodes de Dixmier.

Nous avons choisi la seconde méthode. La première en effet présente deux
inconvénients. Tout d'abord elle ne s'applique (actuellement) que dans le cas
d'un espace hilbertien séparable. D'autre part elle donne lieu pour chaque

(*) Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie.



problème étudié à des problèmes techniques relevant de la théorie de la mesure
quand on veut composer en un champ mesurable de vecteurs ou d'opérateurs
certains vecteurs ou opérateurs définis dans chaque espace tangent pour l'étude
du facteur correspondant. Il nous a semblé au contraire qu'en ayant à sa dispo-
sition un maximum d'outils provenant de l'étude globale l'étude locale s'en
trouvait grandement facilitée. Nous en donnerons un exemple dans un article
ultérieur.

Le premier chapitre de ce travail est consacré à des généralités sur les
Ir-algèbres d'opérateurs. Nous y complétons des résultats antérieurs et intro-
duisons certaines définitions. Notons en particulier au paragraphe II, la propo-
sition 1 établissant la réciproque d'un résultat deDixmier : toute mesure normale
sur le spectre d'une ^-algèbre faiblement fermée commutative est une mesure
spectrale, au paragraphe III la notion de sous-espace simple relativement à une
-^-algèbre faiblement fermée commutative, enfin au paragraphe V l'étude de.s
sous-espaces uniformes relativement à une -^--algèbre faiblement fermée de classe
proprement infinie sans composante purement infinie. Cette dernière notion
permet d'introduire un invariant algébrique qui joue un rôle essentiel dans la
suite.

Le deuxième chapitre a trait aux ^-algèbres faiblement fermées de classe finie
et a pour but de donner une forme explicite de l'application ^ canonique dans le
cas où C(%)^i. Dans ce cas il existe des projecteurs P dits projecteurs-; tels
que l'application A ->- PAP ait toutes les propriétés algébriques de l'application ;
canonique. Les propriétés des projecteurs-q généralisent celles données par
von Neumann dans le cas des facteurs pour les éléments a tels que la trace T soit
de la forme T(A)==(Aa, a). Enfin ces résultats permettent d'étudier la forme
des traces numériques.

Le troisième Chapitre est relatif aux isomorphismes des ^--algèbres faiblement
fermées, sans composante purement infinie. Nous avons donné incidemment la
forme générale de traces. Trois problèmes principaux sont ensuite étudiés :

i° Condition nécessaire et suffisante pour qu'un isomorphisme algébrique soit
un isomorphisme spatial;

2° Condition nécessaire et suffisante pour qu'un isomorphisme algébrique
d'une * -algèbre faiblement fermée M sur une ^--algèbre faiblement fermée Mi
soit équivalent à un isomorphisme de la forme A -> Ajn, où Ayn est l'opérateur
induit par A( €M) sur un sous-espace vectoriel fermé cTTIvîM;

3° Pour quelles topologies (autres que la topologie uniforme pour laquelle la
réponse est trivialement positive) un isomorphisme est-il continu?

Les principaux résultats de ce travail ont fait l'objet de Notes aux Comptes
rendus de V Académie des Sciences, [24], [26]. Depuis leur parution certains
résultats voisins ont été publiés par H. A. Dye [10]. D'une part on trouvera dans
l'article de Dve la forme des traces finies sur une *-algèbre faiblement fermée de
(lasse finie, résultat qui pourrait servir de point de départ de l'étude de la forme
explicite de Inapplication ^, au même titre que la proposition 2 de [14] qui nous a
servi ici. D'autre part en ce qui concerne la Continuité des isomorphismes d'une
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*-algèbre faiblement fermée de classe .finie sur une *-algèbre faiblement fermée,
Dye rectifie le théorème 5 de Kaplansky dans [14-], théorème erronhé sauf hypo-
thèses supplémentaires.

Pour alléger la rédaction du présent travail nous avons supprimé la démons-
tration du théorème suivant qu'on trouvera dans [10] : si'M. est de classe finie et
opère sur H, tout x appartenant au sous-espace vectoriel fermé engendré par
les éléments Aa où acH et A. parcourt M est de la forme Xa, X étant un
opérateur fermé appartenant au sens large à M(XYÎM).

Pour terminer notons que Dye n'utilise pas l'invariant CYy) de Kaplansky.
Nous avons donc cru utile de donner en appendice la démonstration du théorème
d'existence de cet invariant, cette démonstration n'ayant pas été publiée jusqu'à
présent.

Nous tenons à exprimer ici notre vive gratitude à MM. H. Cartan, L. Schwartz
et Godement pour leurs conseils toujours judicieux et les encouragements qu'ils
nous ont donnés. Nous remercions tout spécialement M. J. Dixmier dont les
méthodes ont été continuellement utilisées ici et dont les remarques nous ont
permis d'importantes améliorations. Nous exprimons également nos remercie-
ments à M. A. Lichnerowicz qui a bien voulu accepter ce Mémoire dans le
présent Bulletin.

NOTATIONS ET DÉFINITIONS.

Étant donné un espace vectoriel V nous appelons involution sur V toute appli-
cation semi-linéaire S de V sur V vérifiant S2 == i. Quand V est un espace
hilbertien nous supposons de plus (Sa?, Sy) === (y, x). Quand V est une algèbre,
nous supposons que l'on a S(.ry) = Sy.S.r. Une algèbre A munie d'une invo-
lution est dite algèbre involutive ou en abrégé *-algèbre. Toute sous-algèbre
de A stable pour Finvolution est alors dite sous-*-algèbre. Nous appelons d'autre
part idéal d'une *-algèbre A tout idéal à gauche ou à droite de l'algèbre A, stable
pour Finvolution. Tout idéal d'une *-algèbre A est un idéal bilatère de
l'algèbre A.

Soit H un espace hilbertien. Nous supposons toujours H muni de la topologie
forte définie par la norme. Étant donné une famille quelconque de sous-espaces
vectoriels fermés j «)Ttf,)tçn nous notons supJTti le plus petit sous-espace vectoriel

fermé contenant les sous-espaces JTI,. Nous sous-entendons souvent le qualificatif
« fermé » pour les sous-espaces de H, quand aucune confusion ne nous paraît à
craindre, quitte à signaler au lecteur l'introduction de sous-espaces non-fermés.

Soit H un espace hilbertien et A un opérateur linéaire dans H. Nous notons D^
l'ensemble de définition de A. Nous appelons zéro de-A. tout élément .reH tel
que Aa*==o. Nous notons (P^ 1e sous-espace (fermé) formé des éléments de H
orthogonaux à tous les zéros de A, et A^ le sous-espace fermé engendré par les
éléments de la forme Kx pour x e D^,.

Pour tout opérateur continu A, |[|A||| désigne la quantité sup ||A;r||. Soit 0
ll^l i^i

l'ensemble des opérateurs linéaires continus (partout définis) dans H. Muni de la
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structure d'algèbre évidente et de Finvolution A-^ A* (A* désigne FadjoinKieA),
0 est une *-algèbre. Nous aurons à considérer dans 0 différents types d'éléments.
Précisons qu'un opérateur A €0 est dit positif, si l'on a (Aa?, x) ̂  o pour tout
a?eH (ceci entraîne A==A*). Étant donné un sous-espace fermé JTl, nous
notons Pja le projecteur sur Jîl. Inversement si P est un projecteur, Ap désigne
conformément à nos notations, le sous-espace sur lequel il projette. Plus généra-
lement, si V est un opérateur partiellement isométrique, d^y et Ay sont ses sous-
espaces « initial » et « final ».

Nous considérons sur 0 différentes topologies. Les topologies uniforme, forte
et faible sont classiques. La topologie ultraforte, moins classique est définie de
la façon suivante : un voisinage ultrafort de zéro dans Q est déterminé par

une suite {xn\ d'éléments de H telle que ^H^H^oo et est constitué par
«c

l'ensemble des opérateurs A vérifiant V [[ Axn \\9 < i. La topologie ultraforte est
n=l

plus fine que la topologie forte (et a fortiori que la topologie faible) et moins
fine que la topologie uniforme.

Toute sous-*-algèbre de 0 est dite sous-*-algèbre d'opérateurs. Les
*-algèbres d'opérateurs que nous considérons sont supposées fermées pour l'une
des topologies de 0. Rappelons que toute *-algèbre d'opérateurs ultrafortement
fermée est fortement et faiblement fermée (et inversement). Nous dirons
«*-algèbre faiblement fermée (resp. uniformément fermée) » pour «*-algèbre
faiblement fermée (resp. uniformément fermée) d'opérateurs ». Les *-algèbres
faiblement fermées sont supposées contenir l'opérateur unité, sauf une exception
signalée plus loin.

Étant donné une *-algèbre d'opérateurs M, nous désignons par M'l'ensemble
des opérateurs de 0 permutant à tout opérateur de M. L'ensemble M' est une
*-algèbre faiblement fermée. Si M et N sont deux *-algèbres d'opérateurs,
MnN est une *-algèbre d'opérateurs.

Si M est faiblement fermée, on note M^ 1'*-algèbre faiblement fermée M n M'.
C'est le centre commun de M et M'.

Si M et N sont deux *-algèbres faiblement fermées, nous notons M^N la
plus petite *-algèbre faiblement fermée contenant M et N.

Étant donné une *-algèbre faiblement fermée M, nous désignons par My,
Mp, Mp i, M+l'ensemble des opérateurs unitaires, des projecteurs, des opérateurs
partiellement isométriques et des opérateurs positifs de M. Un sous-espace
vectoriel JÏl sera dit appartenir au sens large à une *-algèbre faiblement
fermée M, si l'on a \J(Jït) = cM pour tout UeMy. Nous écrirons alors Jllr.M.
Si JTL est fermé, ceci équivaut à P;m€ M.

Un opérateur linéaire A (borné ou non) sera dit appartenir à M au sens large,
si UAU-1 .== A pour tout U € Mu. Nous écrirons alors AY}M. Si A est continu (et
partout défini) ceci équivaut à AeM.

Étant donné deu^ *-algèbres A et B, on appelle liomomorphisme 9
de A dans B tout homomorphismc de l'algèbre A dans l'algèbre B, vérifiant
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(9("c))*== pC^*)- Si 9 est biunivoque, 9 est appelé isomorphisme de P^-algèbrcA
dans 1' ̂  -algèbre B.

Soit A un opérateur €0 et Jïi un sons-espace vectoriel fermé. Nous appelons
opérateur induit par A sur JTl et nous désignons par A^n, l'opérateur opérant
dans «TU, défini pour tout xçJYL par Ajn-.^ == P.mA.y. Si M est une -^-algèbre
faiblement fermée et J\t un sous-espace vectoriel fermé ^M', l'ensemble Mjn, des
opérateurs Ayn, constitue une -^-algèbre faiblement fermée et l'application A-^Ajn
est un homomorphismc de M sur M^n,. Cet homomorphisme est noté <pjn, s'il
n'existe aucune ambiguïté sur 1'^-algèbre M constituant son ensemble de
définition.

Supposons maintenant JTlïîM. L'ensemble M^udes opérateurs Ajn, pour A e M
est également une ^-algèbre faiblement fermée. L'application A ->• Ajn. n'est en
général pas un homomorphisme. Il existe par contre un isomorphisme 4' de M.m
sous la sous--^--algèbre faiblement M/jn\ de M constituée par les opéra tours A e M
tels que Pjn.AP.m == A (les ^r-algèbres de ce type sont les seules -Ar-algèbres faible-
ment fermées sans élément unité considérées dans ce travail). D'après un résultat
de Murray et von Neumann on a pour JÎIyîM (ou JTlyiM') : (M;)n,y== (M^jn. et
d'après un résultat de J. Dixmier [14] : (M^);m= (M.m)^ Si JîlïiM et ^IvîM',
nous posons (M)jifn^= (M.m);mn^.

Soit M et M! deux ^-algèbres d'opérateurs dont les éléments opèrent dans
deux espaces hilbertiens H et Hi. Un isomorphisme 9 de M sur Mi sera dit
isomorphisme spatial, s'il existe un isomorphisme (isométrique) U de H sur Hf
tel que l'on ait <p(A) == UAU"4. Un tel isomorphisme sera noté (pu s'il n'existe
aucune ambiguïté sur 1'-^-algèbre constituant son ensemble de définition. Pour
éviter certaines confusions, un isomorphisme quelconque sera désigné souvent
par isomorphisme algébrique. Des exemples élémentaires montrent que tout
isomorphisme algébrique n'est pas un isomorphisme spatial. De plus deux
^r-algèbres faiblement fermées peuvent être spatialement isomorphes sans que
tout isomorphisme algébrique de l'une sur l'autre soit spatial.

Soit Î&. une ^--algèbre faiblement fermée. Nous utilisons les notations de
Dixmier ( 2 ) en ce qui concerne la relation d'équivalence 3VL ̂  91 et la relation
d'ordre 3\t -^ !î€ entre les sous-espaces vectoriels fermés Y] M. Nous utilisons de
même toutes les définitions de cet auteur en ce qui concerne les qualificatifs
applicables aux sous-espaces fermés YîM et les partitions (:l). Nous appelons de plus
partition centrale toute famille j tTIZ, },çi de sous-espaces vectoriels fermés YîM^
différents de zéro et deux à deux orthogonaux. Si l'on a de plus ^i)Tl(== H, cette

ici
partition sera dite partition centrale de H.

Pour tout sous-espace fermé Jtl, nous notons JVt^ le plus petit sous-espace
fermé T}M^ contenant »7n (cette notation généralise celle de Dixmier dans [4;]).
Nous dirons qu'une -^-algèbre faiblement fermée M est de classe proprement
infinie si H est un sous-espace proprement infini pour M.

( ' ) 3| et [4 ] - Certaines notations de [3] ont été modifiées dans [4^ .
( 3 ) A l'exclusion de la définition 3.2 de [4], la notion de sous-espace simple étant ici différente

e celle de Dixmier.
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Rappelons enfin quelques notions relatives aux mesures de Radon sur un
espace compact. Étant donné deux mesures dp. et dv sur un espace compact Î2, la
notation dp. -< dv signifie que tout ensemble de mesure nulle par rapport à dv est
de mesure nulle par rapport à dp.. Il existe alors une fonction <p intégrable par
rapport à dv telle que dp. == cp dv. Si la fonction <p est essentiellement bornée,
nous écrivons dp. -^-^ dv.

CHAPITRE I.

GÉNÉRALITÉS SUR LES ALGÉBRES D'OPÉRATEURS.

I. — Ensembles générateurs et séparateurs.

Étant donné une ^--algèbre faiblement fermée M et un ensemble E d'éléments
de H,on notera M(E) le sous-espace vectoriel fermé sous-tendu par les élé-
ments h-x pour A € M et x € E. On posera

M ( a ) = = M ( j Œ J ) pour a€H.

Pour tout E, on a M(E)YîM'et M(E) est le plus petit sous-espace vectoriel
fermé •n'M.' contenant E. Si Jîl est le sous-espace vectoriel sous-tendu par E, on
a M(E) == M(JÏl). Pour un sous-espace vectoriel fermé Y? M, on a M (Jlt) == JTl^.

DÉFINITION 4. — Un ensemble E est dit générateur pour une * -algèbre
faiblement fermée M si M(E) = H.

DÉFINITION 2. — Un ensemble E est dit séparateur pour une * -algèbre
faiblement fermée M si M'(E) == H (c'est-à-dire si E est générateur pour M').

LEMME 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu^un ensemble E
soit séparateur pour une *-algèbre faiblement fermée M est que tout opéra-
teur A e M tel que Kx == o pour tout x è E, soit nul.

Démonstration. — La condition proposée s'écrit : tout sous-espace de zéros
d'un opérateur A € M qui contient E est identique à H. Comme tout sous-espace
vectoriel fermé Y? M peut être considéré comme le sous-espace des zéros d'un
opérateur A'n'M. (par exemple le projecteur sur le sous-espace orthogonal), la
condition s'écrit encore : tout sous-espace vectoriel fermé ^M contenant E est
identique à H, c'est-à-dire M^E) === H.

Soit M une *-algèbre faiblement fermée etJltun sous-espace Y Î ' SS . ' . Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que l'homomorphisme canonique ^jn de M
sur Mjn. soit un isomorphisme est que Jîl soit séparateur pour M. Dans le cas
général M^a est isomorphe à M^. Le noyau de yjn est donc Fidéa 1 des éléments A
vérifiant APjn,^== o.

Nous aurons constamment à utiliser le cas où M est commutative. Tout
ensemble générateur pour M est alors également générateur pour M'. Rappelons
le lemme suivant ([27], lemme 2S) :

LEMME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une *'algèbre



faiblement fermée commutative M admette un élément séparateur est que
toute partition [ JTt, j(çi(«?Tl,YîM) ^o^ dénombrable.

L'existence d'un élément séparateur est donc une propriété purement algébrique
clans le cas d'une *-algèbre faiblement fermée commuta tive. On peut donc en
particulier énoncer le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Si M est commutative et possède un élément séparateur tout
sous-espace •n'SSL', séparateur pour M contient un élément séparateur pour M.
Tout sous-espace ySt'ri'SS! contient un élément séparateur pour Mjn,.

II. — *-Algèbres commutative s.

Soit M une iç -algèbre commutative uniformément fermée contenant l'opé-
rateur unité, î2 le spectre de M, c'est-à-dire l'espace compact des caractères
de r*-algèbre M ([11], [12]). Pour %€î2 , nous désignerons par <(^, A)>
ou %(A) suivant les commodités de notations, la valeur du caractère % pour
l'élément A de M. L'application faisant correspondre à tout élément A de lYT
la fonction continue % — ^ < ( % , A^> sur î2 est un isomorphisme de M sur C(û).
Pour tout F € C(Î2) nous désignerons par Ay l'opérateur de M tel que

</,y A F > = F(y.) pour tout /,eû.

A tout couple d'éléments x^ yeH est associée une mesure de Radon dp.x,y
sur î2, dite mesure spectrale, telle que pour tout F € C(îî) on ait

(AF.r,y)-y*F(^)^.^-(^),

c esl-à-dire pour tout A € M :

(A.r,y)=J\^, A>^,.(^).

La condition nécessaire et suffisante pour que deux ^--algèbres uniformément
fermées M et N contenant i soient algébriquement isomorphes est que leurs
spectres soient homéomorphes. D'une façon plus précise, soit (p un isomorphisme
de M sur N. Soit î2 et ^ les spectres de M et N. L'application 9* de Î2'
sur îî définie par <^9*(^), A ^> ==<(/, 9(A)^> pour tout A € M et tout ^eî2\
est un homéomorphisme de Sî' sur i2, appelé homéomorphisme canonique défini
par o. On pourra identifier î2 et î2' à l'aide de cet isomorphisme, c'est-à-dire
poser ^(4>(A)) ==^(A) pour tout A€M.

Nous aurons plus spécialement à utiliser le cas où M est faiblement fermée.
Nous nous conformerons dans ce cas aux définitions de J. Dixmier que nous
rappellerons [5],-autant de démontrer quelques compléînents (lemme 4 et la suite).

DÉFINITION 3. — Un espace compact Î2 est dit stonien s'il vérifie l'une des
propriétés suivantes équivalentes :

(i) Tout ensemble ouvert a une adhérence ouverte.
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(ii) L'espace C(Î2) est complètement réticulé c'est-à-dire : toute famille
filtrante croissante bornée supérieurement d'éléments de C(î2) admet une
borne supérieure dans C(û) ( / > ) .

Si î2 est stonien tout ensemble fermé a un intérieur fermé. Tout point admet
un système fondamental de voisinages ouverts et fermés.

DÉFINITION 4 (J. Dixmier). — Si î2 est un espace stonien, une mesure de
Radon dy. sur Q, est dite normale, si pour toute famille filtrante croissante
{ F , },çi d'éléments de C(I2) de borne supérieure F dans C(Î2), on a

/F(X)^^(X)=^Ç/F;(^)^^(7J.

Soit i2 un espace stonien. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
mesure de Radon positive sur i2 soit normale est que tout ensemble rare soit
^-négligeable (5). Le support de toute mesure normale est un ensemble ouvert et
fermé. Si E est un ensemble et dp. une mesure normale de support K, la condition
nécessaire et suffisante pour que E soit /A-négligeable est que E n K soit rare.

LEMME 3. — Soit Î2 un espace stonien, dp-i et dp.^ deux mesures normales
positives de supports Ri et Ra. La condition nécessaire et suffisante pour qu'on
ait dp.i -^ d^ (resp. d^ ̂  d^) est qu'on ait Ki c Ra {resp. Ri = Ka).

Démonstration. — La condition est visiblement nécessaire. Supposons donc
Ri c Ra. Soit E un ensemble ^a-négligeable. L'ensemble E nRa est rare, il en est
donc de même de E n Ri. Par suite E est ^a-négligeable.

DÉFINITION o. — Un espace stonien ̂  est dit hyperstonien si la réunion des
supports des mesures normales positives est dense dans Î2.

Si Î2 est superstonien, nous dirons qu'une fonction est mesurable si elle est
mesurable par rapport à toute mesure normale. Un ensemble sera dit négligeable,
s'il est négligeable par rapport à toute mesure normale. Il faut et il suffit pour
cela qu'il soit rare. Toute fonction mesurable bornée / coïncide sauf sur un
ensemble rare avec une fonction FeC(î2) dite régularisée de /, déterminée uni-
voquement par f.

J. Dixmier a démontré que le spectre î2 d'une *-algèbre faiblement fermée
commutative M est hyperstonien et que toutes les mesures spectrales sont des
mesures normales. A tout projecteur P € M correspond biunivoquement un
ensemble ouvert et fermé R de û, support de la fonction <(^, P^>. Inversement à
tout ensemble ouvert et fermé R de û, nous ferons correspondre le projecteur E^
tel que <^, E^^> soit la fonction caractéristique de R. Il existe en particulier une

(*) Cette borne supérieure devra être distinguée de l'enveloppe supérieure de la famille.
( s) [51, proposition 1.
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correspondance biunivoque entre les partitions { JTl,?}^i et les familles SK, j , ç i
d'ensembles ouverts et fermés non vides de Û, deux à deux disjoints. Aux
partitions de H correspondent les familles d'ensembles ouverts et fermés de î2,
non vides, deux à deux disjoints, dont la réunion est dense dans i2. Si î2 est de
genre dénombrable (6), une telle partition est dénombrable.

Soit cTft un sous-espace vectoriel fermé YîM, et R l'ensemble ouvert fermé de Î2
associé à Pjn. L'*-algèbre Mjnest isomorphe à la sous-^-algèbre (ici idéal) des
opérateurs AeM tels que APjn-^A. Cette dernière ^-algèbre est elle-même
algébriquement isomorphe à l'idéal de G (û) constitué par les fonctions nulles

sur |.K, c'est-à-dire à C(R). On peut donc identifier K avec le spectre de Mjn..
La condition nécessaire et suffisante pour que M possède un élément séparateur

est que Û soit de genre dénombrable. Les éléments séparateurs sont alors les
éléments a tels que dp.a,a ait pour support û. Dans le cas général on pourra
effectuer une partition {^Tti},çi de H telle qu'en appelant K-, l'ensemble ouvert
fermé correspondant à JVLi on ait les deux- groupes de propriétés suivantes
équivalentes :

(i) Mjn,; possède un élément séparateur x'i et QJ\ti== H.

(ii) Chaque ensemble K( est de genre dénombrable et UK( est dense dans Î2.
tei

Chaque ensemble Ri est alors le support de dp.^^ et le spectre de M.̂ .

LEMME 4. — Soit xeîî et dv une mesure de Radon positive sur îî telle
que d^ -< dy.x,x' II existe y € H tel que dv === dy.y^y.

Démonstration. — D'après les remarques faites, on peut supposer que dy.x\x a
pour support i2. Posons dv == <p(%) dy.x,xt 9(%) étant sommable par rapport
à d[i.3c,xf ̂  o. Soit { K n ( une famille dénombrable d'ensembles ouverts et fermés
de Î2 tels que ^ JK^ soit dense dans î2 et telle que , < p ( % ) soit essen-

n

tiellement bornée sur chaque Rn. Soit ^(%) == ̂ (x) po1111 %€ I j K n .
n

Définissons pour tout n les opérateurs An par les formules ^(A^) == £n(%)4'(x)î
e,i(^) étant la fonction caractéristique de K-n. On a

\\^\\^^f\^M\^nWd^,^f^Wd^.
J ^Kn

On peut donc forvûÊj^y ===V^An.r. Pour tout n on a
n

^A,a:»A,a-= | X(An) |2 d^v = 6^(^) ç(^) d^v = 6n(x) </v

(•) C'est-à-dire s'il existe une mesure normale de sapport û.
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et par suite pour toute F e C(û) :

j F(y/)^y,r=^/^(x)F(^)^,,=^^F(^)^,.z,A
" n

=S/lF(x)^(x)^:=yF(x)^•

On a donc bien dv == dp.y^..

PROPOSITION 1. — Toute mesure normale positive est une mesure spectrale de
la forme dp.a,a'

Démonstration. — Soit dv une mesure normale positive. Il existe une mesure
spectrale dp.^ de même support que dv. On a alors dv ̂  dp.^ et par suite d'après
le lemme 4, il existe y tel que d^y== dv.

LEMME 5. — Si M admet un élément générateur a, la condition néces-
saire et suffisante pour que x ( ç î ï ) soit de la forme Aa avec A ç M
est que dp.^^^dp.a,a. L'opérateur A est bien déterminé par la r<?/a-
tiondp..^a==-/,(A)dp.^

Démonstration. — La condition est nécessaire, car si x == Aa, on a

^.r,.c==|x(A)|2^,,.

Inversement supposons qu'il existe c ̂  o tel que FF^) dp..r,,.^c f'F(y)d^ „
pour F(^) e C^(^). L'inégalité | (A^, a) \ ̂  [| A^x [| || A^a || donne

\ffW^,a ^/F(x)^^/F(7J^^^c[^F(,G)^,, î.

On a donc dp..^a -<-<dy.a,a. II.existe donc AçM tel que d^ a==^(A)dp.a a
Montrons que l'on a Aa= x. On a, en effet, d^= d^ et par suite pour to'ut
B e ]V[ :

y\( B ) ̂ ^,a =^( B ) d^a,a,

c'est-à-dire
(B.r, a) = (BAa, a) ou enfin (a:, B*a) == (ACT, B*a),

ce qui entraîne (les éléments de la forme Wa étant denses dans H) x= Aa.

COROLLAIRE 1. — Soit M une -k-algèbre commutative faiblement fermée
quelconque. Si yç'SO.(x) et si dp.y,y ̂  dp.^ il existe un opérateur AçM
tel que y == Ax.

Démonstration. — II suffit d'utiliser l'homomorphisme canonique de M
sur M:M(.r).

COROLLAIRE 2. — Si d^=.d^y et si y€M(^), il existe UeM. tel
que y =\]x.
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Démonstration. — On a y == \x avec dy.y^y= [%(A) [2 dy.x,x et par suite
| %(A) l2:^ i sur le support de d^,.vi ce qui entraîne que A peut être pris unitaire.

III. — Sous-espaces irréductibles.

Soit M une ^-algèbre faiblement fermée. On pose A == M^/ M'.

LEMME 6. — La condition nécessaire et suffisante pour c^un sous-espace
i)Tly}M, ^z o soit irréductible (7) est que pour tout sous-espace Otc JTl on ait
ffL=yçiç\y^.

Démonstration. — La condition est nécessaire d'après [4] (lemme 3.3).
Montrons qu'elle est suffisante. Supposons 3TL non irréductible. Soit {iTTI/ }/=i,2
une partition homogène majorée par 3VL et fft == JTIQJTti. On a ^tq==t)Tl4

et par suite ^i 7^ JH n 3^ == ̂ t.

Remarque 1. — Si M est commutative (c'est-à-dire si M^==M) tout sous-
espace Y} M est irréductible.

LEMME 7. — L a condition nécessaire et suffisante pour quun sous-espace
jriïîM, -^- o soit irréductible est que M^ soit commutative.

Démonstration. —La condition est nécessaire d'îlprès [4] (lemme 3.2).
Inversement si M.m est commutative, 3ïi est irréductible relativement à Mj^ donc
relativement à M.

La définition des sous-espaces irréductibles au sens de Dixmier coïncide donc
avec la définition des sons-espaces abéliens au sens de Raplansky dans [15]. On
peut donc énoncer le théorème 1 de [14] sous la forme suivante : La condition
nécessaire et suffisante pour que M(a?) soit fini (resp. irréductible) est que
'M.'(x) soit fini (resp. irréductible) pour M (8).

Ceci entraîne en particulier que si M ne possède aucun sous-espace irréduc-
tible, il en est de même de M'et que tout sous-espace M^ purement infini pour M
est purement infini pour M'.

Nous dirons que M est de type 1 si tout sous-espace YîM^ contient un sous-
espace YîM irréductible, de type II s'il n'existe aucun sous-espace irréductible ni
aucun sous-espace purement infini, de type III si H est un sous-espace purement
infini (auquel cas Dixmier dit que M est purement infinie).

( 7 ) Rappelons qu'on sous-espace 3TLi\ÎS. est dit irréductible si Jîl -,&. o et s'il n'existe aucune
partition homogène d'ordre 2 majorée par Jït ([4], définition 3.i).

(8) Le théorème 1 de [14j est démontré dans [10] (théorème 2) en ce qui concerne les sous-espaces
finis. Démontrons d'autre part que si M^a*) n'est^as irréductible il en est de même de M(a*). Par
une partition centrale, on peut se ramener au cas où il existe un sous-espace ffLr^îS. tel que
s^={VL'{x)^ et ffi^VL'{x). Soity=P^.r. On a

^=MW, (MHy^^BrCr)^ et M(y)^M(^).
Par suite M(.r) n'est pas irréductible.


