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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR LES ALGEBRES D'OPERATEURS DANS LES ESPACES HILBERTIENS;

PArR M. ROBERT PALLU DE LA BARRIERE.

INTRODUCTION.

Le présent travail a pour but de généraliser certains résultats de M. J. Murray
et J. von Neumann sur les algebres d’opérateurs dans les espaces hilbertiens. On
sait que les quatre premiers Mémoires principaux de ces auteurs ([16], [17],
[22] et [18]) (%) se rapportent a la théorie des facteurs. Dans un cinquieme
Mémoire ([23]), von Neumann montre comment on peut passer de I'étude des
facteurs a étude d’une % -algebre faiblement fermée quelconque M en effectuant
une décomposition de l'espace en une somme mesurable d’espace hilbertiens
permettant la décomposition de M en facteurs opérant dans chaque « espace
tangent ». Dans une autre direction, J. Dixmier a inauguré 'étude globale des
% -algébres faiblement fermées dans [3] en définissant pour une % -algtbre de
classe finie une application A — A" de Ml sur son centre dite application 4 cano-
nique, généralisant convenablement la trace définie sur les facteurs de classe
finie. Dans [4], Dixmier montre en particulier comment on peut décomposer
une % -algébre faiblement fermée en composantes de classe finie, de classe propre-
ment infinie et purement infinie. Dans [6], [7] et [8], Dixmier aborde I'étude des
traces (numériques) et des applications y dans les % -algébhres non nécessairement
de classe finie. Enfin I. Kaplansky dans [14] définit un invariant C(x) lié a unc
% -algebre de classe finie utilisant I'application canonique et généralisant l'inva-
riant ¢ considéré par Murray et von Neumann dans le cas des facteurs.

Dans ces conditions la généralisation des résultats de Murray et von Neumann
pouvait étre poursuivie suivant deux méthodes, d’une part par une étude « locale »
a l'aide d’une décomposition de I'espace en somme mesurable, d’autre part par
une étude globale par les méthodes de Dixmier.

Nous avons choisi la seconde méthode. La premiére en effet présente deux
inconvénients. Tout d’abord elle ne s’applique (actuellement) que dans le cas
d’un espace hilbertien séparable. D’autre part elle donne lieu pour chaque

() Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie.
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probleme étudié a des problemes techniques relevant de la théorie de la mesure
(uand on veut composer en un champ mesurable de vecteurs ou d’opérateurs
certains vecteurs ou opérateurs définis dans chaque espace tangent pour l'étude
du facteur correspondant. Il nous a semblé au contraire qu'en ayant a sa dispo-
sition un maximum ‘d’'outils provenant de l'étude globale I'étude locale s’en
trouvait grandement facilitée. Nous en donnerons un exemple dans un article
ultérieur.

Le premier chapitre de cc¢ travail est consacré¢ a des généralités sur les
*-algebres d’opérateurs. Nous y complétons des résultats antérieurs et intro-
duisons certaines définitions. Notons en particulier au paragraphe II, la propo-
sition 1 établissant la réciproque d’un résultat de Dixmier : toute mesure normale
sur le spectre d’'une ¥ -algebre faiblement fermée commutative est une mesure
spectrale, au paragraphe III la notion de sous-espace simple relativement a une
% -algébre faiblement fermée commutative, enfin au paragraphe V I'étude des
sous-espaces uniformes relativement a une % -algébre faiblement fermée de classe
proprement infinie sans composante purement infinie. Cette derniére notion
permet d’introduire un invariant algébrique qui joue un réole essenticl dans la
suite.

Le deuxiéme chapitre a trait aux sk -algebres faiblement fermées de classe finie
¢t a pour but de donner une forme explicite de I'application 3 canonique dans le
cas ou G(y)> 1. Dans ce cas il existe des projecteurs P dits projecteurs-: tels
(ue l'application A — PAP ait toutes les propriétés algébriques de I'application :
canonique. Les propriétés des projecteurs-z généralisent celles données par
von Neumann dans le cas des facteurs pour les éléments a tels que la trace T soit
de la forme T(A)=(Aa, a). Enfin ces résultats permettent d’étudier la forme
des traces numériques.

Le troisi¢me Chapitre est relatif aux isomorphismes des y-algtbres faiblement
fermées.sans composante purement infinie. Nous avons donné incidemment la
tforme générale de traces. Trois problémes principaux sont ensuite étudiés :

1° Condition nécessaire et suffisante pour qu'un isomorphisme algébrique soit
un isomorphisme spatial;

2° Condition nécessaire et suffisante pour qu’'un isomorphisme algébrique
d'une ¥ -algebre faiblement fermée M sur une % -algebre faiblement fermée M,
soit équivalent A un isomorphisme de la forme A — Ay ol Ay est I'opérateur
induit par A( € M) sur un sous-espace vectoriel fermé I nM;

3° Pour quelles topologies (autres que la topologie uniforme pour laquelle la
réponse est trivialement positive) un isomorphisme est-il continu ?

Les principaux résultats de ce travail ont fait I'objet de Notes aux Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, [24], [26]. Depuis leur parution certains
résultats voisins ont ét¢ publiés par H. A. Dye [10]. D’une part on trouvera dans
I'article de Dye la forme des traces finies sur une % -algébre faiblement fermée de
classe finie, résultat qui pourrait servir de point de départ de I'étude de la forme
cxplicite de application &, au méme titre que la proposition 2 de [14] qui nous a
servi ici. D’autre part en ce qui concerne la continuité des isomorphismes d’une
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% -algebre faiblement fermée de classe finie sur une % -algebre faiblement fermée,
Dye rectifie le théoréme 5 de Kaplansky dans [14], théoréme erronné sauf hypo-
theses supplémentaires.

Pour alléger la rédaction du présent travail nous avons supprimé la démons-
tration du théoréme suivant qu’on trouvera dans [10]: si M est de classe finie et

~ opére sur H, tout x appartenant au sous-espace vectoriel fermé engendré par
les éléments Aa ou aeH et A parcourt M est de la forme Xa, X étant un
opérateur fermé appartenant au sens large & M(XnM).

Pour terminer notons que Dye n’utilise pas I'invariant C(x) de Kaplansky.
Nous avons donc cru utile de donner en appendice la démonstration du théoréme
d’existence de cet invariant, cette démonstration n’ayant pas été publiée jusqu’a
présent.

Nous tenons & exprimer ici notre vive gratitude 8 MM. H. Cartan, L. Schwartz
et Godement pour leurs conseils toujours judicieux et les encouragements qu'’ils
nous ont donnés. Nous remercions tout spécialement M. J. Dixmier dont les
méthodes ont été continuellement utilisées ici et dont les remarques nous ont
permis d’importantes améliorations. Nous exprimons également nos remercie-
ments & M. A. Lichnerowicz qui a bien voulu accepter ce Mémoire dans le
présent Bulletin.

NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Etant donné un espace vectoriel V nous appelons involution sur V toute appli-
cation semi-linéaire S de V sur V vérifiant S?=1. Quand V est un espace
hilbertien nous supposons de plus (Sz,Sy) = (y, z). Quand V est une algebre,
nous supposons que 'on a S(zy)=Sy.Sz. Une algtbre A munie d’une invo-
lution est dite algebre involutive ou en abrégé w-algebre. Toute sous-algébre
de A stable pour Pinvolution est alors dite sous-% -algebre. Nous appelons d’autre
part idéal d’une k-algebre A tout idéal a gauche ou a droite de l'algebre A, stable
pour linvolution. Tout idéal d’'une s -algebre- A est un idéal bilatere de
I'algebre A.

Soit H un-espace hilbertien. Nous supposons toujours H muni de la topologie
forte définie par la norme. Etant donné une famille quelconque de sous-espaces
vectoriels fermés { IN; }, 1, nous notons sup IMN; le plus petit sous-espace vectoriel

€

fermé contenant les sous-espaces IN;. Nous sous-entendons souvent le qualificatif
« fermé » pour les sous-espaces de H, quand aucune confusion ne nous parait a
craindre, quitte a signaler au lecteur I'introduction de sous-espaces non-fermés.

Soit H un espace hilbertien et A un opérateur linéaire. dans H. Nous notons D,
Iensemble de définition de A. Nous appelons zéro de A tout élément 2 € H tel
que Az = o. Nous Totons @, le sous-espace (fermé) formé des ¢léments de H
orthogonaux a tous les zéros de A, et A, le sous-espace fermé engendré par les
éléments de la forme Az pour z€D,. »

Pour tout opérateur continu A, ||| A ||| désigne la quantité ”‘S.l‘llgi“A(l‘ ). Soit B

'ensemble des opérateurs linéaires continus (partout définis) dans H. Muni de la
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stracture d’algébre évidente et de I'involution A — A* (A* désigne l'adjoint de A),
{8 est une % -algébre. Nous aurons a considérer dans f différents types d’éléments.
Précisons qu’'un opérateur A €3 est dit positif, si 'on a (Az, ) > o pour tout
z€H (ceci entraine A=A"). Etant donné un sous-espace fermé IM, nous
notons P le projecteur sur M. Inversement si P est un projecteur, Ay désigne
conformément & nos notations, le sous-espace sur lequel il projette. Plus généra-
lement, si V est un opérateur partiellement isométrique, My et Ay sont ses sous-
espaces « initial » et « final ».

Nous considérons sur 3 différentes topologies. Les topologies uniforme, forte
et faible sont classiqués. La topologie ultraforte, moins classique est définie de
la fagon suivante : un.voisinage ultrafort de zéro dans 8 est déterminé par

une suite {z,} d’éléments de H telle que 2[|.z‘,,“’ << et est constitué par
. n=1
Pensemble des opérateurs A vérifiant Z [|Az, ||? << 1. La topologie ultraforte est
n=A1
plus fine que la topologie forte (et a fortiori que la topologie faible) et moins
fine que la topologie uniforme.

Toute sous-k-algébre de 8 est dite sous-%k-algebre d’opérateurs. Les
% -algebres d’opérateurs que nous considérons sont supposées fermées pour I'une
des topologies de 8. Rappelons que toute k-algebre d’opérateurs ultrafortement
fermée est fortement et faiblement fermée (et inversement). Nous dirons
« -algebre faiblement fermée (resp. uniformément fermée) » pour « -algebre
faiblement fermée (resp. uniformément fermée) d’opérateurs ». Les s -algebres
faiblement fermées sont supposées contenir 'opérateur unité, sauf une exception
signalée plus loin.

Etant donné une % -algébre d’opérateurs M, nous désignons par M’ I'ensemble
des opérateurs de 8 permutant a tout opérateur de M. L’ensemble M' est une
K -algebre faiblement fermée. Si M et N sont deux y-algebres d’opérateurs,
M NN cst une k-algebre d’opérateurs.

" SiM est faiblement fermée, on note M I’ % -algebre faiblement fermée M A M.
C’est le centre commun de M et M.

Si M ct N sont deux w-algebres faiblement fermées, nous notons M._N la
plus petite % -algeébre faiblement fermée contenant M et N.

Etant donné une %-algtbre faiblement fermée M, nous désignons par My,
M,, M,,, M, I'cnsemble des opérateurs unitaires, des projecteurs, des opérateurs
partiellement isométriques et des opérateurs positifs de M. Un sous-espace
vectoriel M sera dit appartenir au sens large a une s-algebre faiblement
fermée M, si I'on a U(IN) = M pour tout U e My. Nous éerirons alors IMnM.
Si IN est fermé, ceci équivaut a Pop € M.

Un opérateur linéaire A (borné ou non) sera dit appartenir & M au sens large,
st UAU~* = A pour tout U € My. Nous écrirons alors AnM. Si A est continu (et
partout défini) ceci ¢quivaut 4 A € M.

Etant donn¢ deux *-algtbres A et B, on appelle homomorphisme ¢
de A dans B tout homomorphisme de l'algtbre A dans l'algtbre B, vérifiant
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(9(x)) = ¢(x"). Si ¢ est biunivoque, ¢ est appelé isomorphisme de I’ k- -algtbre A
dans I' x-algébre B.

Soit A un opératcur €3 ct I un sous-espace vectoriel fermé. Nous appelons
opérateur induit par A sur I et nous désignons par Aoy 'opérateur opérant
dans I, défini pour tout z€ M par Ajnz =PmAz. Si M est une k-algébre
faiblement fermée ct I un sous-espace vectoriel fermé nM/, I'ensemble Mo des
opérateurs Aoy constitue une % -algébre faiblement fermée et 'application A—Aon
est un homomorphisme de M sur My, Cet homomorphisme est noté g s'il
n'existe aucune ambiguité sur I'k-algtbre M constitnant son cnsemble de
définition.

Supposons maintenant IM»nM. L’ensemble My des opérateurs Ay pour Ae M
est également une % -algebre faiblement fermée. L’application A — Aon n’est en
général pas un homomorphisme. Il existe par contre un isomorphisme ¢ de M
sous la sous-% -algebre faiblement ML 5, \, de M constituée par les opératcurs A € M
tels que Pon APow = A (les % -algebres de ce type sont les scules % -algebres faible-
ment fermées sans élément unité considérées dans ce travail). D’aprés un résultat
de Murray et von Neumann on a pour MnM (ou My M') : (Mon) = (M) et
d’aprés un résultat de J. Dixmier [14] : (M%) = (Mor)%. Si MnM et Ny M,
nous posons (M)aino = (Mo )onnar-

Soit M et M, deux %-algebres d’opérateurs dont les éléments opeérent dans
deux espaces hilbertiens H et H;. Un isomorphisme ¢ de M sur M, sera dit
isomorphisme spatial, s’il existe un isomorphisme (isométrique) U de H sur H,
tel que I'on ait ¢(A) = UAU~L. Un tel isomorphisme sera noté gy s’il n'existe
aucune ambiguité sur I’ -algebre constituant son ensemble de définition. Pour
éviter certaines confusions, un isomorphisme quelconque sera désigné souvent
par isomorphisme algébrique. Des exemples élémentiires montrent que tout
isomorphisme algébrique n’est pas un isomorphisme spatial. De plus deux
% -algebres faiblement fermées peuvent étre spatialement isomorphes sans que
tout isomorphisme algébrique de I'une sur I'autre soit spatial.

Soit M une %-algebre faiblement fermée. Nous utilisons les notations de
Dixmier (?) en ce qui concerne la relation d’équivalence I ~ IT ct la relation
d’ordre M < 3¢ entre les sous-espaces vectoriels fermés »n M. Nous utilisons de
méme toutes les définitions de cet auteur en ce qui concerne les qualificatifs
applicables aux sous-espaces fermés n M et les partitions (*). Nous appelons de plus
partition centrale toute famille { M;},¢, de sous-espaces vectoriels fermés nMH,
différents de zéro et deux a deux orthogonaux. Si l'on a de plus PIN;=H, cette
partition sera dite partition centrale de H. =

Pour tout sous-espace fermé I, nous notons IMA le plus pelit sous-espace
fermé nM¥ contenant IR (cette notation géréralisc celle de Dixmicr dans [4]).
Nous dirons qu'une % -algtbre faiblement fermée M est de classe proprement
infinie si H est un sous-espace proprement infini pour M.

(* 3] et [4]. Certaines notations de [3] ont été modifiées dans [4].
(*) A lexclusion de la définition 3.2 de [4], la notion de sous-espace simple étant ici différente
e celle de Dixmier.



— 6 —

Rappelons enfin quelques notions relatives aux mesures de Radon sur un
espace compact. Etant donné deux mesures dy. et dv sur un espace compact &, la
notation du < dv signifie que tout ensemble de mesure nulle par rapport a dv est
de mesure nulle par rapport a dp. Il existe alors une fonction ¢ intégrable par
rapport & dv telle que du =g dv. Si la fonction ¢ est essentiellement bornée,
nous écrivons du << dv.

CHAPITRE I.

GENERALITES S8UR LES ALGEBRES D’OPERATEURS.

I. — Ensembles générateurs et séparateurs.

Etant donné une % -algébre faiblement fermée M et un ensemble E d’¢léments
de H, on notera M(E) le sous-espace vectoriel fermé sous-tendu par les élé-
ments Az pour A€ M et z€E. On posera

M(a)=M({a}) pour aeH.
Pour tout E, on a M(E)nM’' et M(E) est le plus petit sous-espace vectoriel

fermé nM' contenant E. Si J1U est le sous-espace vectoriel sous-tendu par E, on
a M(E) = M (JN). Pour un sous-espace vectoriel fermé n M, on a M (1) =IMA.

Derivition 1. — Un ensemble E est dit générateur pour une %k -algébre
faiblement fermée M si M(E) = H.

Derinerion 2. Un ensemble E est dit séparateur pour une %-algébre
Saiblement fermée M si M'(E) = H (c’est-a-dire si E est générateur pour M').

Levme 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un ensemble E
sott séparateur pour une ¥ -algébre faiblement fermée M est que tout opéra-
teur A € M tel que Az = o pour tout z €E, soit nul.

Déronstration. — La condition proposée s’écrit : tout sous-espace de zéros
d’un opérateur A € M qui contient E est identique 8 H. Comme tout sous-espace
vectoriel fermé nM peut étre considéré comme le sous-espace des zéros d’un
opérateur AnM (par exemple le projecteur sur le sous-espace orthogonal), la
condition s’écrit encore : tout sous-espace vectoriel fermé nM contenant E est
identique a H, c’est-a-dire M'(E) = H.

Soit M une %-algébre faiblement fermée et I un sous-espace nM'. Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que I'homomorphisme canonique gom de M
sur My soit un isomorphisme est que I soit séparateur pour M. Dans le cas
général My, est isomorphe a M. Le noyau de gon est donc 'idéaldes éléments A
vérifiant APyf=o.

Nous aurons constamment a utiliser le cas ot M est commutative. Tout
ensemble générateur pour M est alors également générateur pour M'. Rappelons
le lemme suivant ([27], lemme 25) :

Lemue 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une %-algébre
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Jaiblement fermée commutative M admette un élément séparateur est quc
toute partition { M },e, (M M) soit dénombrable.

L'existence d’un ¢lément séparateur est donc une propriété purement algébrique
dans le cas d'une s -algebre faiblement fermée commutative. On peut donc en
particulier énoncer le corollaire suivant :

Cororrsire. — ST M est commutative et posséde un élément séparateur tout
sous-espace n M, séparateur pour M contient un élément séparateur pour M.
Tout sous-espace MM/ contient un élément séparateur pour M.

II. — %-Algébres commutatives.

Soit M une w-algébre commutative uniformément fermée contenant I'opé-
rateur unité, Q le spectre de M, c’est-a-dire I'espace compact des caracteres
de I'k-algebre M ([11], [12]). Pour x €, nous désignerons par {y, A
ou y(A) suivant les commodités de notations, la valeur du caractére y pour
I'élément A de M. L’application faisant correspondre a tout élément A de M
la fonction continue y —y, A> sur Q est un isomorphisme de M sur G(R).
Pour tout F € C(Q) nous désignerons par Ag Popérateur de M tel que

oy ArD=F(y) pour tout 7 €Q.

A tout couple d'éléments z, y € H est associée une mesure de Radon dpg,,
sur Q, dite mesure spectrale, telle que pour tout F € G(2) on ait

(Aez, )= [F () dites (1),
c’est-a-dire pour tout Ae M :
(Az, y) =f< X A D dpaey (1)-

La condition nécessaire et suffisante pour que deux % -algébres uniformément
fermées M et N contenant 1 soient algébriquement isomorphes cst que leurs
spectres soient homéomorphes. D’une fagon plus précise, soit ¢ un isomorphisme
de M sur N. Soit Q et Q les spectres de M et N. L’application ¢* de &'
sur Q définie par {o*(y'), A>=y, ¢(A)> pour tout AeM et tout ¥ €',
est un homéomorphisme de &' sur Q, appelé homé¢omorphisme canonique défini
par o. On pourra identifier Q et Q'a l'aide de cet isomorphisme, c’est-a-dire
poser 7(9(A)) =% (A) pour tout AeM.

Nous aurons plus spécialement a utiliser le cas ou M est faiblement fermée.
Nous nous conformerons dans ce cas aux définitions de J. Dixmier que nous
rappellerons [5], axant de démontrer quelques compléments (lemme 4 et la suite).

Deriximion 3. — Un espace compact Q est dit stonien s’il vérific Uune des
propriétés suivantes équivalentes :

(1) Tout ensemble ouvert a une adhérence ouverte.
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(i1) L'espace C(R) est completement réticulé c’est-a-dire : toute Jamille

Jiltrante croissante bornée supérieurement d’éléments de C(RQ) admet une
borne supérieure dans G(R) (+).

Si  est stonien tout ensemble fermé a un intérieur fermé. Tout point admet
un systeme fondamental de voisinages ouverts et fermds.

Derixitiox 4 (J. Dixmier). — Si Q est un espace stonien, une mesure de
Radon dp. sur Q est-dite normale, si pour toute famille filtrante croissante
| Filie1 d’éléments de () de borne supérieure F dans C(Q), on a

fF(x)dy(x) = g:[gfl“x“('x)dzi(z%

Soit Q un espace stonien. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
mesure de¢ Radon positive sur © soit normale est que tout ensemble rare soit
p-négligeable (). Le support de toute mesure normale est un ensemble ouvert et
fermé. Si E est un ensemble et dy. une mesure normale de support K, la condition
nécessaire et suffisante pour que E soit p-négligeable est que EnK soit rare.

Lenye 3. — Soit Q un espace stonien, dpy et dp, deux mesures normales
positives de supports Ky et Ko. La condition nécessaire et suffisante pour qu'on
ait dpy <L dps (resp. dpy ~ dp.) est qu'on ait Ky cK, (resp. Ky=K.,).

Démonstration. — La condition est visiblement nécessaire. Supposons donc
K cK,. Soit E un ensemble po-négligeable. L’ensemble E nK, est rare, il en est
donc de méme de EnK;. Par suite E est py-négligeable.

Deriniriox 3. — Un espace stonien Q est dit hyperstonien si la réunion des
supports des mesures normales positives est dense dans Q.

Si Q est superstonien, nous dirons qu’une fonction est mesurable si elle est
mesurable par rapport a toute mesure normale. Un ensemble sera dit négligeable,
s'il est négligeable par rapport a toute mesure normale. Il faut et il suffit pour
cela qu'il soit rare. Toute fonction mesurable bornée f coincide sauf sur un
cnsemble rare avec une fonction F € C(Q) dite régularisée de f, déterminée uni-
voquement par f.

J. Dixmier a démontré que le spectre & d’une % -algebre faiblement fermée
commutative M est hyperstonien et que toutes les mesures spectrales sont des
mesures normales. A tout projecteur P € M correspond biunivoquement un
cnsemble ouvert et fermé K de &, support de la fonction {y, P >. Inversement a
tout ensemble ouvert et fermé K de , nous ferons correspondre le projecteur Eg
tel que (y, Eg > soit la fonction caractéristique de K. Il existe en particulier une

(*) Cette borne supérieure devra étre distinguée de ’enveloppe supérieure de la famille.
() [5], proposition 1.
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correspondance biunivoque entre les partitions { M}, et les familles {K;}er .
d’ensembles ouverts et fermés non vides de @, deux a deux disjoints. Aux
partitions de H correspondent les familles d’encembles ouverts et fermés de ,
non vides, deux a4 deux disjoints, dont la réunion est dense dans Q. Si Q est de
genre dénombrable (), une telle partition est dénombrable.’

Soit N un sous-espace vectoriel fermé n M, et K I'ensemble ouvert fermé¢ de Q
associé a Por. L’k -algébre Moy est isomorphé a la sous-% -algebre (ici idéal) des
opérateurs A € M tels que AP;n = A. Cette derniére %-algebre est elle-méme
algébriquement isomorphe a Iidéal de C(R) constitué par les fonctions nulles

sur CK, c’est-a-dire 2 C(K). On peut donc identifier K avec le spectre de M.

La condition nécessaire et suffisante pour que M posséde un élément séparateur
est que & soit de genre dénombrable. Les éléments séparateurs sont alors les
éléments a tels que dpq,, ait pour support €. Dans le cas général on pourra
effectuer une partition {IMN;},¢; de H telle qu'en appelant K; I'ensemble ouvert
fermé correspondant a JI; on ait les deux groupes de propriétés suivantes
équivalentes :

(1) M, posséde un élément séparateur z; et PIN;= H.
i€l

(ii) Chaque ensemble K; est de genre dénombrable et UK,~ est dense dans Q.

iel
Chaque ensemble K; est alors le suppori de dp.,, ., et le spectre de M.

Leuue 4. — Soit x€H et dv une mesure de Radon positive sur Q telle
que dv L dp ;. Il existe y e H tel que dv = dp., .

Démonstration. — D’apres les remarques faites, on peut supposer que dpz, a
pour support Q. Posons dv=9(x)dps,z, ¢(x) étant sommable par rapport
a dpz o, >0, Soit { K, } une famille dénombrable d’ensembles ouverts et fermés

de Q tels que UK,. soit dense dans 2 et telle que ,o(x) soit essen-
i 1
tiellement bornée sur chaque K,. Soit ¢(yx)=1¢*(x) pour x€ UK,,.

Définissons pour tout n les opérateurs A, par les formules x(Az) = en(x) ¥ (x)s
en () étant la fonction caractéristique de K. On a

1Anz 1= f 1400 a0 dia= [ 400 dite

On peut donc formery =2Anz. Pour tout  on a

A pnzdnz= | X(An) [* dp.e = ea(X) 9(X) it = en(y) AV

() Cest-a-dire #'il existe une mesure normale de sapport Q.
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et par suite pour toute Fe G(Q) :

SE@ ity =, [ enOFGO ditry= D, [ FOO) ditnrrae
=ZfF<x)sn(x)dv =fF(x)dV-

On a donc bien dv = dy, ,.

Prorositioy 1. — Toute mesure normale positive est une mesure spectrale de
la forme dy.q,q.
Démonstration. — Soit dv une mesure normale positive. Il existe une mesure

spectrale du,, de méme support que dv. On a alors dv ~ dp.. . et par suite d’aprés
le lemme 4, il existe y tel que dp.,., = dv.

Lewue 8. — S¢ M admet un élément générateur a, la condition néces-
saire et suffisante pour que z(€H) soit de la forme Aa avec Ae M
est que dppr<<dpq.. Lopérateur A est bien déterminé par la rela-
tion dp.y,o= 3 (A) dpa,a-

Démonstration. — La condition est nécessaire, car si £ = Aa, on a
Az =Y (A)[*dia,a.

Inversement supposons qu’il existe ¢ > o tel quch(x) dpy,. < ch(x)dp,,,,,
pour F(x) € C.(R). L’inégalité | (Asz, a) | < || Ap,pz || || Apyea || donne

| [P e

On a donc dpz,q << dpa,q- 1l existe donc A€M tel que dpe,a= 3 (A)dpa,a-
Montrons que I'on a Aa= 2. On a, en effet, dpz,o= dp,,, et par suite pour tout
BeM:

2

2éfF(x)de,fo(x)dua,aéCIfF(x)dHa,a

S 1B disra= [ 1(B)disac
c’est-a-dire
(Bz, a) = (BAa, a) ou enfin (%, B*a) = (Aa, B*a),

ce qui entraine (les ¢léments de la forme B*a étant denses dans H) z = Aa.
Cororuatre 1. — Soit M une k-algébre commutative faiblement fermée

quelconque. Si y e M(z) et si dpy,y << Az, il existe un opérateur A e M
tel que y = Ax.

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser '’homomorphisme canonique de M
sur Mpy,).

CoroLLaIRE 2. — 87 dpgo=dpy,y et st y € M(z), il existe Ue My tel
que y =Uxz.






