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SUR UNE CONVEXITE REGULIERE NON LINEAIRE ET SES APPLICATIONS
A LA THEORIE DES JEUX ;

Par M. Craupe Berck.

I. — Introduction.

Considérons deux espaces linéaires E et E/, qui sont algébriquement duals : a
tout élément z de E et f de E/, on peut faire correspondre un nombre (f, z), ou
produit scalaire, vérifiant les propriétés :

(1) (fy MZr=+ haze) = M (S, 1) + ha(f, 22),
(2) Oufimt hafor &)= (fis )+ 1alfiy @)
(3) (f,z)=o0 (xz€E) entraine f=o,
(%) (f,z)=o0 (feE) entraine z=o.

Un ensemble C de E est dit réguliérement convexe si a tout élément z,( ¢ C)
on peut faire correspondre un ¢élément f de E’ et un nombre « tels que :

(fs o) > 2,
(fiz)<La (z ().

Cette notion a été introduite par Krein et Smulian [9], en prenant pour E' un
espace de Banach B, et pour E son dual B*; depuis ces derniéres années, ce cas a
fait I'objet de nombreux développements, notamment par Smulian et Gant-
makher [18], Milman [11], Krein et Milman [8], Clarkson [6].

Nous nous proposons ici de modifier la définition usuelle, de fagon a pouvoir
étendre ces résultats a une classe, aussi large que possible, de problémes non
linéaires.

En particulier, dans une deuxiéme partie, nous les appliquons a l’élaboration
d’une théorie non linéaire des jeux de stratégies, avec pour fonction de résultat :

() ‘)) m n .
e \ps g =2 21’:’9:’/(‘?/‘)-
i=1 /‘——_—‘1

Dans le cas ot ¢;;(¢) = h;j¢, hij étant une constante, von Neumann et Morgen-
stern ont démontré que le jeu est parfair [12]; on généralisera ce résultat en
démontrant que le jeu est encore parfait lorsque les ¢;; sont des fonctions
convexes, continues, et nulles a 'origine. Les théorémes suivants sont consacrés
A I'étude des bonnes stratégies, sous l'angle de la convexité réguliere non

\
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linéaire. On retrouvera d’ailleurs quelques « topics » de la théorie classique comme
cas particuliers. : .

Les théoremes IV et V laissent également entrevoir certaines possibilités
d’application a des problémes non linéaires du calcul des variations et des équa-
tions intégrales.

II. — Propriétés des ensembles régulidrement convexes.

Définition générale. — Soit, sur un espace vectoriel topologique E, une
famille & de fonctions scalaires convexes et semi-continues inférieurement; on
supposera que & est conique-convexe, c’est-d-dire que

Ay, a5 Sy, fo€F entraine Xy fi+ Ay fe€F.

Dans ce cas, nous dirons qu'un ensemble X de E est réguliérement convexe-F
si, & tout zp n’appartenant pas a X, on peut faire correspondre un élément f de F

et un nombre « tels que
f(x0)>°‘:
flzy<a (ze€X).

Dans cette définition, on peut inclure le cas ou X est Pespace E tout entier,
ou 'ensemble vide &.

Un ensemble X réguliérement convexe-F est évidemment convexe, car
sans cela il existerait deux éléments z; et 22 de X et deux nombres p,
et pa(piypa 0; pr+ pa=1) tels que pizy+ paz2 ¢ X, et que

S(prxi+ pazs) > a,
flz)<a (ze€X).

Or ces inégalités sont incompatibles, car on en déduirait aussi :
S P12y~ paits) < p1 f(@1) + po f@:) < a.

. . . 1
Notations. — Si A est un ensemble quelconque, désignons par (A), Aet[A]
les enveloppes conique, convexe, et conique-convexe engendrées par A. On

. . -1 —_— .
vérifie immédiatement que [A] = ( A ) = (A). Si un ensemble X de E est régu-
lierement convexe-F; ponr tout £( €I), il est réguliérement convexe au sens

25,:{2/‘,” ﬁnicI;fie.‘h}.

i€l i€l

Hyperplans au sens F. — Dans tout ce qui va suivre, nous supposons donnée
la famille convexe conique &, et 'on dira indifféremment qu’un ensemble X est
régulidrement convexe ou réguliérement convexe-F.

On appellera hyperplan-F, ou plus simplement hyperplan, les ensembles de la

forme
Hy(2) = {a/z€E; f(z) =2},

ou a est un nombre réel quelconque, et ou fest un élément de . On notera
que, si f est continue, Hy(a) est un ensemble fermé.
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On appelle demi-espace sous-tendu par cet hyperplan I'ensemble
Ar(a)={xz/xz€E; f(x)<La}.
Tout demi-espace est réguliérement convexe, car si x, n'appartient pas .4, (),
ona: "
feo)>e,  flz)za (webdy)
On notera que Ay est un ensemble fermé. On notera également que {’enceloppe
oy . = )

concexe Hy de Hy est contenue dans Ay, car si xy € Hy, on peut écrire

Zo= Py Ly~ PaZa—+...~ Puy [z, 2o, ..., z,€Hy(2)],
S(xo) Z prf(@)) +paf(xs) 4+ puf(@n) Z(Zpi)a=a.

Un ensemble X de E étant donné, on dira que Hy(a) est un hyperplan d’appui
de X s1
1° XcAy(a),
20 XnHy(a)# 0.
On dira de méme que Hy(a) est un kyperplan de contre-appui de X si :
) 1° Xci{z/zeE; f(z)x>2a},
20 XnHy(a)# 0.
Turorkne I. — fétant un élément donné de F, et C un convexze compact non
videdeE, il existe pour Cun et unseul hyperplande contre-appui du typeH,(a).
Cette propriété préliminaire est le cas particulier d’un théoréme connu, et nous
ne l'établissons ici qu'en raison de sa simplicité; posons en effet :
m = inf f(x).
x€C

Si a > m, 'ensemble
Cla)={z/zeC; f(x)<L a}

est fermé et non vide. Comme C est compact, on a la propriété de l'intersection

finie :
N ca) = 9.
a>m

Mais nC(a) n’est autre que l'intersection de Hy(m) et de G; Hy(m) est donc
a>m
un hyperplan d’appui, et le seul qui soit « parallele » a f.

Tueoreme II. — St G est réguliérement convexe, il est convexe et fermé.

En effet, C est Piniersection des demi-espaces As(«) qui le contiennent; or
ceux-ci sont des ensembles convexes et fermés.

Tueoreme III (*). — S¢ G; est régulicrement convexe quel que soit

Uindice i ( €l),
c=)e

est réguliérement convexe.

(') On voit donc que I'on pourra parler par la suite d’une enveloppe réguliérement convexe d’un
ensemble X de E, qui sera I'intersection de tous les ensembles réguliérement convexes contenant X.
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En effet, si 2o ¢ G, on a pour un indice # : zo ¢ G, ; il existe donc un nombre «
et un élément f de & tels que
f(@)>a, flz)<a (2€Ccly).
TuroreMe IV, ou TukorkEME DE LA skPArATION (2). — Si C est un ensemble

conveze compact, et si C' est un ensemble réguliérement convexe disjoint de C,
il existe un hyperplan Hy(a) qui sépare strictement C de C' :

J(@)>a (2€C),
f@)y<a (zel).

En effet, a tout #(€C), faisons correspondre un élément f, de &F et un

nombre 2 tels que
Sx(2) > az,
Sao(y)<az (yeC)

C étant compact, on peut le recouvrir avec un nombre fini » d’ensembles
ouverts du type :

Q= {z/fi(x) >} (0N fi= fur,;; ai=azx,;; Z1, T3, ..., T2 €C).
Considérons l'application ¢ de E dans R», définie par :
z >0z = {fi(z), fi(2), ..., fa(z)}.
Dans R#, ¢C! est contenu dans un coéne K, convexe et ouvert, d’équation
Ei<< oy (i=1,2,...,n).
oC est disjoint de K; démontrons que :;é est aussi disjoint de K. En effet,
§'il n’en n’était pas ainsi, il existerait m points x4, Z3, . . ., Zn de G tels que
Pi1(oxy) + ps(cxe) +...+ pu(ozm) =teK.
Or cette hypothese est absurde, car on a, pour un indice £ bien choisi, la relation :

(B)i= p1fi(®1) + po fi(@2) +. o .+ P fi(Tm) > fi( P11+ PaZat.. . PnZm) > oy
Le convexe ;_C‘ est donc disjoint du céne K, et, d’aprés un théoréme bien connu
dans l’espace R” (3), il existe un hyperplan 27\,- Ei=a séparant K et oC. Ici,

. 1

en outre, les coefficients A; sont de méme signe, que I'on peut supposer positif,
quitte a changer celui de «.
f(z)=2) f(x) appartient & F et vérifie :

f(#)>a (xeC),
flz)y<a (zel),
C. Q. F. D.

(?) Ce théoréme peut étre considéré comme la généralisation d’un théoréme de Mazur [10].

(®) Soit G un convexe ouvert non vide de R", et C' un convexe non vide de C. Il existe un
hyperplan fermé séparant C et C’, et ne rencontrant pas C (cf., par exemple, N. Bourbaki,
(5} pe 70)-
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Remarque 1. — On notera également que, dans ce théordme, 'hyperplan de
séparation s’écrit :
Z Lifu(w)=a =2 hay,-
1 1

fz(xz)>a:>a§gg,fz(w); z;€e C  (i=1,2,...n).

avec

Ainsi, si tous les nombres de séparation a; peuvent étre pris positifs, le
nombre a sera aussi positif.

Remarque 2. — Si l'on suppose, dans I'énoncé du théoréme IV, que les
fonctions de & sont continues, on a montré ailleurs, par un raisonnement
analogue, que l'on a I'inégalité stricte : on aura pour un fde & :

Sf(x)>a (2z€C), [flz)<a (z€C).
(pour la démonstration, cf. C. R. Acad. Sc., 238, 1954, p. 000).
Ensemble polaire X" d’un ensemble X. — Par définition, ’ensemble polaire
d’un ensemble X( cE) sera
X'={f|fe¥F;f(z)<0, q q. 5. zeX].
On définira de méme ’ensemble polaire d’un ensemble F(c &) par :
F*={z/z€E; f(z) <o, q q. 5. feF}.

On a les propriétés suivantes :

—t
Prorriere 4, — F* est réguliérement convexe au sens (F) = F'.

En effet, si z,¢F*, il existe un f( €F) tel que
Sf(@o) >0, f(wx)Lo (xeF*)
Proeriete 2. |— Si les fonctions de &F sont nulles a Uorigine F* ést étoilé,
SizeF',o<LAL1,0na
f(rz)Z A f(x)+o0Lo (feF).
Donc 2z eF".
Prorriere 3. — S7 les fonctions de &F sont nulles & Uorigine, et si X est un

cone régulierement convexe, on a X" =1X.
En effet, si z,€ X, on a 2o € X**, car

Sf(zo)<o (feX"),
Inversement, si z, ¢ X, il existe une fonction f telle que
S(z0) >, flz)<a (zeX);

commeo€X,ona:
S(@o) >a>o0.(1)



Si .Z‘G)&,)él ona:
rreX et a> f(hz)> ) f(x).
Mais % pouvant étre pris aussi grand que U'on veut, il en résulte :
flz)y<o (xeX).
Jf appartient donc a X", et, en tenant compte de ('), on a :
2o X,

C. Q. F. D.

Tueorime V (*). — Soit, dans E, un ensemble convexe compact C. Si a
tout ft€ F), on peut faire correspondre un zs( €C), de sorte que fizs) <o,
il existe un 2,( € C) tel que

f(zo)<o  (feF).
En effet, s'i] n’en était pas ainsi, on aurait :
CnF =0.
D’aprés la propriéié 1, I'ensemble F* est régﬁliérement convexe; d’aprés le
théoreme IV, il existe donc un f qui appartient 8 &F et un nombre « tels que :
f(@) =2 (2€0),
flz)y<a (zed).
D’aprés la remarque 1, on peut méme supposer o > o, dou :
f(z)>o0 (zeC),

ce qui est contraire a I'énoncé.
C. Q. F. D.

Profil C d’un convexe C. — Rappelons qu'un point 2z de C est dit extrémal
si 'on ne peut avoir

T = p1Xy+ P2 (217 225 21, 22 €C;5 py, p2>0; pr+pa=1).

L’ensemble des éoints extrémaux d’un ensemble C est appelé son profil, et sera
désigné par C.

Lorsque I'on considére un espace E localement convexe séparé, on sait (%)
que tout hyperplan d’appui (au sens usuel) d’un ensemble C convexe compact
contient un point extrémal de C, et que, par conséquent, le profil G n'est pas
vide. Nous allons étendre ce résultat pour la famille & définie plus haut.

(*) Clest la généralisation d’un théoréme linéaire de H. F. Bohnenblust et S. Karlin [4]; il est a
noter que dans I'énoncé de MM. Bohnenblust et Karlin, on supposait que le cone F est fermé. La
démonstration donnée ici montre que cette hypothése est superflue. Dans le cas particulier ou E
est I’espace Euclidien & N dimensions, on retrouve d’ailleurs ici, sous une autre forme. un résultat
de Bohnenblust, Karlin-et Shapley ([7], vol. 1, pp.182-192).

(®) Cf. M. Kreivy et D. Miuan [8].
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Lemue. — Soit, dans un espace localement convexe séparé E, un ensemble
compact X. St son enveloppe conveze-compacte C existe, le profil C est contenu
dans X.

En effet, soit xo& X; il existe un voisinage V convexe fermé de l'origine
et des ¢léments x4, Za, ..., z, de X tels que {x;+ V/i=1,2,..., n}, soit un
recouvrement de X, et non de z,.

Xi=Xn(zi+ V) étant contenu dans un ensemble C convexe et compact,
il admet une enveloppe convexe-compacte que I'on désignera par C;.

On a C; c C quel que soit ¢, donc

]
U Cg cC.
1

En outre,
n

n
U CiZ) UX,- = X;
1 1
l~"—|
mais on sait par ailleurs que UC.- est compact, et, par conséquent, on peut
1

aussi écrire :
|
n
U CioC.
1

n
Autrement dit, C = UC‘i, et 'on peut aussi écrire :
1

f—t

n n
xo=2piwz; Pi>0; 2pz=1; z;€C;  (i=1,2, ..., n)
1 1

Alinsi, si 2, était un point extrémal de G, il existerait un indice 7, tel que
ro= z;, € C;ycxi+ V.

Comme ceci contredit 'une de nos hypotheses; on a z, ¢ C.
C. Q. F. D.

Tutoreme VI. — Dans un espace localement convexe séparé, tout hyperplan
d’appui fermé d’un ensemble C convexe compact contient un point extrémal

de C.

Si f est continue, il existe pour G (¢f. dém., théoréme I) un hyperplan
d’appui d'équation f(z) =M, et son intersection X avec G est fermée non vide;
comme fermé contenu dans un ensemble G compact, X est compact. En outre,
son enveloppe convexe-compacte existe, et, d’aprés le théoréme de Krein et
Milman, admet au moins un point extrémal z,.

D’aprés le lemme, 2, € X ; montrons que x, € C.
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En effet, s'il n’en était pas ainsi, on pourrait écrire :
To= P11+ psx2; Xy, 22€C;  pyy, pa>0; pr+pe=1.

On aurait :
M =f:(""0)éPtf(xi)'*'P:f(z‘z)ép‘M +p:M=M.

Ceci n’est possible que si l'on a :
S(@1) = f(zs) =M.

Mais alors z,, z, € X, et z n’est pas extrémal de I'enveloppe convexe-compacte
de X, ce qui est contraire aux hypotheses précédentes.
On a donc bien le théoréme énoncé.

Remarque. — On peut donner une plus grande portée a ce théoréme si l'on
remarque que, & moins que le convexe C soit tout entier contenu dans son hyper-
plan d’appui Hy, celui-ci ne contiendra jamais un point interne de C. En effet,
supposons qu'il existe dans G un élément z, interne tel que

J(@0) =sup f(2) =M,
r€C

et un élément z, tel que f(z;)<<M. Il existera un élément z, de C tel que

Zoy= P1X1~+ P T2 (p1, ps> o, P:+P2=‘l)-

On aura alors :
S(®o) £ prf(®1) + paf(@2) <M.

Ceci étant contraire 4 nos hypotheses, on a bien le résultat anoncé. Comme tout
point intérieur de C est un point interne, on peut aussi énoncer :

Un hyperplan d’appui (fermé) d’un convexe C est disjoint de Uintérieur
de C. ‘

Pseudo-cone engendré par un ensemble X. — A tout élément x de E, faisons
correspondre I'ensemble e(z) des éléments y tels que les inégalités  f(y) <o,
Sf(z)>o, f€F soient incompatibles. Si X est un ensemble non vide de E,
on posera : e(X)= Ue(.z-); pour I'ensemble vide &, on posera : e(9) =@.

x€X
Par définition, on dira que e(X) est le pseudo-cone engendré par X; il contient
évidemment X. Dans le cas ou E est un espace localement convexe, et od F est
son dual topologique, on voit immédiatement, d’aprés le théoréme de Hahn-
Banach, que ¢(X) r’est autre que le céne (X) engendré par X.

Tueoreme VII. — 87 les fonctions de F sont continues, la fonction multi-
valente e(x) est continue dans la topologie .

On dit que y, € Lime(z) s'il existe deux familles { #;};1 et {¥: };en,700 I estun
x>z, -
domaine filtré, telles que

{ziher>zo, {yilier>y0, yi€e(®), wiz#z0 (i€l).
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e(x) est dit continu en z, (ou, pour certains auteurs, semi-continu supérieure-
ment) sil'on a

Lim e(z)ce(xo).

X > xy

Pour qu’une fonction multivalente e(z) soit continu, il faut et il suffit que, dans
I'espace produit E < E, son graphe & soit un ensemble fermé; montrons donc
que si yo & e(Zo), il existe un voisinage élémentaire o (zo < y,) disjoint de &.

Par définition, il existe une fonction f de F telle que f()0) <o, f(z,) > o;
considérons les voisinages ouverts

Vizo)={z/f(2)>0] et V(y)={y/f(r) <o}
Le voisinage élémentaire
(29X o) =V (20) X V(¥0)

répond a la question.

Tueoreme VIII. — 87 X est un ensemble compact, et s'il existe un ensemble
conveze C tel que X c Cce(X), atout x, n’appartenant pas & e(X) on pourra
JSaire correspondre une fonction f de F telle que :

S(®) <o, [flz)>o (xzeC).

En effet, si z,¢e(X), on pourra faire correspondre a tout z de X une fonc-
tion f de & telle que :
Sa(zo) <o,  fa(z)>o0.

X étant compact, il existe dans X des éléments X1, Xa, +.., Zn, tels que, pour
tout z de X, il existe un indice ¢ vérifiant

Jei(®)=fi(z)>o0.
Considérons I'application de E dans R* définie par
z->ox={fi1(2), [o(2,),- .., fa(2)
Dans R”, le cone ouvert K d’équation §;<<o (¢ =1, 2, ..., ) contient oz, et est

disjoint de X, ainsi que de ge(X), et, par conséquent, du convexe ¢C.

n
. —t .
On peut donc séparer oz, et ¢G par un hyperplan d’équauonz Ak =o,
n 1
avec A o quel que soit ¢. La fonction f:z)\iﬁ appartient 2 &, et I'on a
1

fl(zo) <o, f(x)>o0 (xe€C).

CoroLLaire. — Supposons que les fonctions de F soient nulles a Uorigine si
un ensemble X compact ne contient pas l’origine, et engendre un pseudo-
cone e(X) convexe saillant, il existe une fonction f( € F) de telle que

inf f(z)> o.
a€X
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Si o€ X, on a, puisque e(X) est saillant, —z,¢e(X); dapres le théo-
réme VII, il existe une fonction f,, de & telle que :

f-’t‘n(_‘t‘)) < o,
Sxo(2) >0 (zxeX).

Par suite de la convexité de f3,, on a
JSo(20) > 0.

X étant compact, on peut trouver des éléments zy, Zs,..., z, de X tels que,
en posant

Si= far, 3i= 'f———i(;i>’

on puisse faire correspondre a tout 2 de X un indice ¢ vérifiant
Si(z) >3

Soit ¢ le plus petit des nombres 8y, ds, d5,.. ., 0,.

f—_—Zf, appartient 4 &, et I'on a
1 flz)>8 (zeX).

On a donc bien le résultat énoncé.

Ensembles bordés au sens F. — On dira qu'un ensemble X est bordé-F si a
tout z, n’appartenant pas a X, on peut faire correspondre une fonction f de &

telle que
Sf(®) <o, f(x)>o0 (reX).

Cette propriété constitue également une généralisation de la convexité réguliére
linéaire, et, a la lumiére des théorémes précédents, on voit qu’elle jouit de
propriétés analogues a celles de la convexité réguliere-F.

Proeriere I. — S7 les fonctions de F sont continues, tout ensemble bordé est
Jermé.

Un ensemble bordé est en effet I'intersection des ensembles fermés | z/f () > o |
qui le contiennent.

Proeriert II. — Toute intersection d’ensembles bordés est un ensemble bordé.

La démonstration est immédiate.

Proeriere III. — Tout pseudo-cone e(X) convexe et engendré par un
ensemble X compact est bordé.

Cela résulte du théoréme VIII.

Proprikre IV. — Tout ensemble bordé est un pseudo-céne topologique.

Considérons, au licu de la relation e, la relation ¢’ définie de la facon suivante :
on dira que y €e'€x) si et sculement si f(z)> o0 entraine f(y)> o, tandis
que f(y) < o enlraine f(x) Zo.
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On voit immédiatement que X ce'(X)ce(X); en outre, la relation &'(X) est
une fermeture topologique, car on a :
. €(XuXe)=¢e(X))ue'(Xe); 3. zree'(x);
2. €(9)=0; 4 e[e(X)]=¢€'(X).

Elle définit donc une topologie véritable [alors que e(X) ne définit qu’une
pseudo-topologie], et pour cette raison, on dit_que €' (X) le pseudo-cone
topologique engendré par X.

On remarque immédiatement que si X est bordé¢, on a ¢'(X) = X.

II1. .— Application 4 la théorie des jeux de stratégie non linéaire.

Définition. — Donnons-nous une matrice réelle H= || || (ou i =1, 2,...,m;

) : >
J=1.2...., n). Désignons par Z,, 'ensemble des vecteurs p = (p1, ps,. .-, pm)
de R tels que

m

pi>o (i=1,2,...,m), 21’1‘:1'

1
>
On dira aussi que p est une stratégie. Deux joueurs (A) et (B) jouent un jeu
. . . . >
de stratégie s'ils choisissent respectivement une stratégie p de €, et une straté-
> . o . .
gie ¢ de %, le joueur (A) se proposant d’obtenir une valeur numérique aussi

U

giande que possible pour F(;, ;) =Zh".p,'qj, le joueur (B) essayant au con-
]

traire, d’obtenir la plus petite valeur numérique possible.
Dans certains problémes d’économétrie, néanmoins, il arrive que la fonc-

. (> > . . . . . .

tion F(p, q)—— appelée aussi résultat du jeu — ne soit linéraire que par rapport
a une seule des variables. Nous nous proposons ici d’étudier le cas ou le résultat
est :

m n
> > ' QO
(5,9 =2 Zpi?ii(ih‘)»
i=1 j=1
ou les fonctions ¢;;(¢) remplissent les conditions suivantes :

1° Elles sont convexes dans le segment [o0,1 [;
2° Elles sont continues dans ce segment;
3¢ Elles sont nulles pour ¢ =o.

Si ¢;;(¢t) = k;j ¢, on retrouve le cas classique.

Jeux parfaits. — Rappelons ici quelques définitions et notations connues (7).
On dit que le joueur (B) peut garantir le résultat « s'il connait une stratégie g,
telle que

®(p.go)<a  (peTm).

(") Cf. C. Berer, [2] et [3].
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Si le joueur (B) joue sans connaire le choix de sonadversaire, le plus petit
résultat qu’il peut garantir est

w=inf sup ®(p, q)
9 P

(on notera d’ailleurs que les bornes supérieures et inférieures sontici des maxima
et des minima). '

Sile joueur (B) a la possibilité de connaitre le choix de son adversaire avant
de jouer, le plus petit résultat qu’il peut garantir @ priori est

v=sup inf ®(p, q).
g

On a évidemment v < w; si ¢ = w, on dit que le jeu est parfart. Dans ce cas,
v=w =V est appel¢ la valeur du jeu.

TutorkMe 1. — Les jeux de stratégie considérés ici sont parfaits.
Par suite de la définition de ¢, on a :

inf ®(p,g)=¢ (PEZn)
q

Autrement dit, a toute stratégie p(.€ £,,), on peut faire correspondre une stra-
tégie ¢ telle que :
e(p, g)—v =2pz[m/(9/) —vg;l<o.
L/
Considérons la famille &, formée des fonctions de y (y € R*) d’expression

(5 y) = Eley(r) —erl,
ij
£ étant un vecteur de R™ de coordonnées non négatives. Cette famille est donc
conique-convexe. En outre, les fonctions qui lui appartienne sont convexes,
continues et nulles en ¥ = 0. On peut donc définir avec &, une convexité régu-
liere. En particulier, considérons dans R” 'ensemble convexe compact %,; et,
dans &, 'ensemble F formé des fonctions ®'(p, y), avec p € L. (F) est convexe.
On peut donc appliquer le théoréme IV-: il existe une stratégie ¢, de (B) telle
que
P(p,go) =0 (peim)
P(p,g) < (PELm).
Soit :
sup @ (p, o) =,

inf sup @ (p, q) <v;
A

or le premier membre de cette égalité n’est autre que w, et Fon a par
ailleurs w > ¢; on a donc ¢ = w, c’est-a-dire que le jeu est parfait.

Cororraire. — Le jeu est parfait avec le résultat ®(p, q) + k, k étant une
constante. Plus généralement, si F(t) est une fonction monotone, le jeu est
parfait avec pour résultat F{® (p, q)]



— M3 —

Bonnes stratégies. — Suposons que le but de (A) —resp. de (B)— soit de
majorer —resp. de minorer — le résultat ®(p, ¢). On dira que z est une borne
stratégie pour (A) si x € %y, et si

®(x,q)>V (g€Tn).
De méme, on dira que y est une borne stratégie pour (B) si y € %, et si
®(p, )=V (PETm)
Les ensembles de bonnes stratégies pour (A ) et pour (B) seront désignés par X et Y.

Supposons, au contraire, que le but de (A) — resp. de (B) — soit de minorer
—resp. de majorer — le résultat ®(p, g). Les bonnes stratégies seront définies
en renversant le sens des inégalités précédentes, et leurs ensembles respectifs
seront désignés par X' et Y'.

Les ensembles X, Y, X', Y' ne sont pas vides, d’aprés le théoreme 1. Cherchons
a les caractériser plus amplement.

TreorkMeg 2. — L'ensemble Y est convexe compact et, relativement & %, il
est réguliérement convexe au sens F,.
En effet, si y,¢ Y, 5, € €, il existe une fonction ®'(p, ) de F, telle que
¥'(p, yo)>o,  ¥(py)<o (reY)
Y est donc, relativement a &£,, régulierement convexe-F,. Autrement dit, Y

est I'intersection du convexe compact €, et d’un ensemble Y réguliérement con-
vexe, qui est aussi, d’apres le théoréme II, convexe fermé : Y est donc convexe
et compact.

Treortne 2. — L’ensemble Y' est, relativement & €., bordé au sens F ,, et
c’est un ensemble compact.

(La démonstration sera calquée sur la précédente. )

TreorkmMe 3. — Les ensembles X et X' sont convexes compacts, et, relativement

a %, réguliérement convexes au sens &, o F . est Uespace linéaire engendré
par les fonctions linéaires ®(z, q), avec g€ %,,.

(La démonstration sera calquée sur celle du théoréme 2.)

TutorkMe 4. — Soient deuz stratégies x et y pour les joueurs (A) et (B). La
condition nécessaire et suffisante pour que z € X', y € Y' est que l'on ait :

(1) D(e,, ¥) O (2, y) (i=r1,2)..., m),
(2) O (z,e,)<® (2, ) (J=12...,n)

La condition étant évidemment nécessaire; montrons qu’elle est suffisante.
Posons ®(z, y)=V;ona:

®(p, ) =8 (Y pieny) =D pi®en ISV (pedu),
: _

i
(2, 9)=0 (2, g/6/) 2D, 9 0@, )2V (ge).
i i
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Ces deux relations montrent que V est la valeur du jeu; en outre, la premiére
montre que y appartient & Y', la seconde montrant que x appartient a X',

CoroLrsire. — Considérons deux stratégies x et y vérifiant (1) et (2), et les
ensembles
Li={ixi#0}, L={i/®(e;y)=V},
LHlyi#oel,  Jla=1{j/®(z,e;)=V}i.
Ona

I,cly, Jica.
En effet, s’il existait un indice 7, appartenant & I, et non a I,, on aurait :

D (e y)>V;
d’ou :
V=>&(z,y) =Z z;P(e;, y)>V.
i
De méme, s'il existait un indice j, appartenant a J; et non a J,, on aurait :
(D(‘z: e/o) <V;
d’ou :
v =.®(w,y)ézyi¢(z, ej)< V.
j

Ces relations ¢lant erronnées, on a bien :

[,:I;, Jicl,.

TurorkMe B. — St les stratégies x et y vérifient (1) et (2), et s’il existe des
ensembles 1 et J tels que I, clcl,y, JicJcls, et que la matrice des nom-

bres 0i;(1) (ou i€, j €l) soit réguliere, x appartient au profil X'.
En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait deux bonnes stratégies z' et z”

’ "
telles que z = %ﬁ SiZ¢l, ona

’ Ul
X+ &}
o=x;= ——">o0.

On ne peut avoir l'égalité que si z; =2 =o. Montrons que les vecteurs 2/

ct 2’ projections de #’ et 2 dans espace E?, sont égaux.
On a quel que soit j( €J) :

V==0(z,¢)= %[fb(i’, e;) +®( e;)] =V

On ne peut avoir 'égalité que si
[ (5’, e,’) = (D(:i", e,) =V.
On aura donc :

Dri—al)sy()=0 (g —The)) =0 (jel).
i€i
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La matrice ||9;(1)| ¢tant régulidre, on a nécessairement z'=2z" et, par

conséquent, '= z" : I’élément z ne peut donc appartenir a X. C. Q. F. D.

Ce théoréme montre, en particulier, que l'on peut déterminer X par une
méthode rigoureusement analogue a celle de Shapley et Smow [13]. Avec les
mémes raisonnements que dans le cas linéaire, on pourra donc démontrer que X'
est un hyperpolyedre. 1l serait intéressant de déterminer, les ensembles X,
YeY'.
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