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MONOIDES PRÉORDONNÉS ET CHAINES DE MALCEV ;

PAR M. Dov TAMARI.

INTRODUCTION ( l ) .

On sait que l'immersion d'un domaine d'intégrité commutatif dans son corps
des quotients est susceptible d'être généralisée. En 1981, 0. Ore donne la pre-
mière construction abstraite du corps des quotients pour une classe d'anneaux
non nécessairement commutalifs. Presque en même temps, J. H. M. Wedderburn
traite un problème semblable d'un point de vue un peu différent. En ig35,
A. Suskewitsch croit démontrer que tout semi-groupe peut être plongé dans un
groupe, mais sa démonstration est reconnue fausse par A. Malcev qui donne,
en 1937, le premier exemple de semi-groupe non immersible dans un groupe et,
en 1939, des conditions nécessaires et suffisantes pour l'immersibilité.

Dans ce travail, nous nous proposons de généraliser le théorème de Malcev à
deux points de vue : d'une part, nous n'imposons plus à l'opération définie dans
le semi-groupe et dans le groupe d'être partout définie, c'est-à-dire que nous
cherchons à immerger un semi-groupoïde dans un groupoïde; d'autre part, nous
supposons que le semi-groupoïde et le groupoïde sont munis d'une relation de
préordre (on retrouve le cas abstrait si l'on identifie cette relation avec l'égalité).
Cette façon de concevoir le problème d'immersion permet de dégager les idées
essentielles; tout en rendant les démontra tions plus naturelles, elle conduit à des
énoncés plus généraux dont plusieurs corollaires sont nouveaux.

La première partie (§ 1 et II) introduit des concepts qui sont à la base de nos
généralisations. Dans le paragraphe I, nous définissons les monoides et les notions
fondamentales qui s'y rattachent (composabilité^ rectangularité^ associabilité^
connexion). Le paragraphe II étudie les notions de compatibilité (homogénéité,
simplificabilité, caractères ) liant l'opération du monoïde avec une relation ou une
famille de relations et introduit les structures préuniformes.

La deuxième partie contient la généralisation indiquée ci-dessus du théorème
de Malcev. Dans le paragraphe III, nous construisons le groupoïde préorçlonné
engendré par un semi-groupoïde préordonné et nous donnons les conditions
nécessaires et suffisantes d'immersibilité d'un semi-groupoïde préordonné dans
un groupoïde préordonné. La méthode utilisée est celle des chaînes de mots que

(1) Que M. Croisol, qui a bien voulu revoir entièrement la rédaction de ce travail, veuille bien
trouver ici l'expression de notre vive gratitude.
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nous particularisons au paragraphe IV en n'utilisant que les chaînes dites nor-
males, ce qui conduit au théorème général d^immersibité.

La troisième partie donne à ce théorème une forme plus maniable dans les
applications. Le paragraphe V développe des images intuilives des chaînes de
Malcev (modèle des courants et modèle circulaire) et la notion de chaîne
connexe. Dans le paragraphe VI, nous déduisons de nombreux corollaires et
appliquons, en particulier, le modèle circulaire à l'obtention des cas de 0. Ore
et R. Doss (généralisés aux points de vue signalés plus l i a n t ) .

PREMIÈRE PARTIE.

I. — Monoïdes abstraits*

1. Définitions générales. — Un monoîde M est un ensemble non vide muni
d'une opération interne, binaire et uniforme, mais pas nécessairement partout
définie, que l'on peut associer d'une façon classique à une application a d'une
partie de MxM dans M.

Étant donné un monoîde M, nous appelons relation de composabilité la
relation suivante ^C :

aJC6<==>a6 est défini

et nous notons P^ le sous-ensemble de MxM constitué par les couples (a, b)
tels que l'on ait a^fCb.

Une monade est un monoîde dans lequel l'opération est partout définie; a est
alors une application de MxM dans M, c'est-à-dire qu'on a P^c== MxM.

Étant donné, dans un monoîde, "un monôme^ c'est-à-dire un produit d'éléments
de M ayant un sens, nous désignons par longueur du monôme le nombre
d'éléments de M dont il se compose.

A chaque monoîde M, nous-associons son monoîde libre Lgi dont les éléments
sont les monômes composés d'éléments de M. Le monoîde M est image homo-
morphe du monoîde L^.

Soit C un complexe d'un monoîde M. Nous appelons monoîde de trace M^ le
monoîde obtenu en munissant C d'une opération définie par

xy = z dans G <=> xy == z dans M

pour trois éléments quelconques x^ y, z de G. D'autre part, .nous désignons
par M (G) le sous-monoïde de M engendré par les éléments de C : les éléments
de M(C) sont les éléments de C et les éléments de M égaux à un produit d'éléments
de G. On a M (G) == Me si et seulement si G est un sous-monoïde de M.

à. Relations canoniques dans un monoîde. Condition du rectangle. — Soit un
monoîde M. Pour tout a?€M, premier facteur de MxM, nous notons la coupe de
l'ensemble P^ suivant x par X(x). Pour tout y e M, deuxième facteur de M x M,
nous notons la coupe de P^ suivant y par JC"1^).
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Dans la suite, nous supposons que JC(.z?) et JC-l(y) sont toujours non vides
ce que nous exprimons en disant que M est sans élément isolé.

Les deux familles de sous-ensembles f JC(a?) },.çM et { JC'^y) } î constituent
des recouvrements de M.

Définition. — On appelle relation de composabilité commune à gauche la
relation suivante y^ :

a^gb<==> il existe xçM tel que l'on ait xâCa et x^b. Autrement dit, on
a^rrrJC-1^.

On appelle relation de composabilité égale à gauche la relation suivante Y y :
aTyb <==>a?JCa est équivalent à ;rJC&, c'est-à-dire açôC(x) est équivalent

à6eJ<:0) ou encore JC-1 ( a ) = JC-1 (b ).
On définit de même la relation de composabilité commune à droite y^ et la rela-

tion de composabilité égale à droite Td-
Les relations Tg et Ta (1) sont des relations d'équivalence et l'on a toujours 1̂ ^ y^r

etr^Y</.
Les propositions suivantes résultent immédiatement des définitions.

PROPOSITION 1. —r^ est la relation d} équivalence canoniquement associée au
recouvrement j cX' (x) }y;çyi, c1est-à-dire la relation d } équivalence la moins fine
parmi celles qui sont plus fines que ce recouvrement.

PROPOSITION 2. — Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

i° Le recouvrement [ ôC(x) .̂ç^ est une partition;
2° Le recouvrement { JC(y) }yçyi est une partition;
3° On a ^=1^
4" On a Yrf == I\/ ;
5° La condition du rectangle est vérifiée :

ayix, a^Cy, b3Cx==> b^iy.

Définition. — On appelle monoïde rectangulaire un monoïde vérifiant les
propriétés de la proposition 2.

Si M est un monoïde rectangulaire, on peut établir une correspondance biuni-
voque entre les classes Y module îg et les classes X module Ta : on fait corres-
pondre à chaque classe Y la classe X telle qu'il existe .y € X et y € Y pour lesquels
on ait a-JCy. Indexons alors les classes Y et les classes X à l'aide d'un même
ensemble 1 d'indices i de telle façon qu'une classe Y ait même indice qu'une
classe X si et seulement si X correspond à Y dans l'application précédente. On <i
alors.

i^—u^^^-
t € I

( l ) Dans la terminologie de J. 'RIGUET [1 ], p. i3i, on a Fy= noy-1 JC, r^= noy^C.
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Adjoignons à M, monoïde rectangulaire, un ensemble E == { ^ '.ci en imposant
dans l'ensemble M*== M u E la loi de composition suivante :

i° x € M, y € M, z € M, xy = z dans M ==> xy -==. z dans M* ;
2° xç, X;=>a"e;== x\
3° yeYi=^y=y;
4° On a e^==e^;
5° En dehors des cas précédents, deux éléments de M* ne sont pas compo-

sables.

On voit immédiatement que M* est un monoïde rectangulaire dont M est sous-
monoïde. Chaque élément <?i est élément unité à droite pour tout élément de X» et
élément unité à gauche pour tout élément de Y(. Deux éléments a? et y de M* sont
composables si et si seulement il existe un élément e^ qui soit élément unité à
droite de x et élément unité à gauche de y .

3. Associativité. — L'associativité ordinaire n'ayant de sens que dans une
monade, on la remplace par la conjonction de :

i° un axiome (T égalité
(Ao) a(bc) et (ab)c ont un sens ==> a ( bc ) === ( ab ) c, ou, plus généralement, un

axiome de substitution :

soit (Ao) a(bc) et (ab)c ont un sens =^a(bc) -> (ab)c ( 2 ) ;
soi t(Ao) a(bc) et (ab)c ont un sens =>(ab)c-^ a(bc);
soit (Ao) équivalent à (Ao) et (Ao) ensemble.

2° deux axiomes d^ associabilité :

( A i ) ab et bc ont un sens ==> a ( bc ) et ( ab ) c ont un sens ;
(Â2) a(bc) a un sens <^(ab)c a un sens.

Un monoïde vérifiant (Ao), ( A i ) et (A 2) est appelé un associatif. Un
monoïde vérifiant (Ao) [ou (Ao)], ( A i ) et (A 2) est appelé un demi-asso-
ciatif pour la relation de préordre —>• [ou <-].

Nous appelons un associatif rectangulaire demi-groupoïde et, s'il est simpli-
fiable des deux côtés, semi-groupoïde. On peut adjoindre des éléments unités à
un demi-groupoïde sans perdre Fassociativité ( a) .

PROPOSITION. — Un associatif commutatif est rectangulaire (4) et sa rela-
tion de composabilité est une relation d^ équivalence. Il est une réunion de
demi-groupes commutatif s disjoints bien déterminés.

( 2 ) Le symbole -> représente une relation de préordre quelconque (c'est-à-dire une relation
réflexive et transitive).

(3) On peut aussi adjoindre des éléments unité à un semi-groupoïde sans perdre la simplifiabilité
moyennant certaines précautions : emploi maximal d*éléments unité déjà existants et adjonction
minimale d'éléments unit< nouveaux.

( 4 ) Un associatif non commutatif n'est pas nécessairement rectangulaire.
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Ln semi-groupoïde G (avec éléments unité) est appelé un groupoïde si chaque
élément g^G possède un élément inverse g tel que ^=1^ dûment nnité à
gauche de g et g g •==. o^, élément unité à droite de g.

4. Composantes connexes. — Nous définissons dans un monoïde M la relation _^
par

a | b <=> il existe m € M tel que am et mb aient un sens.
Autrement dit, on a _[ = JC2.

PROPOSITION. — Dans un associatif, la relation _[ est transitive. Dans un
monoïde rectangulaire à éléments unité, on a JC ̂  _[. Dans un demi-grou-
poïde à éléments unité, on a JC2^ JC3= JC/(=. ... '̂ JC e5( symétrique,
_| &y^ réflexive et symétrique. La trace de la relation _\ dans I'1 ensemble des
éléments unité d^un demi-groupoïde à éléments unité est un préordre.\

On [définit, dans un monoïde M, la relation de connexion U comme étant la
fermeture transitive de la fermeture symétrique de _[. Si l'on a a u b, on dit que a
et b sont connexes. Les classes module u sont appelées les composantes
connexes de M.

Les composantes connexes d'un demi-groupoïde sont des demi-groupoïdes
connexes. Les composantes connexes d'un groupoïde sont des groupoïdes.
connexes. Les groupoïdes connexes sont des groupoïdes de Brandt.

II. — Monoïdes reliés.

1. Compatibilité simple. — Une relation (R, définie dans un monoïde M est dite
homogène à droite si elle vérifie la propriété suivante :

(Hd) ad^b=^ay et by ont un sens simultanément et, dans ce cas, ayd^by.
De la même façon, on parle de relations homogènes à gauche [vérifiant la pro-

priété symétrique (Hg.)] et de relations homogènes [vérifiant la propriété (H)^
conjonction des propriétés (H^) et (H^)].

La relation (5{. est dite régulière si elle vérifie la propriété suivante :

{î\.)a(Rb et ci'(Rb'=>aa' et bb' ont un sens simultanément et, dans ce
cas, aa'ôibb'.

PROPOSITION.— Si CH est transitive, (H) entraine (R). Si (H est réflexive^
( R) entraîne (H). Si (R. est un préordre, (H) est équivalent à (R).

Nous appelons monoïde préordonné un monoïde muni d'une relation de
préordre, notée en général ->, régulière ( â ) .

( û ) Au lieu de dire qu'un préordre est homogène à droite (par exemple), w dira aussi qu'il est
invariant par rapport aux translations droites du monoïde.
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Une relation c ,̂ est dite simpli fiable à droite si elle vérifie la propriété
suivante :

(Sa) ay(fiby=^a(Hb.

De la même façon, on parle de relations simplifîables à gauche [vérifiant la
propriété symétrique (S^)]et de relations simplifîables [vérifiant la propriété (S » .
conjonction des propriétés (Sa) et (S^)].

PROPOSITION. — La réunion et F intersection d^une famille de relations
homogènes à droite (ou simplifiables à droite) possèdent la même propriété.
Dans une monade, pour une famille, totale et exclusive de relations, l^ homo-
généité à droite et la simpli fiabilité à droite sont équivalentes. Dans une
monade, une relation est homogène à droite si et seulement si sa relation
complémentaire est simplifiable à droite.

2. Compatibilité collective. — Afin de laisser entrevoir des généralisations
ultérieures, donnons quelques indications sur des familles de relations jouissant
de propriétés collectives au lieu de propriétés individuelles. Un exemple de
compatibilité collective est celui des caractères. Soit €i(Rb, ô^çïl, où II est une
famille totale et exclusive de relation sur M, et c € JC-1 (a) n t^C-1^) ; il existe
nécessairement une relation <R/€ÏI, et une seule, telle que caôi'cb. Si la substi-
tution ^t-> (R! est invariante quels que soient les éléments a et b tels que a(5{.b.
on dit que c a le (R-caractère gauche ô{, -> ô^'. Si c a un caractère gauche par
rapport à chaque relation CR,çïl pour laquelle cette notion a un sens. c'est-à-
dire si

a(5^jb=^ca(^j'cb,

w ôij, (Rj'çïl, j '==yc étant une fonction dey , %c(y) ne dépendant que de <•.
c a le H-caractère gauche %c == ^c (j') ' Un II-caractère est donc une application
d'une partie de II dans II; si M est une monade, les II-caractères sont des appli-
cations de II dans II, et, éventuellement, des permutations (par exemple, si M est
un groupe). Si chaque élément de M a un II-caractère gauche, M est dit U-monoïde
caractérisé à gauche. L'ensemble des caractères gauche d'un monoïde, ou des
•classes convenablement définies de tels caractères forme par la composition
naturelle des substitutions un monoïde caractéristique, ^M ou caractéroïde
associé à M.

L'homogénéité est le cas d'un seul caractère trivial, la substitution identique
formant le caractéroïde trivial qui est le groupe réduit à son élément-unité.

y^ est un exemple d'un monoïde de relations sur II. Il y a d'autres manières
d'associer à un monoïde M, relié ou non, des monoïdes de relations et, en parti-
culier, de relations [sur M. M, ses monoïdes inverses (organisés par l'opération
inverse à droite ou à gauche) et ses monoïdes de relations ou de caractères associés
donnent lieu à divers théorèmes d'homomophisme, d'anti-homomorphisme et
d'isomorphisme caractérisant les divers associatifs dans lesquels on a, par exemple,
la proposition suivante :
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PROPOSITION. — Un caractère droit et un caractère gauche sont permutables
{s ' i l s sont composables^.

3. Structures préuniformes. — Une famille non vide <I> de relations réflexives
sur un ensemble E est appelée base préuniforme (d'une structure préuniforme
sur E) si

i° €> est une base de filtre

.̂, 3? e 0 ==> 3 ̂  e ̂  tel que Ç ̂  ̂ l n ̂  ;

9.° C> possède la propriété de transitivité collective

Jl € <Ï> =» 3 <R/€ <I> tel que ôi'ôi'^ôl.

Comme nous l'avons déjà fait dans [3] (°) , nous considérons toujours des
bases de filtre. Ceci dit, nous n'excluons pas la notion de filtre uniquement
déterminé par une base, mais nous modifions sa signification en celle de classe
d'équivalence de bases. L'équivalence est la suivante :

a~d3<=>(9L<-d3&d3-^dl,

avec Cl ^-d3(Cl est plus fine que tô) <=> (B e d3=>3Ae €i tel que A^B).
Si ^ se réduit à une seule relation <^l, le postulat i° est trivialement vérifié;

0{, est réflexive par hypothèse et transitive d'après 2°, donc est un préordre. Les
systèmes fondamentaux d'entourages d'une structure uniforme U ( 7 ) sont des
bnses préuniformes vérifiant plus l'axiome de symétrie

( Uii )<R. € 0 => 3 fflJ € $ tel que ^/-i^^.

Les structures uniformes réduites à une seule relation sont des équivalences. On
peut donc dire que la structure préuniforme généralise la structure uniforme
comme le préordre généralise l'équivalence, et aussi que la structure préuniforme
généralise le préordre comme la structure uniforme généralise l'équivalence (fig. ï).

Posons U^^==l\Cfi. On a évidemment CD$^A; <J^<^ est donc une relation
ôî. e <!»

réflexive. (D^ est même un préordre.

Démonstration. — II suffît de montrer que Cî)$ est transitive, c'est-à-dire
(J^^ ̂  CD^. En fait, quel que soit ôi e <1>, il existe une relation Cf^' € ̂  avec (R^^Ôi.
Parce qu'aussi (P$^^, on a (D^^(Rh2^(R quel que soit ^l, donc aussi
cî)$ ̂  ̂ >. En fait ̂  = CD^.

Dans le cas d'une structure uniforme,, 6^^ est une équivalence. Ceci justifie
complètement ce que nous venons de dire sur la structure préuniforme généra-

( 6 ) § 5, p. 219, notamment la remarque 12.
( 7 ) BOURBAKI[2] , chap.II.



lisant le préordre et la structure uniforme. En continuant l'analogie, nous
définissons :

Si (P$==A, <Ï> détermine une structure préuniforme SÉPARÉE.
Si <P$e<Ï>, <1> détermine une structure préuniforme TRIVIALE.

Ces définitions sont justifiées parce que

$1 ̂  02==> ̂ 0$i == )̂$, = <P,

$1 /^ $, =^> (<© € $1 <=> (̂  e $2 ),

Dans le cas d'une structure préuniforme triviale, on a C» ~ { ^{ . C'est donc,
au fond, le cas de familles réduites à une seule relation.

Entre les structures uniformes séparées et les structures préuniformes, on peut
intercaler les structures « ordoformes » Î2 correspondant à l'ordre (intercalé entre
l'égalité et le préordre). On remplace (Un) par un axiome d'antisymétrie :

<R, ^cQ^^.n^-^A (donc ^n^-^A).

Schéma de hiérarchie

Cas La relation Familles de Espaces
particuliers individuelle relations déduits

structure espaces pré-
<- ypréuniforme~ ~ '*\jmformes(g.o.d.)

^preord^ 1 \ / A

/ \ structure \ espace
Tordoforme "

Fig. i.

Enfin deux espaces préuni formes^ r espace gauche et F espace droite se
déduisent d^une structure préuniforme de la même manière qu^un espace
uniforme se déduit d^une structure uniforme.

Démonstration. — On peut transférer, mot pour mot, la démonstration de
N. Bourbaki : elle ne mentionne pas l'axiome de symétrie. Naturellement, on doit
maintenant distinguer deux espaces déduits suivant qu'on utilise la coupe gauche
ou ^la coupe droite, bien que ces deux topologies peuvent se confondre dans
certains cas (8).

En adoptant une notion de compatibilité convenable (ce qu'on peut faire de

f 8 ) BOUBBAKI (loc. cit., § 2, n° 1) fait implicitement usage de la symétrie en n'explicitant pas les
coupes et en confondant ces deux topologies.
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manières diverses), on obtient la notion d'une structure préuniforme compatible
avec l'opération d'un monoïde, dite aussi : structure préuniforme invariante
(dans un sens qui doit être précisé). Si, par exemple, le monoïde est un (semi-)
groupe, on obtient ainsi la notion de (semi-) groupe préuniforme, qui est aussi
de deux manières un espace topologique par la construction ci-dessus. Un tel
groupe ne sera pas, en général, un groupe topologique parce que la liaison entre
la topologie et l'opération est plus faible : si V==V(e ) est un voisinage de
l'identité e, V'"1 n'est plus nécessairement un voisinage de e (9) .

DEUXIÈME PARTIE.

III. — Groupoide s préordonnés.

1. Construction du groupoïde préordùnné G engendré par un semi-groupoïde
préordonné S (dans lequel, non seulement l'égalité, mais aussi le préordre, noté ->,
sont simplifiables). — Prenons l'ensemble (a, 6, c, ... ( des éléments de S
comme ensemble de générateurs de G et imposons deux types de relations défi-
nissantes :

1 ° a —>- b si cette relation a lieu dans S ;
2° ab == c si cette égalité a lieu dans S.

. Explicitons la construction de G. Nous construisons d'abord un groupoïde
préordonné Go dont les éléments a?, y, ... sont :

a. les mots construits à l'aide d'éléments de S et d'inverses formels 'd'éléments
de S (nous noterons a l'inverse formel de a, pour tout a € S) de telle manière que
les conditions suivantes (G) soient vérifiées :

si ab apparaît dans un mot, on a dans S, aôCb (définition au § I, n° 1) ;
si ab apparaît dans un mot, on a dans S, a^gb (définition au § I, n° 2);
si ab apparaît dans un mot, on a dans S, ardb (définition au § I, n° 2) ;
si ab apparaît dans un mot, on a dans S, 6JCa;

b. des symboles £i indexés par des éléments de l'ensemble 1 défini à partir de S
par la méthode du paragraphe I, (n° 2).

Dans Go, la relation de composabilité JCo et l'opération sont définies delà façon
suivante :

a. M et M' étant deux mots quelconques, éléments de» Go, on a M JCo M7 si et
seulement si la juxtaposition de M et M' donne un mot M" satisfaisant aux
conditions (C); on pose alors MM'== M";

( 9) Pour un autre genre de groupes pseudo-topologiques, cf. la note (6).
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b. M étant un mot quelconque, élément de Gy et Ê( un des symboles définis
plus haut, on a MJCoCi si et seulement si, a (ou a) désignant le dernier élément
de M, on a aeX» (ou a€Y( ) ; on pose alors M£(==M et l'on notera encore &i
par^M;

c. Dans les mêmes hypothèses, on a ÊiJCoM si et seulement si, a (ou a) dési-
gnant le premier élément de M, on a a € Yi (ou a e X() on posera alors e;M = M
et l'on notera encore £( par r^',

d. £; JC e;/ =^> i == i' ; on pose alors £i Ê { == £ç.

On vérifie sans peine que Go est un groupoïde dont les symboles £i sont les
éléments unités.

Dans Go, le préordre est défini comme la fermeture transitive et régulière de la
relation (fi telle que l'on ait x(Hy dans l'un ou l'autre des cas suivants :

i° ; r==aeSety==6€S avec a—>b dans S ;
2° a?==a6(aeS,6€S)e ty==c€S avec ab= c dans S;
3° x == c € Set y === ab(a ç S, b e S) avec ab = c dans S ;
4° a? == a a et y == Si avec a e Y( ;
5° x = Si et y = a a avec a € Y( ;
6° x == a a et y = 61 avec a € Xi ;
7° a? == £( et y == a a avec a € X;.

Par suite, deux éléments de Go, A et B, sont tels que A-^B si et seulement si
l'on peut trouver une chaîne d'éléments de Go :

A==Mo-»-Mi, Mi->Ms, . . . » M^p-i-^M^sB ( l u),

où les M(_I-> M/ sont de la forme X,A/Y/->-X(B(Y( (X, et Y, pouvant ôtre vides}
avec A,^IB,.

On dit que A'—>-B est la conclusion de la chaîne considérée ou encore la
conclusion de groupe de la chaîne \ A,—»-B/}^i,2,...,/» de substitutions élémen-
taires. On dit que A, est V antécédent et B, le postcédant de la ^èroc substitution.

Le groupoïde préordonné G est construit à partir de Go par homomorphisme,
deux éléments A et B de Go étant considérés comme équivalents si l'on a AêoB,
où êo désigne la fermeture transitive et régulière de la relation (Ro telle que l'on
ait x^y dans l'un ou l'autre des cas 2°, 3°, 4°, 5°, 6°, ;° définissant la relation ̂ l.
On voit aisément que G est aussi un groupoïde et qu'il est préordonné car

A->B, AsA^^o), BsîB'C^^A'-^B'.

à. Remarques élémentaires. —Par suite de l'homogénéité, A —>-B entraîne y^ ==';»?
ÔA= on; l'existence de XAY équivaut donc à celle de XBY. A fortiori^ les mots
d'une classe (représentant un même élément) ont même élément unité à gauche
et même élément unité à droite.

(*°) =. est le signe d'iÏentité.
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Les démonstrations suivantes de quelques propositions simples illustrent la
méthode.

PROPOSITION 1. — a -> b dans S => b• —>- a dans G.

Démonstration :

h==.b o^== b^b=- &Y^= baa-^ïba = 8&a== 0^== ̂ ^assct.

C'est une'chaîne de quatre mots, ou de trois substitutions : p == 3.

PROPOSITION 2. — a -> b dans S => ab --> ba dans G.

Première démonstration par une chaîne avec p = 4 ^

aÏ-^bb == Y&== Ya= aa-> 6 a.

Deuxième démonstration : conséquence de la proposition 1 et de la régularité
du préordre.

On démontre de même :

ab —>• c dans S ==> a —^- cb, b -> ac, c -> îa dans G ;
ab = c dans S ==> c == 6a dans G.

On voit que tout se passe comme dans un groupe.
a=b comprend, en particulier, a -> b et b -> a; mais a->6 et b-> a

n'entraînent pas a-> b. Pour définir le préordre dans l'ensemble des mots, on
n'emploie que les sept relations définissantes :

c -> b ; ab -> c ; a a -> v- ; a a ->- ïia ;

c->ab\ ^a->aa\ 8/i-^aa.

On peut résumer, par exemple, les trois substitutions consécutives ab == c,
c->c', c ' ^ a ' b ' par ab-> a ' V . Plus généralement, si S = S2, par exemple si S
est à éléments unité, toutes ces substitutions peuvent être écrites sous la
forme a b - ^ a ' b ' . Inversement, en conséquence de la notion même d'opération
binaire, des relations quelconques peuvent toujours s'écrire comme des systèmes
de relations de la forme ab -> c ou c -> ab; par exemple, (ab)c ==a(bc) équivaut
à dire

ab = M, bc = p, uc == -s, av = ̂ ;.

On peut symboliser la composition binaire ab = c(ab -> c) par la figure 2, ou
par la figure 3; la décomposition binaire c == ab(c —>- ab) par la figure 4, ou par
la figure 3. On a ainsi comme symbole de la demi-associativité (cf. § I, n° 3) la
figure 6 qu'on réduit à la figure 7 ou encore à la figure 8 et qui n'est au fond qu'un
tétraèdre (fig. 9).

Dans le paragraphe V, nous reviendrons en détail sur ces configurations (4 1) .

( u ) Nos conventions sont choisies pour s'adapter à notre problème particulier. Elles ne sont pas
les seules possibles. Cependant nous avons cru devoir garder les notations de Malcev d'autant plus
que celles-ci sont rendues particulièrement intuitives par le modèle circulaire (cf. § V, 6 figures).



64 —

Outre la convention de considérer seulement des relations de la forme ab—^a'b'.
on peut se borner aux mots alternatifs, composés alternativement de lettres

F»g. 5

Fig. 6. Fig.

aiv

Fig. 8.

barrées et non barrées. Toutefois, nous admettrons des couples dç lettres non
barrées (un seul couple dans un mot).
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Bien que ces conventions limitent déjà le caractère général de nos chaînes
(entrave sans importance pour notre étude), nous les appellerons chaînes géné-
rales (chaînes de mots dans G, ainsi que chaînes de substitutions dans S) pour
les distinguer de diverses formes plus particulières auxquelles on peut les réduire.

3. Description du modèle des chaînes générales. — Notre intérêt se portant
sur l'ensemble préordonné des mots, nous rassemblons les sept relations définis-
santes sous deux titres :

I. ab-^a'b' résume a-^b, ab->c, c->ab\

II. Naissances. Disparitions.
D r o i t e s . . . . . . . . . ^a->-aa aa—^^a
Gauches. . . . . . . . Ïïa'->cta aa->^a

Un mot nouveau d'une chaîne s'obtient donc à partir du mot précédent de l'une
des façons suivantes :

I. sans changement de longueur du mot : AÀ = o ; on remplace le couple ab
par a ' b ' y c'est-à-dire a par a et b par b'',

II. avec changement de longueur : AÀ == -+- 2 ;
a. AÀ = + 2, naissance de aa ou de aa ;
3. AÀ ==—2, disparition de aa ou de aa.

Convenons d'écrire une chaîne de la manière suivante : les lettres d'un même
mot ont la même hauteur. ,Chaque lettre est entourée par des vides à gauche et à
droite. La largeur d'une même lettre reste constante dans les divers mots et égale
à celle de la lettre qu'elle remplace éventuellement. Donnons à toutes les lettres
la même largeur o et la même hauteur, disons i cm. Les lettres deviennent des
segments verticaux pourvus de noms (« la lettre ») , séparant les vides (champs)
rectangulaires. Les divers mots d'une chaîne sont « collés » l'un sous l'autre de
telle manière que les segments verticaux d'une lettre répétée ou remplacée se
prolongent. Nous ajoutons donc un mot de la manière suivante :

I. On prolonge de i cm les lettres conservées ou remplacées, les segments des
fibres prolongées changeant éventuellement de nom.

II. Dans les cas a et (3 on introduit (supprime) dans un certain vide deux
segments : on commence (finit) deux nouvelles (anciennes) fibres en subdivisant
un rectangle en trois (en confondant trois rectangles en un) ; il convient encore
d'incliner les segments extrémaux d'une lettre barrée (fibre croche), afin de
toucher sa conjointe non barrée; ainsi les deux sortent d'une même source
(naissance "== source positive) ou disparaissent dans un même puits (dispa-
rition == source négative). Les lettres sont ainsi les arêtes d'une figure plane.

Gonflons les fibres de façon à leur donner une largeur finie sans supprimer les
vides ; supprimons les lignes horizontales séparant un mot de l'autre, sauf là où une


