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MONOIDES PREORDONNES ET CHAINES DE MALCEV;

Par M. Dov Tamarr.

INTRODUCTION ().

On sait que 'immersion d'un domaine d'intégrité commutatif dans son corps
des quotients est susceptible d'é¢tre généralisée. En 1931, O. Ore donne la pre-
miére construction abstraite du corps des quotients pour une classe d’anneaux
non nécessairement commultatifs. Presque en méme temps, J. H. M. Wedderburn
traite un probléme semblable d’un point de vue un peu différent. En 1935,
A. Suskewitsch croit démontrer que tout semi-groupe peut étre plongé dans un
groupe, mais sa démonstration est reconnue fausse par A. Malcev qui donne,
en 1937, le premier exemple de semi-groupe non immersible dans un groupe et,
en 1939, des conditions nécessaires et suffisantes pour 'immersibilité.

Dans ce travail, nous nous proposons de généraliser le théoréme de Malcev a
deux points de vue : d’une part, nous n'imposons plus a 'opération définie dans
le semi-groupe et dans le groupe d’étre partout définie, c’est-a-dire que nous
cherchons & immerger un semi-groupoide dans un groupoide; d’autre part, nous
supposons que le semi-groupoide et le groupoide sont munis d’une relation de
préordre (onretrouve le cas abstrait si I'on identifie cette relation avec I'égalité).
Cette fagon de concevoir le probléme d’immersion permet de dégager les idées
essentielles ; tout en rendant les démontrations plus naturelles, elle conduit a des
¢énoncés plus généraux dont plusieurs corollaires sont nouveaux.

La premiere partie (§ I et II) introduit des concepts qui sont a la base de nos
généralisations. Dans le paragraphe I, nous définissons les monoides et les notions
fondamentales qui s’y rattachent (composabilité, rectangularité, associabilité,
connexion). Le paragraphe II étudie les notions de compatibilité (homogénéité,
simplificabilité, caractéres) liant 'opération du monoide avec une relation ou une
famille de relations et introduit les structures préuniformes. »

La deuxitme partie contient la généralisation indiquée ci-dessus du théoréme
de Malcev. Dans le paragraphe III, nous construisons le groupoide préordonné
engendré par un semi-groupoide préordonné et nous donnons les conditions
nécessaires et suffisantes d’immersibilité d’un semi-groupoide préordonné dans
un groupoide préordonné. La méthode utilisée est celle des chaines de mots que

() Que M. Croisot, qui a bien voulu revoir entiérement la rédaction de ce travail, veuille bien
trouver ici 'expression de notre vive gratitude.
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nous particularisons au paragraphe IV en n’utilisant que les chaines dites nor-
males, ce qui conduit au théoréme général d’'immersibité.

La troisitme partie donne a ce théoréme une forme plus maniable dans les
applications. Le paragraphe V développe des images intuilives des chaines de
Malcev (modeéle des courants et modéle circulaire) et la notion de chaine
connexe. Dans le paragraphe VI, nous déduisons de nombreux corollaires et
appliquons, en particulier, le modele circulaire a I'obtention des cas de O. Ore
et R. Doss (généralisés aux points de vue signalés plus haut).

PREMIERE PARTIE.

I. — Monoides abstraits.

1. Définitions générales. — Un monoide M cst un ensemble non vide muni
.d’une opération interne, binaire et uniforme, mais pas nécessairement partout
définie, que. 'on peut associer d'une fagon classique a une application a d’une
partie de M><M dans M.

Etant donné un monoide M, nous appelons relation de composabilité la

relation suivante K :
aX b < ab est défini

et nous notons Py le sous-ensemble de M><M constitué par les couples (a, &)
tels que I'on ait a KCb.

Une monade est un monoide dans lequel I'opération est partout définie; « est
alors une application de M><M dans M, c’est-d-dire qu'on a Py = M><M.

Etant donné, dans un monoide, un monéme, c’est-a-dire un produit d’éléments
de M ayant un’ sens, nous désignons par longueur du mondéme le nombre
d’¢léments de M dont il se compose.

A chaque monoide M, nous-associons. son monoide libre Ly dont les éléments
sont les monémes composés d’éléments de M. Le monoide M est image homo-
morphe du monoide Ly.

Soit G un compleze d’'un monoide M. Nous appelons monoide de trace M le
monoide obtenu en munissant C d’une opération définic par

zy =z dans C<=> zy =z dans M

pour trois éléments quelconques z, y, z de G. D’autre part, .nous désignons
par M(C) le sous-monoide de M engendré par les éléments de C : les éléments
de M(C) sont les éléments de C et les éléments de M égaux a un produit d’éléments
de C. On a M(C) = M, si et seulement si G est un sous-monoide de M.

2. Relations canoniques dans un monotde. Condition du rectangle. — Soit un
monoide M. Pour tout 2 € M, premier facteur de M><M, nous notons la coupe de
I'ensemble P, suivant z par K (z). Pour tout )- € M, deuxiéme facteurde M < M,
nous notons la coupe de Py suivant y par K—1(y).
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Dans la suite, nous supposons que K (z) et K~1(y) sont toujours non vides
ce que nous exprimons en disant que M est sans élément isolé.

Les deux familles de sous-ensembles { JC(z)}.eu et { () },en constituent
des recouvrements de M.

Définition. — On appelle relation de composabilité commune & gauche la
relation suivante y, :

avgb e il existe €M tel que 'on ait xKa et zIb. Autrement dit, on
av,=K1K.

On appelle relation de composabilité égale a gauche la relation suivante I'y :

al b= zHa est équivalent a b, c'est-a-dire a € K(x) est équivalent
a be IL(x) ou encore K1 (a)=I1(b).

On définit de méme la relation de composabilit¢ commune a droite v, et la rela-
tion de composabilité égale a droite I'y.

Les relations T'y et T'y (1) sont des relations d’équivalence et ’on a toujours I'y <y,
ety Yd

Les propositions suivantes résultent immédiatement des définitions.

Prorositiox 1. —T; est la relation d’équivalence canoniquement associée au
recouvrement { K (z) },.en, ¢'est-a-dire la relation d’équivalence la moins fine
parmi celles qui sont plus fines que ce recouvrement.

Prorosition 2. — Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

1° Le recouvrement { K(x) }.eun st une partition;
2° Le recouvrement { JC(y) },en est une partition;
3° Ona yg=Ty;

4 Onavye=Ty;

5° La condition du rectangle est vérifice :

aXz, aly, bKxr=bXKy.

Définition. — On appelle monoide rectangulaire un monoide vérifiant les
propriétés de la proposition 2.

Si M est un monoide rectangulaire, on peut établir une correspondance biuni-
voque entre les classes Y module I'y et les classes X module I'y : on fait corres-
pondre a chaque classe Y la classe X telle qu’il existe z € X et y € Y pour lesquels
on ait zHKy. Indexons alors les classes Y et les classes X a I'aide d’'un méme
ensemble I d'indices ¢ de telle fagon qu’une classe Y ait méme indice qu’une
classe X si et seulement si X correspond a Y dans l'application précédente. On «

alors
Py= U(x,xY,).

t€l

(1) Dans la terminologie de J. Riguer (1], p. 131, on a I, = noy—! X, I';= noy X.
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Adjoignons a M, monoide rectangulaire, un ensemble E = { ¢, },¢ en imposant
dans I'ensemble M*= M U E la lo1 de composition suivante :

1°zeM, yeM, zeM, zy = z dans M= 2y = 5 dans M,

2° re X, =>xe,= x;

I yeY=eay=y;

4° On a e,e,=e,;

5° En dehors des cas précédents, deux ¢léments de M* ne sont pas compo-
sables.

On voit immédiatement que M" est un monoide rectangulaire dont M est sous-
monoide. Chaque élément e, est élément unité a droite pour tout élément de X, et
élément unité a gauche pour tout élément de Y,. Deux éléments z et y de M” sont
composables si et si seulement il existe un élément e, qui soit clément unité a
droite de z et élément unité a gauche de y.

3. Associativité. — L’associativité ordinaire n’ayant de sens que dans une
monade, on la remplace par la conjonciion de :

1° un axiome d’égalité

(A o) a(bc)et(ab)c ontunsens=> a(bc)= (ab)c, ou, plus généralement, un
axiome de substitution :

soit (1’?0) a(bc) et (ab)c ont un sens = a(bc) - (ab)c (5);
soit (&_o) a(bc) et (ab)c ont un sens = (ab)c — a(bc);
soit (K—o) équivalent a (ATB) et (A_o) ensemble.

2° deux aziomes d’associabilité :

(A1) abetbcontun sens = a(bc) et (ab)c ont un sens;
(A 2) a(bc)aun sens < (ab)c a un sens.

Un monoide vérifiant (Ao), (A1) et (A2) est appelé un associatif. Un

monoide vérifiant (A—o) [ou (:ro)], (A1) et (A2) est appelé un demi-asso-
ciatif pour la relation de préordre — [ou <-].

Nous appelons un associatif rectangulaire demi-groupoide et, s'il est simpli-
fiable des deux cdtés, semi-groupoide. On peut adjoindre des éléments unités a
un demi-groupoide sans perdre I'associativité (*).

Prorosirion. — Un associatif commutatif est rectangulaire (*) et sa rela-
tion de composabilité est une relation d’équivalence. Il est une réunion de
demi-groupes commutatifs disjoints bien déterminés.

(?) Le symbole — représente une relation de préordre quelconque (c’est-d-dire une relation
réflexive et transitive).

(®) On peut aussi adjoindre des éléments unité 3 un semi-groupoide sans perdre la simplifiabiljté .
moyennant certaines précautions : emploi maximal d’éléments unité déja existants et adjonction
minimale d’éléments unité nouveaux.

(*) Un associatif non commutatif n’est pas nécessairément rectangulaire.
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Un semi-groupoide G (avec éléments unité) est appelé un groupoide si chaque
élément g € G posséde un élément inverse g tel que gg=1,, clément unité a

~ .

gauche de g et g2 = 3., ¢clément unité A droite de g.

4. Composantes connexes. — Nous définissons dans un monoide M la relation
par

a _|b < il existe m €M tel que am et mb aient un sens.

Autrement dit, on a =%

Prorositiox. — Dans un associatif, la relation _| est transitive. Dans un
monoide rectangulaire a éléments unité, on a K < | Dans un demi-grou-
poide a éléments unité, on a FK2=K:=K*=.... Si K est symétrique,
__| est réflexive et symétrique. La trace de la relation | dans I’ensemble des
éléments unité d’un demi-groupoide & éléments unité est un préordre.|

On |définit, dans un monoide M, la relation de connexion () comme étant la
fermeture transitive de la fermeture symétriquede _|. Sil'onaa 1 b, ondit quea
et b sont connexes. Les classes module |j sont appelées les composantes
connexes de M.

Les composantes connexes d’un demi-groupoide sont des demi-groupoides
connexes. Les composantes connexes d'un groupoide sont des groupoides
connexes. Les groupoides connexes sont des groupoides de Brandt.

II. — Monoides reliés.

I. Compatibilité simple. — Une relation R définie dans un monoide M est dite
homogéne a drotte si elle vérifie la propriété suivante :

(Hg) aRb=> ay et by ont un sens simultanément et, dans ce cas, ay Rby.

De la méme fagon, on parle de relations homogenes a gauche [ vérifiant la pro-
priété symétrique (Hg)] et de relations homogenes [vérifiant la propriété (H),
conjonction des propriétés (Hq) et (H,)].

La relation R est dite réguliére si elle vérifie la propriété suivante :

(R)aRb et ! Rb'= aa' et bb' ont un sens simultanément et, dans ce
cas, aa' Rbb'.

Prorositiox. — S¢ R est transitive, (H) entraine (R). Si R est réflexive,
(R) entraine (H). Si R est un préordre, (H) est équivglent a (R).

Nous appelons monoide préordonné un monoide muni d'une relation de
préordre, notée en général —, réguliere (3).

(*) Au licu de dire qu’un préordre est homogéne a droite (par exemple), on dira aussi qu’il est
invariant par rapport aux translations droites du monoide.
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Une relation R est dite simplifiable & droite si elle vérifie la propriété
suivante :
(Sa) ay Rby = aRb.

De la méme fagon, on parle de relations simplifiables a gauche [vérifiant la
propriété symétrique (S, )] et de relations simplifiables [ vérifiant la propriété (S).
conjonction des propriétés (S,) et (Sg)].

Prorositiox. — La réunion et lintersection d’une famille de relations
homogeénes a droite (ou simplifiables & droite) possédent la méme propriété.
Dans une monade, pour une famille totale et exclusive de relations, I’homo-
généité a droite et la simplifiabilité a droite sont équivalentes. Dans une
monade, une relation est homogeéne & droite si et seulement si sa relation
complémentaire est simplifiable ¢ droite.

2. Compatibilité collective. — Afin de laisser entrevoir des géneralisations
ultérieures, donnons quelques indications sur des familles de relations jouissant
de propriétés collectives au lieu de propriétés individuelles. Un exemple de
compatibilité collective est celui des caractéres. Soit aRb6, R €Il, ou II est une
tamille totale et exclusive de relation sur M, et c€ K~1(a)n K-1(b); il existe
nécessairement une relation R’ €1l et une seule, telle que ca R'cb. Si la substi-
tution R —> R' est invariante quels que soient les ¢éléments a et b tels que a R b.
on dit que ¢ « le R-caractére gauche R — R'. Sic a un caractére gauche par
rapport & chaque relation R €Il pour laquelle cette notion a un sens. ¢'est-a-
dire si

aRjb=>caR jcb,

ot R, Ryell, j'=j. étant une fonction de j, y.(j) ne dépendant que de c.
¢ a le I-caractére gauche yo= y.(J)- Un II-caractére est donc une application
d’une partie de IT dans II; si M est une monade, les II-caractéres sont des appli-
cations de II dans IT, et, ¢ventuellement, des permutations (par exemple, si M est
un groupe). Si chaque élément de M a un Il-caractére gauche, M est dit II-monoide
caractérisé a gauche. L’ensemble des caractéres gauche d’'un monoide, ou des
classes convenablement définies de tels caractéres forme par la composition
naturelle des substitutions un monoide caractéristique, y%s ou caractéroide
associé a M.

L’homogeénéité est le cas d’un seul caractere trivial, la substitution identique
formant le caractéroide trivial qui est le groupe réduit a son élément-unité.

x5 est un exemple d’un monoide de relations sur II. Il y a d’autres maniéres
d’associer 4 un monoide M, relié ou non, des monoides de relations et, en parti-
culier, de relations [sur M. M, ses monoides inverses (organisés par l'opération
inverse 4 droite ou & gauche) et ses monoides de relations ou de caractéres associés
donnent lieu a divers théorémes d’homomophisme, d’anti-homomorphisme et
d’isomorphisme caractérisant les divers associatifs dans lesquels on a, par exemple,
Ia proposition suivante :
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Prorositiox. — Un caractére droit et un caractére gauche sont permutables
(s’dls sont composables).

3. Structures préuniformes. — Une famille non vide ® de relations réflexives
sur un ensemble E est appelée base préuniforme (d’une structure préuniforme

sur E) si
1° @ est une base de filtre

R, Sed=3%e® tel que TZRNS;

2° @ possede la propriété de transitivité collective

Red=JR'ed telque R'R =ZAK.

Comme nous P'avons déja fait dans [3] (*), nous considérons toujours des
bases de filtre. Ceci dit, nous n’excluons pas la notion de filtre uniquement
déterming par une base, mais nous modifions sa signification en celle de classe
d’équivalence de bases. L'équivalence est la suivante :

AvBSA-BEB>A,

avee A < @B (A est plus fine que B) = (Be B=JA e A tel que A<B).

Si @ se¢ réduit & une scule relation R, le postulat 1° est trivialement vérifi¢;
(R est réflexive par hypothese et transitive d’apreés 2°, donc est un préordre. Les
systémes fondamentaux d’entourages d’une structure uniforme U (7) sont des
bases préuniformes vérifiant plus 'axiome de symétric

(Uh)Re®d=>JR'€ed tel que R-1LQR.

Les structures uniformes réduites a une seule relation sont des équivalences. On
peut donc dire que la structure préuniforme généralise la structure uniforme
comme le préordre généralise 'équivalence, et aussi que la structure préuniforme
géndralise le préordre comme la structure uniforme généralise I'équivalence ( fig. 1).

Posons U:)q):ndi. On a évidemment Mp> A; B¢ est don¢ une relation
RED
véflexive. Mg est méme un préordre,

Démonstration. — 11 suffit de montrer que (Mg est transitive, c’est-a-dire
My = Py. En fait, quel que soit R € @, il existe une relation R' € ® avec R"?<=R.
Parce qu'aussi Mg <= R’, on a D= R* <R quel que soit R, donc aussi
My =< PDy. En fait Dy = MDs.

Dans le cas d’une structure uniforme, Mg est une équivalence. Ceci justifie
complétement ce que nous venons de dire sur la structure préuniforme généra-

(®) § 5, p. 219, notamment la remarque 12.
(") BourBakI [2], chap. IIL
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lisant le préordre et la structure uniforme. En continuant l'analogie, nous
définissons :

Si P =A, ® détermine une structure préuniforme stPAREE.
Si Mg € ®, ® déterniine une structure préuniforme TRIVIALE.

Ces définitions sont justifiées parce que
O~V O = DY, = D, =
P~ P> (Ded = mem),

Dans le cas d’une structure préuniforme triviale, on a ® ~ { @}. C’est donc,
au fond, le cas de familles réduites & une seule relation.

Entre les structures uniformes séparées et les structures préuniformes, on peut
intercaler les structures « ordoformes » Q correspondant a 'erdre (intercalé entre
I’égalité et le préordre). On remplace (Uy) par un axiome d’antisymétrie :

R, ScQ=RnS—12A  (donc RnS—1=A).

Schéma de hierarchie

Cas La relation Familles de Espaces
particuliers  individuelle relations déduits
structur'e espaces pre-
préumforme -0 umformes(g &d,)
stru ure espace
ordoforme — “ordoforme
prétrenllls structure espace
;dre uniforme unuforme
treulns équivalenc
ou = structure unifor-me espace um-
séparée — — —* forme séparé
égalité
Fig. 1.

Enfin deuzx espaces préuniformes, l'espace gauche et l'espace droit, se
déduisent d’une structure préuniforme de la méme maniére qu’'un espace
uniforme se déduit d’une structure uniforme.

Démonstration. — On peut transférer, mot pour mot, la démonstration de
N. Bourbaki : elle ne mentionne pas 'axiome de symétrie. Naturellement, on doit
maintenant distinguer deux espaces déduits suivant qu’on utilise la coupe gauche
ou Ja coupe droite, bien que ces deux topologies peuvent se confondre dans
certains cas (*).

En adoptant une notion de compatibilité convenable (ce qu'on peut faire de

(®) BourBaAKI (loc. cit., § 2, n° 1) fait implicitement usage de la symétrie en n’explicitant pas les
coupes et en confondant ces deux topologies.
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maniéres diverses), on obtient la notion d’'une structure préuniforme compatible
avec I'opération d’un monoide, dite aussi : structure préuniforme invariante
(dans un sens qui doit étre précisé). Si, par exemple, le monoide est un (semi-)
groupe, on obtient ainsi la notion de (semi-) groupe préuniforme, qui est aussi
de deux maniéres un espace topologique par la construction ci-dessus. Un tel
groupe ne sera pas, en général, un groupe topologique parce que la liaison entre
la topologie et 'opération est plus faible : si V=V(e) est un voisinage de
I'identité e, V=! n’est plus nécessairement un voisinage de e (*).

DEUXIEME PARTIE,

III. — Groupoides préordonnés.

1. Construction du groupotde préordonné G engendré par un semi-groupofde
préordonné S (dans lequel, non seulement ’égalité, mais aussi le préordre, noté —,
sont simplifiables). — Prenons l'ensemble {a, b, ¢, ...} des éléments de S
comme ensemble de générateurs de G et imposons deux types de relations défi-
nissantes : :

1 @ — b si cette relation a lieu dans S;
2° ab = c si cette égalité a lieu dans S.

. Explicitons la construction de G. Nous construisons d’abord un groupoide
préordonné G, dont les éléments z, y, ... sont :

a. les mots construits a I'aide d’éléments de S et d’inverses formels ‘d’éléments
de S (nous noterons a l'inverse formel de a, pour tout @ € S) de telle maniere que
les conditions suivantes (C) soient vérifiées :

si.ab apparait dans un mot, on a dans S, aJb (définition au § I, n° 1);

si (_zb,apparait dans un mot, on a dans S, ay,b (définition au § I, n° 2);

siab apparait dans un mot, on a dans S, ay4b (définition au § I, n° 2);

siab apparait dans un mot, on a dans S, b a;

b. des symboles s‘indexés par des éléments de I'ensemble I défini a partir de S
par la méthode du paragraphe I, (n°® 2).

Dans G, la relation de composabilité JCo et 'opération sont définies de la facon
suivante :

a. M et M’ étant deux mots quelconques, éléments desGo, on a MIK, M’ si et
seulement si la justaposition de M et M' donne un mot M" satisfaisant aux
conditions (C); on pose alors MM'=M";

(?) Pour un autre geare de groupes pseudo-topologiques, ¢/. la note (6).
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b. M étant un mot quelconque, ¢lément de G, et ¢, un des symboles définis
plus haut, on a M&,e, si et seulement si, a (ou a) désignant le dernier élément
de M, on a a€X, (ou a€Y,); on pose alors Me,=M et I'on notera encore ¢,
par dy;

c¢. Dans les mémes hypotheses, on a ¢ JCoM si et seulement si, a (ou E) dési-
gnant le premier élémentde M, onaaeY, (oua eX ) on posera alors e M =M
et 'on notera encore ¢, par vy;

d. e Key=1=1"; on pose alors ¢,¢,= ¢,.

On vérifie sans peine que G, est un groupoide dont les symboles ¢, sont les
éléments unités. ‘

Dans G, le préordre est défini comme la fermeture transitive et réguliere de la
relation R telle que 'on ait # Ry dans I'un ou P'autre des cas suivants :

1°x—=ae€Sety=>beS avec a—> b dans S;

2° z=ab(aeS, beS) et y =c €S avec ab=c dans 5;
3 xz=ceSety—=ab(aes, beS) avec ab=c dans S;
4° r=aa ety =¢aveca€Y,;

5 z=¢ety=aaaveca€Y,;

6° z=aaety=¢ avec a€X;

7° =g ety =aaavec a€X,.

Par suite, deux éléments de Go, A et B, sont tels que A — B si et seulement si
Pon peut trouver une chaine d’éléments de G, :

A=M—>M,, M1—>M:,...,MP_1->MPEB (1°),

ou les M;_y — M; sont de la forme X;A;Y;—> X;B;Y; (X; et Y; pouvant étre \ldes\
avec A;RB;.

On dit que A~ B est la conclusion de la chaine considérée ou encore la
conclusion de groupe de la chaine { Ai— Bili_i,,...,p de substitutions élémen-
taires. On dit que A; est ’antécédent et B; le postcédant de la i*™ substitution.

Le groupoide préordonné G est construit a partir de G, par homomorphisme,
deux éléments A et B de G, étant considérés comme équivalents si 'on a A&, B,
ol &, désigne la fermeture transitive et réguliere de la relation R, telle que l'on
ait R,y dans 'un ou I'autre des cas 2°, 3°, 4°, 5°, 6°, 7° définissant la relation R.
On voit aisément que G est aussi un groupoide et qu'il est préordonné car

A>B, A=A(&), B=B(8)=A'>B.

2. Remarques élémentaires. — Par suite de ’homogénéité, A — B entraine 1, =1y,
0, = dy; l'existence de XAY équivaut donc a celle de XBY. A fortiori, les mots
d’une classe (représentant un méme élément) ont méme élément unité a gauche
et méme élément unité & droite.

(1) = est le signe d’identité.
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Les démonstrations suivantes de quelques propositions simples illustrent la
méthode.

Prorositiox 1. — @ — b dans S = b — a dans G.

Démonstration :

>
|

d;=byy=by.=baa>bba=8a=da=v;a=a.

Cest une chaine de quatre mots, ou de trois substitutions : p = 3.

Prorositiox 2. — a — b dans S = ab — ba dans G.

Premiére démonstration par une chaine avec p = 4 :

ab—>bb=y,=Yo=aa-—>ba.

Deuxiéme démonstration : conséquence de la proposition 1 et de la régularité
du préordre.
On démontre de méme :

ab — ¢ dans S = a — ¢b, b —> ac, ¢ — ba dans G;
ab = ¢ dans S = ¢ = ba dans G.

On voit que tout se passe comme dans un groupe.

a@==>b comprend, en particulier, a —>b et b—>a; mais a—>b ¢t b—>a
n’entrainent pas @ — b. Pour définir le préordre dans I'ensemble des mots, on
n’emploie que les sept relations définissantes :

c—>b; ab ->c; aa—>7y-; aa—>3g;

c->ab; Ya> aa; 3a—>aa.

On peut résumer, par exemple, les trois substitutions consécutives ab = c,
¢c—c, ¢ =a'b' par ab— a'b'. Plus généralement, si S =852, par exemple si S
est a éléments unité, toutes ces substitutions peuvent étre écrites sous la
forme ab— a'b’. Inversement, en conséquence de la notion méme d’opération
binaire, des relations quelconques peuvent toujours s’écrire comme des systemes
de relations de la forme ab — ¢ ou ¢ — ab; par exemple, (ab)c = a(bc) équivaut
a dire

ab=u, be=v, uc = z, av = 3.

On peut symboliser la composition binaire ab = c(ab — ¢) par la figure 2, ou
par la figure 3; la décomposition binaire ¢ = ab(c — ab) par la figure 4, ou par
la figure 5. On a ainsi comme symbole de la demi-associativité (¢f. § I, n° 3) la
figure 6 qu’on réduit a la figure 7 ou encore 4 la figure 8 et qui n’est au fond qu’un
tétraedre ( fig. 9).

Dans le paragraphe V, nous reviendrons en détail sur ces configurations (11).

(1) Nos conventions sont choisies pour s’adapter a notre probléme particulier. Elles ne sont pas
les seules possibles. Cependant nous avons cra devoir garder les notations de Malcev d’autant plus
que celles-ci sont rendues particuliérement intuitives par le modéle circulaire (¢f. § V, 6 figures).
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Outre la convention de considérer seulement des relations de la forme ab—> a'b’,
on peut se borner aux mots alternatifs, composés alternativement de lettres

Y o L <

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. Fig. 5
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barrées et non barrées. Toutefois, nous admettrons des couples de lettres non
barrées (un seul couple dans un mot).






