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REALISATION DES GROUPES COMPLETEMENT RETICULES;

PAR

PauL Jarraro.

Résumé. — Définition et détermination des homomorphismes complétement coré-
ticulés d’un groupe abélien complétement réticulé G. Condition d’existence de tels homo-
morphismes dans le cas ou limage doit &tre totalement ordonnée. Définition d’une
réalisation complétement coréticulée d’un groupe abélien complétement réticulé G.
Condition d’existence d’une telle réalisation.

Dans un travail mémorable |6], LORENZEN a montré que tout groupe
abélien réticulé G peut étre considéré comme un sous-groupe coréticulé d’un
produit direct ordonné I' de groupes totalement ordonnés [ c’est-a-dire que les
opérations inf (z, y) et sup (2, y) coincident sur I' et sur G]. Si le groupe G
est complétement réticulé, on peut chercher a réaliser G comme sous-groupe
complétement coréticulé d’un produit direct  I" de groupes totalement
ordonnés [c’est-d-dire chercher a ce que les opérations inf(A4) et sup(A4)
coincident sur G et I" non seulement lorsque 4 est un sous-ensemble fini
de G, mais encore lorsque c’est un ensemble majoré dans G dans le cas de
Popération sup, et minoré dans le cas de I'opération inf]. En appliquant la
théorie des filets que nous avons introduite dans une étude antérieure [4],
nous montrons que ce probléme n’admet pas toujours une solution. Pour qu’il
en admette une, il faut et il suffit que tout filet non nul de G soit supérieur
ou égal a un filet minimal, c’est-a-dire que G admette une réalisation irréduc-
tible. On en déduit en particulier que si le groupe complétement réticulé G
admet une réalisation comme sous-groupe complétement coréticulé d'un

\

produit direct ordonné I' de groupes totalement ordonnés <P ::I] G‘) ) cette
el

réalisation est unique et tous les groupes totalemeunt ordonnés G, intervenant

dans cette réalisation sont isomorphes, soit au groupe additif des entiers ordi-

naires, soit a celui des nombres réels.

Tous les groupes intervenant dans cette étude sont abéliens. Ils seront
notés additivement. Par groupe ordonné, nous entendrons, sauf mention
expresse du contraire, groupe partiellement ordonné. Si G est un groupe
ordonné, nous désignerons par G I'ensemble de ses éléments positifs ou nuls.
Si  est un élément du groupe réticulé G, on note z* 1'élément sup (z, o)
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et z— I'élémenl — inf(x, o). On a alors £ =x*+— z— et inf(x*+, z-)=o0
(z* et z— sont donc étrangers). On pose | | = 2* + 2—. Si X est une partie
du groupe ordonné G bornée supérieurement (resp. inférieurement) par
I'élément z, on pose x = sup (L") [resp. # —=inf(.L)]. Le groupe G est dit
compléetement réticulé si toute partie majorée de G est bornée supérieure-
ment.

1. Homomorphismes complétement coréticulés. — Un homomorphisme -
d’un groupe ordonné G dans un groupe ordonné I' sera dit croissant si pour
tout couple x; y€ G, la relation x <y entraine ¢(z) <L ¢(y). Il faut et il
suffit pour cela que ¢ (G, )cCo(T,).

Un homomorphisme ¢ d’un groupe réticulé G dans un groupe réticulé T
sera dit coréticulé (1) si pour tout couple z, y € G, on a la relation

¢ (sup (2, y)) =sup (¢(2), 9(¥))-

Cette relation entraine alors
¢(inf (2, y)) =inf (¢ (2), 9(¥))-

Un homomorphisme coréticulé est nécessairement croissant.

Dans le cas ou G et I' sont tous deux complétement réticulés, I'’homo-
morphisme ¢ sera dit complétement coréticulé si tout ensemble borné supé-
rieurement X de G a pour image ¢ (.X') un sous-ensemble borné supérieure-
ment de I tel que :

¢ (sup (X)) =sup (9(X)).

On voit immédiatement que pour que ¢ soit complétement coréticulé, il
faut et il suffit que tout sous-ensemble borné inférieurement ¥ de G ait pour
image ¢ ( ¥') un sous-ensemble borné inférieurement de I tel que

¢ (inf (X)) =inf (9 (X)).

Un tel homomorphisme est évidemment coréticulé. On donnera plus loin
I'exemple d’'un homomorphisme coréticulé qui n’est pas complétement coré-
ticulé.

Si H est un sous-groupe du groupe ordonné G, I le groupe quotient G/H
et @ ’homomorphisme canonique de G sur I, on sait (voir [&] que pour que
I'on puisse définir sur I' une structure d’ordre, compatible avec sa structure
de groupe, et telle que ¢ soit croissant, il faut et il suffit que H soit un sous-

Iy

groupe isolé de G, c’est-a-dire tel que les inégalités

h=Zx<Lh, (hyy hoell; € G)

entrainent zx € H.

(*) Un tel homomorphisme est appelé dans [4] homomorphisme propre.
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Parmi les structures d’ordre définies sur I' qui rendent ¢ croissant, il en
existe une moins fine que toutes les autres. Elle est définie par la condition

F=¢(G4)
ou encore
¢(z)>o0 = {3JheH, avec 1}

Le groupe quotient G/H ainsi ordonné sera dit ordonné canoniquement.
On sait (voir [4], chap. I) que si H est un sous-groupe isolé du groupe
réticulé G, pour que G/H ordonné canoniquement soit réticulé et pour que
I’application canonique de G sur G/H soit coréticulée, il faut et il suffit que A
soit un sous-groupe coréticulé de G (?), c’est-a-dire tel que, pour tout
couple z, y d’éléments de H, sup («, y) (dans G) appartienne a H.

Si G est un groupe complétement réticulé, nous appellerons bande de G
tout sous-groupe isolé / de G tel que tout sous-ensemble X" de H borné
supérieurement dans G ait pour borne supérieure (dans G) un élément
de H (3). Ceci posé, nous avons le :

TreorEME 1. — Pour que le sous-groupe isolé H du groupe complétement
réticulé G soit une bande, il faut et il suffit que le groupe G/H ordonné
canoniquement soit complétement réticulé et que Uapplication canonique o
de G sur G/H soit complétement coréticulée.

Les conditions sont suffisuntes. — Soit ¢ une application complétement
coréticulée de G sur le groupe G/H complétement réticulé. Soit X c H tel
que « = sup (") (dans G&). On a alors

9(x)=sup ¢(X)=sup(o)=o, c’'est-d-dire z€H.
Le sous-groupe H est bien une bande de G.

Les conditions sont nécessaires. — Supposons que H soit une bande de G.
Soit (z,), ¢ runsous-ensemble de G tel que z—=sup (z,).
Montrons que dans G/H on a

9 (z) = sup (¢(21) )er
Les relations & > «x, entrainent
o(z)>¢(2), Vel
Soit maintenant y € G tel que
e x9(z), Vel

(%) Un tel sous-groupe est appelé dans [4] sous-groupe propre.
(3) On voit que dans le cas ot G est un espace de Riesz, on retrouve la définition des
bandes donnée dans [2].
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On a pour tout te€/
¢y —x)>o0.
Posons

5=y — &y

On a ¢(z,)~= ¢(s7) puisque ¢ est une application coréticulée. ¢(z,) > 0
entrainant ¢ (3,)~=—=o0, onadoncs; € H (Vi€ ). D’autre part, z—inf (3,)=y — 2
est tel que

— s—=1nf (3, 0) = inf (inf (3,, 0)) ="inf (— 27).

Comme H est une bande, les relations 3y € H (Vi€ ) entrainent z—€ H
et 9(3) = 9(5+) X 0, c’est-d-dire encore ¢ (inf(y — z,)) > o.
Or

¢ (inf(y — ) = ¢ (y +inf(— x)) = ¢(y — sup(2,)) >o0.

On a donc
P(¥) > g (sup(@)) = ¢ ().

D’ou I'égalité cherchée :
¢ () =sup(¢ (1))

Montrons maintenant que G/H est complétement réticulé.

Soit (¢(@;)).e1 un sous-ensemble de G/H majoré par ¢(a). D’aprés la
définition de la structure d’ordre de T, pour tout (€7 il existe h, € H tel
que a> x,+ h,—y,. Le sous-ensemble (y,),e; du groupe complétement
réticulé G étant majoré par @ admet une borne supérieure y = sup (y,) et,
d’aprés ce que I'on vient de montrer,

@(y)=sup (¢(y.))=sup(e(z\)).

Donc sup (¢(z,)) existe et G/H est complétement réticulé. D’ou le
théoréme 1.

Montrons maintenant sur un exemple simple qu'un sous-groupe isolé
coréticulé d’'un groupe complétement réticulé n’est pas nécessairement une
bande.

Seit £ '’ensemble des entiers ordinaires supérieurs ou égaux a 1. Soit G le
groupe complétement réticulé formé par toutes les fonctions a valeurs réelles
définies sur E. Soit H le sous-ensemble de G formé par les éléments x de G

tels que la sérieZw(n) converge absolument.
1
On voit immédiatement que # est un sous-groupe de G. Il est isolé, car si
Yonao<LyZxetaxeH,lesinégalités | y (n)|L|x(n)| et la convergence
absolue de la série £'(n) entrainent celle de la série y (n).
H est un sous-groupe coréticulé de G, car si 5 = sup (z, ¥), avec z, y € H,
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les inégalités
l2(rn)| Z|2(n)|+|y(n)| (VneE)

entrainent la convergence absolue de la série z(n).
Montrons que H n’est pas une bande de G.
Soit a€ G ainsi défini :-@(n) = 1/n? et soient les éléments b,,(m € E) ainsi
définis :
bp(n)=1 si n<Zm,
bp(n)=a(n—m) si nX>m—+ 1.

On voit que b€ H(VmeE). On a dans G
sup(bm) =6 [avec b(n) =1, VneFE]
et cependant b ¢ H.

2. Homomorphismes sur des groupes totalement ordonnés. — Rappelons
briévement (voir [6]) comment les homomorphismes coréticulés du groupe
ordonné G sur des groupes totalement ordonnés correspondent biunivoque-
ment aux ¢-idéaux premiers de G.

On appelle t-idéal premier de G tout sous-ensemble p de G vérifiant les .
conditions suivantes :

(1) v~ 6., 9,

(2) {zxep et Ly entraine y €y,

(3) z,YEP entraine inf (z, y)€yp,

4) fz,y€elG ,xz+y€yp et xéyp| entraine ye€yp.

On appelle maximal un t-idéal premier de G qui n’est contenu dans aucun
autre, minimal un t-idéal premier de G qui n’en contient aucun autre.

La correspondance indiquée entre les ~idéaux premiers de G et les homo-
morphismes coréticulés de G est définie de la fagon suivante : p étant un
t-idéal premier, le sous-ensemble Hy de G défini par les conditions

re€Hy = {(xt, z &p}

est un sous-groupe isolé et coréticulé de G tel que G/Hy= Gy soit totalement
ordonné. L’homomorphisme correspondant 4 p est alors I'application cano-
nique ¢p de G sur Gy.

Réciproquement, si ¢ est un homomorphisme coréticulé de G sur le groupe
totalement ordonné T', le sous-ensemble g de G, défini par

reqg = [xe€G. et 9(z)>o0}
est un f-idéal premier de G tel que ¢ (o) = /g : on peut donc identifier ¢

a Qg.
Parmi les ¢-idéaux premiers de G, certains sont particuliérement remar-
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quables, ce sont ceux que 'on peut définir a partir des filets minimaux de G
(voir [4], chap. II).

G étant réticulé, rappelons que I'on appelle filets de G les classes d’équi-
valence définies sur I’ensemble G par la relation :

a=b = |{inf(a,z)=o0 = inf(b,xz)=0 (VzeG,)}.

@ désigne le filet auquel appartient I'élément a de G..
L’ensemble F des filets de G est ordonné par la relation

a<b = [{inf(b,z)=o0 — inf(a,z)=o0 (Vz€G)}.

g forme alors un réseau admettant pour plus petit élément le filet 5. On
dit que le filet @ est minimal si I'on a les relations

a o et xr<<a—>x=0o.

@ étant un filet minimal de G, on peut lui associer le z-idéal premier p
ainsi défini

z€yp; = inf(a,z)>o.

On voit aisément a partir de la théorie des réalisations que pour qu’un
t-1déal premier puisse étre défini a partir d’un filet minimal, il faut et il
suffit qu’il soit maximal et qu’il contienne un élément a tel que p soit le seul
t-idéal premier maximal contenant @. On a alors p = p;.

Si G est un groupe totalement ordonné, on partage G. en classes d’équi-
valences dites étages de G. Deux éléments a et & de G sont dits appartenir a
un méme étage (*) si ’on peut trouver deux entiers strictement positifs m et n
tels que b <Zma et a<nb. On désigne par & (a) Vétage défini par a.
L’ensemble des étages de G est totalement ordonné par la relation

&(a)<&(b) = [&(a)£E(b) et a<b}.

THEOREME 2. — Les seuls groupes totalement ordonnés et complétement
réticulés distincts de { o | sont le groupe additif des entiers ordinaires et le
groupe additif des nombres réels.

Soit G un groupe totalement ordonné non archimédien (c'est-a-dire qui
n’est pas isomorphe 4 un sous-groupe du groupe additif R des nombres réels).
On peut trouver des éléments a et b de G tels que

o<a b et &(a)<6&(b).

L’ensemble (na) (n parcourant 'ensemble Z,_ des entiers ordinaires positifs
ou nuls) est majoré par . Il n’admet cependant pas de borne supérieure car,
s’il est majoré par ¢, il est encore majoré par ¢ — a < c.

(%) Voir [5].
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Un groupe totalement ordonné et complétement réticulé G est donc archi-
médien. Par suite, on peut le considérer comme un sous-groupe de R. Si G
est discret, il est soit trivial, soit isomorphe a Z. Supposons qu’il ne soit pas
discret. Il est alors dense dans R. Supposons-le distinct de R et soit a€R,
ag G. L'ensemble des éléments de G majorés par a dans R est encore majoré
dans G, donc admet une borne supérieure a’' dans G. On a par hypo-
thése a2 a’ et, G étant dense dans R, il y a entre a et @' une infinité
d’éléments de G, ce qui entrainc une contradiction. Si G n’est pas discret, on
a donc G =R, d’ou le théoréme.

COROLLAIRE. — Si p est un t-idéal premier du groupe complétement
réticulé G tel que Iy soit une bande, il est minimal.

En effet, Gy est alors un groupe totalement ordonné complétement réticulé,
donc archimédien. Raisonnons par 'absurde : Soit g un ¢-idéal premier de G
tel que gCp. On a Hg> Hy et HgzZ Hy. Donc ¢y (Hg) est un sous-groupe isolé
non trivial du groupe archimédien Gy, ce qui est absurde. D’ou le corollaire.

Si p est un ¢-idéal premier du groupe complétement réticulé G, nous allons
chercher quelles conditions doit remplir p pour que Gy soit complétement
réticulé et gy une application complétement réticulée, c’est-a-dire pour
que Hy soit une bande de G. Pour cela nous allons d’abord montrer le :

TreorREME 3. — G étant un groupe complétement réticulé, tout t-idéal
premier y de G tel que Hy soit uné bande est un t-idéal premier maximal.

Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe un ¢-idéal premier m tel
quepcmet pZm. On a HnC Hy, Hn = Hy. Désignons par ¢ ’homomor-
phisme canonique coréticulé de Gm= G/Hm sur Gy—= G/Hp. On a ¢p= Yom.

Pour tout z € G, on posera

Z = om(x) et z=gp(z) =¢(Z).

m n’étant pas un f-idéal premier minimal de G, G n’est pas archimédien
et, par suite, a au moins deux étages distincts de € (0). Soit a€ G tel
que @ > o. En vertu du théoréme 2, Gy est archimédica <t, par suite (*), & (@)
est un étage maximal de Gm. Le noyau Hp de § est ainsi défini

zeHy = 6&(|z|)<8(a).

On voit par suite que le sous-ensemble Zy de Gm est majoré par @ et n’est
pas borné supérieurement.

Soit z € Hy. On a < @ et, par suite, ¢m () < ¢m (). Il existe donc h € Hm
tel que a>z+h =y.

Donc toute classe Z appartenant 3 Hy peut étre représentée par un élément, y
tel que << @. On peut donc poser

Hy= (¥)en  avec y.<a(Viel).
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Le sous-ensemble (y;).e; de G étant majoré par @ admet une borne supé-
rieure y. Comme Hy est une bande de G, on a y € Hy et par suite 7&3,. Les
relations ¥, ¥ montrent alors que Hp admet ¥ pour plus grand élément, ce
qui contredit le fait que Hy n’est pas borné. D’ou le théoréme.

CoRroLLAIRE. — Si G est un groupe complétement réticulé, tout t-idéal
premier p de G, tel que Hy soit une bande, est a la fois maximal et
minimal.

Ceci posé, nous pouvons maintenant montrer le :

THEOREME k. — G étant un groupe complétement réticulé, pour que le
sous-groupe Hy de G correspondant au t-idéal premier p soit une bande, il
Sfaut et il suffit que p soit défini par un filet minimal de G.

La condition est suffisante. — Supposons que I'application ¢p soit définie
par le filet minimal @. On a, par définition,

zeHy = {inf(z+, a)=inf(z", a)=o0}.

Soit y = sup ()1 ).en avec (¥ )ierC Hy.

On a y+=—sup () etles relations inf (], @) = o entrainent inf (y*+, a =0)
(voir, par exemple, [2], p. 19).

On montrerait de méme que inf (y—, @) —=o. Donc y € Hy et Hy est une
bande.

La condition est nécessaire. — Supposons que Hp soit une bande. D’aprés
le théoréme 3, p est un ¢-idéal premier maximal de G. Soit (m), ¢, I'ensemble
des ¢t-idéaux premiers maximaux de G. A toutindice ¢ € / est associé un homo-
morphisme coréticulé 2 -z (t) de G sur un groupe totalement ordonné G;.

Si I'on considére le produit direct ordonné T’ :HG‘, on sait (voir [6]) que

el
Pon peut considérer G comme un sous-groupe coréticulé de I' en identifiant

I'élément = de G & l’élémentHw(c) de T'. On obtient ainsi une réalisation
terl
de G (comme sous-groupe coréticulé d’un produit direct ordonné de groupes
totalement ordonnés). Soit a €7 tel que p =m,.
Soit a€yp. [On a alors a(a)> o] et soit A le sous-ensemble de G, ainsi
défini

r€Ad = |oLzxLaetzx(a)=o};

A n’est pas vide puisque o€ A. Il est majoré par @, donc, puisque G est
complétement réticulé, A est borné supérieurement par a’=sup (A4). Les
éléments 2 de G tels que x(a) =0 sont précisément les éléments de la
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bande Hy. Par suite A C Hy entraine o' € Hy et a'(a) = 0. On a donc
a=a+a, avec a’>o et a"(a) =a(a)>o.
Supposons qu’il existe un indice 3 € I tel que

BHa et a"(B)>o.

Comme les ¢-idéaux premiers maximaux m, et mg sont distincts, 3b&mg
tel que b g m,. Posons ¢ =inf(a’, b) > 0. On a

c(B)>o, c(a)=o et a">c>o.

On peut donc écrire
a'=c+a" (a"> o).
Par suite,
a=d+a" +c.
On a donc les relations

a+c<a et (¢ +c)(a)=a'(a) +c(a) =0;

donc @'+ c€ A4, ce qui contredit 1’égalité o' —sup (4).

On voit donc qu’un tel indice 3 ne peut exister; et a est le seul élément ¢
de 7 tel que a’(t)> o. Le filet @’ est donc minimal et définit le ¢-idéal
premier m, —p. D’ou le théoréme.

Rappelons (voir [#]) qu’une réalisation d’un groupe réticulé G dans un
produit direct ordonné de groupes totalement ordonnés est dite irréductible

si pour tout indice « €7, ’homomorphisme canonique de G dans I‘a:HG;
(]

a un noyau non nul. Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que chacun des

homomorphismes coréticulés ¢, de G sur G, soit défini par un filet minimal.

Si G est complétement réticulé, nous dirons qu’une réalisation de G

dans T :]—[ G, est une réalisation complétement coréticulée si elle définit G
el

comme un sous-groupe complétement coréticulé de T, c'est-a-dire tel que

tout sous-ensemble 4 de G majoré dans I' ait sa borne supérieure (dans I')

contenue dans G. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que chaque

groupe G, soit complétement réticulé et chaque homomorphisme ¢, complé-

tement coréticulé. On déduit donc du théoréme & le :

CoroLLAIRE 1. — Pour que le groupe complétement réticulé G admette
une réalisation complétement coréticulée, il faut et il suffit que G admette
une réalisation irréductible.

On sait, d’autre part 4], que si un groupe réticulé admet une réalisation
irréductible, cette derniére est unique (elle est obtenue en prenant tous les
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homomorphismes coréticulés de G définis par des filets minimaux). On
déduit donc immédiatement des théorémes 2 et b le :

CoRrOLLAIRE 2. — Un groupe complétement réticulé G admet au plus une
réalisation complétement coréticulée. Cette réalisation (si elle existe) est
irréductible et les groupes totalement ordonnés quila définissent sont
isomorphes au groupe additif des entiers ordinaires ou au groupe additif
des nombres réels.

CoRoLLAIRE 3. — Si le groupe complétement coréticulé G n’admet pas de
Silet minimal. aucun homomorphisme de G sur un groupe totalement
ordonné n’est complétement coréticulé.

Nous allons maintenant montrer qu'il existe des groupes complétement
réticulés qui n’admettent pas de réalisation complétement coréticulée.

Rappelons (voir [3], [7] et[8]) qu'un espace topologique E est dit stonien
s'il est compact et si le groupe ordonné G de toutes les fonctions continues
sur I a valeurs réelles est complétement réticulé. Il est facile de voir que les
filets minimaux de G correspondent aux points isolés de £ :

Pour que deux éléments f et g de G, appartiennent & un méme filet, il faut
et il suffit que f~*(0o)=g—'(0). D’autre part,

f<g = g*'(o)cf (o).

Si a est un point isolé de £ la fonction caractéristique du sous-ensemble { a }
est donc un élément de G, définissant un filet minimal.

Montrons, d’autre part, que si f€ G, est tel qu’il existe deux points
distincts @ et b avec f(a), f(b)> o, le filet f n’est pas minimal; E étant
compact est complétement régulier et, par suite, il existe un élément gde G
tel que g(a) =1 et g(b) =o. Soit & =inf (f, g). On voit que f> A > 0;le
filet f n’est donc pas minimal.

On voit donc que pour que le filet f soit supérieur ou égal a un filet mini-
mal, il faut et il suffit qu’il existe un point isolé a de E tel que f(a)> o.

On sait, d’autre part [4], que pour que le groupe réticulé admette une
réalisation irréductible, il faut et il suffit que chaque filet soit supérieur ou
égal & un filet minimal. On en déduit que pour qu'il en soit ainsi il faut et il
suffit que I'espace stonien E soit discret, donc composé d’un nombre fini de
points. On a donc le :

TueoreME 8. — Pour que le groupe complétement réticulé G formé par
les fonctions numériques continues sur lUespace stonien E admette une
réalisation complétement coréticulée, il faut et il suffit que E soit fini.

SiI'on enléve d’un espace stonien non discret £ ses points isolés (qui sont
en nombre fini) on obtient un espace stonien E’ sans point isolé. Le groupe
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complétement réticulé G’ des fonctions numériques continues sur £’ n’admet
pas de filet minimal, donc il n’existe aucune application complétement coré-
ticulée du groupe complétement réticulé G' sur un groupe totalement
ordonné.
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