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INTRODUCTION.

Le point de départ de ce travail a été la « conjecture de Feldbau » {cf.
J. FELDBAU [1]). Une forme affaiblie de cette conjecture est la suivante :

(F) Le groupe .SW/z+i), et le groupe Gn des automorphismes de la
sphère Sn qui conservent l'orientation, sont homotopiquement équivalents.

On n'a aujourd'hui aucune raison de penser que (F) soit exacte pour toute
valeur de n. Quant à la conjecture analogue relative (au lieu de Gn) au
groupe \\n de tous les difféomorphismes de Sn conservant l'orientation,
J. MILNOR a montré en [1] qu'elle est inexacte pour n=6. Par contre,
S. SMALE a conjecturé que S0( 4 ) et H., sont homotopiquement équivalents.
Or le principal résultat de notre deuxième partie (corollaire 1 du théorème 8,
chapitre III) affirme que si la conjecture de Smale est exacte,, « le groupe H
des difféomorphismes, et le groupe G des automorphismes de la structure
topologique d'une variété différentiable compacte de dimension 3, sont
homotopiquement équivalents ». Il en résulte notamment que si la conjecture
de Smale est exacte, la conjecture (F) est exacte pour n = 3 ( 2 ) .

La démonstration du théorème 8 nécessite une étude préalable des
propriétés topologiques des espaces de plongements différentiables (en
particulier des espaces de difféomorphismes). Or l'étude des espaces de
plongements différentiables présente par elle-même un grand intérêt. Des
travaux récents, au premier rang desquels il faut mettre MILNOR [l], ont en

( 2 ) Ce résultat a été annoncé dans J. CERF [1]. La conjecture de Feldbau forte pour
n = 2 [i. e., S 0 { 3 ) est un rétracte de déformation de G2] a été démontrée, dès 1926,
par H. KNESER [1 ]; ce théorème a été retrouvé depuis par différents auteurs, notamment
M. E. HAMSTROM et E. DYER [ l ] , qui obtiennent en même temps d'autres résultats.
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effet ouvert des perspectives nouvelles en ce qui concerne l'étude des
structures differentiables sur les variétés, et cette étude est étroitement liée à
celle des espaces de plongements. Nous avons donc été conduit à donner à
notre étude des espaces de plongements un caractère systématique; c'est
cette étude qui occupe la première partie de ce travail (Préliminaires, cha-
pitres 1 et II).

Nous avons été conduit par les applications, que nous avions en vue, à
généraliser un peu la notion habituelle de variété différentiable à bord : les
« variétés » que nous considérons peuvent avoir des singularités analogues à
celles du cube fermé. Le choix de cette catégorie présente le double avantage
suivant : c'est une catégorie avec produits (contrairement à celle des variétés
differentiables à bord); et l'on peut recoller entre eux certains objets de la
catégorie sans qu'il soit nécessaire d'« arrondir les angles ». Le chapitre 1 est
consacré à la définition et à l'étude générale des « variétés » en ce sens et
des espaces fonctionnels correspondants. La principale difficulté qu'on
rencontre du fait de cette généralisation est la suivante : il faut montrer
l'existence de « voisinages prismatiques du bord » en un sens convenable:
c'est l'objet du théorème 1, (2.2.1). Grâce à ce théorème, on peut étendre
au cas des « variétés » un certain nombre de résultats classiques : notamment
les théorèmes de H. WHITNEY relatifs à la possibilité de régulariser une
structure 0^ en une structure C30 [théorème 2, (3.2.2)], et à la possibilité
de plonger une variété dans un espace euclidien [corollaire (3.2.3)]; on
montre également l'existence de voisinages tubulaires normaux pour une
sous-variété d'une « variété » riemannienne ; toutefois, contrairement au cas
classique, de tels voisinages n'existent ici que pour certaines métriques,
celles qui sont « adaptées au bord et à la sous-variété » [l'existence de telles
métriques est assurée par le corollaire 1 du théorème 3, (3.3.2)]. Ceci
permet, dans toute la suite, de démontrer d'emblée la plupart des résultats
dans le cas général des « variétés ». Le paragraphe 4 du chapitre 1 est
consacré à des généralités sur les espaces fonctionnels. Soient E et F deux
« variétés », et soit r un entier ̂  i ; on note Hom7^/7, F) l'ensemble des
applications de classe 0^ de E dans F\ une application d'une « variété » 77
dans Hom7 '(-ZT, F) est dite r-différentiable si l'application associée de ffxE
dans F est de classe C7'; une application de Hom7 (.É7, F) dans î{omr(E^ F ' )
est « r-différentiable » si elle assure la transitivité des applications differen-
tiables. Cette notion est commode car elle satisfait à un certain nombre de
propriétés formelles très simples (qui peuvent s'énoncer dans le cadre plus
général des « catégories avec produit et objet ponctuel » et que nous avons
rassemblées dans les « Préliminaires » ) ; il est souvent plus facile de montrer
la « différentiabilité » d'une application que sa continuité ; or le théo-
rème ^, (^.5.3), affirme que (lorsque E et E ' sont compacts) toute applica-
tion « r-différentiable » de Hom7^, F) dans Hom^.É77, F ' ) est continue
pour la topologie C^. Lorque E est non compact, la topologie sur Hom'' (E^ F)
pour laquelle le plus grand nombre de propriétés du cas compact se géné-
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ralisent, n'est pas la topologie C'\ mais une topologie plus fine que nous
appelons C^ (elle est analogue à la topologie de l'espace 0) de L. SCHWARTZ,
en particulier, elle n'est pas métrisable); la topologie (or est définie en (^.3),
et utilisée systématiquement dans la suite.

L'étude proprement dite des espaces de plongements différentiables occupe
le chapitre II. La proposition 1, (1.2), affirme que (pour tout r^i) toute
application déclasse C ' ' assez voisine au sens € . ' ' d'un pion gement/"est encore
un plongement, pourvu qu'elle ait « mêmes relations d'incidence que / »
[notion définie en (1.1)]; la fin du paragraphe 1 donne des généralités sur
les groupes de difféomorphismes et les groupes d'isotopies. Au paragraphe 2,
après avoir établi, à l'aide du théorème de prolongement de H. WHITNEY, un
« lemme de prolongement )) (2.1.2), on démontre le théorème ^, (2.2.1),
ou « premier théorème d'isotopie et de prolongement » : « Soit E une sous-
variété d'une variété F et soit /1^ i. Tout plongement/ / de E dans 77', assez
voisin de l'injection /, et ayant mêmes relations d'incidence que /, peut se
déduire de f par une isotopie y de F\ en plus, y peut être choisie fonction
continue de/ / )). La première partie de ce théorème généralise un théorème
d'isotopie de R. THOM [1]; de la seconde partie on déduit aussitôt le
« premier théorème de fîbration » [corollaire 1, (2.2.2)] analogue, en plus
fort, au théorème de fibration établi par S. SMALE [1] dans le cas des espaces
d'immersions : <( Soit E une sous-variété d'une variété F\ et soit M une sous-
variété fermée de E\ l'espace des plongements de E dans F ayant mêmes
relations d'incidence que l'injection, est fibre localement trivial sur son
image canonique dans l'espace des plongements de M dans F ». Le para-
graphe 3 commence par quelques rappels sur les jets de G. EHRESMANN; puis
(E désignant une sous-variété d'une variété jF, et M une sous-variété fermée
de E) on démontre que, pour tout tube T normal à M dans E^ l'espace Pl^
des r-plongements de T dans F qui induisent l'identité sur Af, et qui ont
mêmes relations d'incidence que l'injection, fibre sur l'espace JM des jets le
long de M de ces plongements. admet des sections locales continues [propo-
sition ^, (3.3.3)]. De la proposition ^ et du théorème 5 on déduit aussitôt
le théorème 6, (3.4.2), ou « deuxième théorème d'isotopie et de prolonge-
ment » : « Soient/T, jF, Af, Pl^, JM comme ci-dessus; soityçJ^; tout/çJ^
assez voisin de j, peut se déduire de j par une isotopie y de F induisant
sur M l'isotopie identique; en plus y peut être choisie fonction continue
de/ ». On en déduit immédiatement le « deuxième théorème de fibration » :
« Soient E^ F^ M^ Pl^, JM comme ci-dessus; P\M 6st fibre localement.trivial
sur JM ) ) ' L6 paragraphe h est consacré à l'« isotopie locale » ; la situation de
E^ F\ M étant la même que ci-dessus, ainsi que la notation Pl^}, on dit que
deux éléments // et /// de P\M sont « localement isotopes » s'il existe une
isotopie y de F induisant l'identité sur Af, telle que f et f" coïncident sur
tout un voisinage de M dans E. Après avoir étudié l'effet sur PlJ^ des
« dilatations d'âme M »,, on démontre à l'aide des théorèmes 5 et 6 le théo-
rème 7, (^.2.2.), et son corollaire ou « théorème d'isotopie locale » :
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« Soient E^ jF, M comme ci-dessus; on suppose M compact; pour que deux
éléments // et /// de P\M soient localement isotopes, il faut et il suffit que
leurs jets d'ordre i le long de M soient dans la même composante connexe
de J'M »• Le paragraphe 5 donne des applications des théorèmes 5, 6 et 7 à
un certain nombre de cas particuliers ; parmi les résultats obtenus citons le
suivant : « Soient/7 et/^ deux plongements de la boule fermée Bjn dans une
variété sans bord F^ de dimension îi^m. Si n >> m^ ou si F est non-
orientable, // et /// sont toujours isotopes; si iz^m et si F est orientable,
la condition nécessaire et suffisante pour que // et /// soient isotopes est
qu'ils aient même orientation » ( :^). On obtient également des résultats sur
les groupes d'homotopie de certains espaces de plongements.

L'une des principales difficultés du chapitre III provient du fait suivant :
la topologie, dont il est intéressant de munir le groupe H des difïeomor-
phismes d'une variété compacte F^ est la topologie 0 '; cette topologie est
plus fine que la topologie induite sur H par la topologie C° du groupe G
des automorphismes de la structure topologique de F. C'est pourquoi le
chapitre débute par une étude des « paires topologiques » : une paire topo-
logique (^4, B) est un couple d'espaces topologiques muni d'une injection
continue : B->A\ la proposition 1, (1.2.2), est une condition suffisante
d'équivalence homotopique de A et 2?; elle s'exprime essentiellement en
termes de « /î-locale connexion de B dans A » [notion définie en (1.2.1)].
Le paragraphe 2 est relatif à la situation plus particulière suivante : « paire
homogène » (^4, 2?), où A -==. G/GQ et £ == H / H Q sont des espaces homogènes
de groupes (G, H) formant une paire topologique. Le lemme « de suite
exacte )), (2.2.5), donne dans ce cas une condition suffisante [qui est essen-
tiellement le « relèvement des petits cubes », défini en (2.2.1)] pour que, si
la condition de /î-locale connexion de B dans A est vérifiée quel que soit n
pour deux des paires (G^ H)^ (Go^ //o), (.4, 2?), elle le soit pour la troisième.
Dans le cas où H est fibre localement trivial sur -Z?, et où 7/o est dense
dans Gy^ la proposition 2, (2.2.4), donne une condition suffisante pour le
relèvement des petits cubes : c'est la « presque locale connexion par arcs »
de 7/o dans Go [notion définie en (2.2.3)]. Au paragraphe 3, on définit
d'abord la notion de « décomposition régulière » d'une variété ; à cette notion
est liée celle de <( hauteur » ; toute variété différentiable compacte de dimen-
sion 3 est de hauteur finie [proposition 3, (3.1.1)]. A toute variété/^ on
associe la paire de groupes (6", A) suivante : G est le groupe des automor-
phismes de la structure topologique de F qui induisent l'identité sur le bord;
// est le groupe des difféomorphismes de classe C" de F qui sont tangents
d'ordre oo à l'identité le long du bord ; G est muni de la topologie <70, H de
la topologie C^. A toute décomposition régulière de F est associée une paire

( 3 ) Ce résultat a été trouvé indépendamment par R. S. PALAIS [2], faisant usage d'un
résultat de R. S. PALAIS [1] qui est l 'analogue (dans ce cas particulier) de notre théo-
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homogène (^4, B) de la paire de groupes (6r, H). La suite du paragraphe 3
est essentiellement consacrée à la démonstration du théorème 8, (3.2.1) :
« Soit F une variété compacte de dimension 3 ; soit ( G, //) la paire de
groupes associés à F\ soit (^4, B) la paire homogène associée à une décom-
position régulière de .F; si la conjecture de Smale est exacte, alors pour tout
entier n, H est /î-localement connexe dans 6r, et B est /p-localement connexe
dans A ». La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de F\ elle
utilise d'une part les résultats du paragraphe 2 (lesquels s'appliquent en
vertu des théorèmes de fibration du chapitre II) ; d'autre part elle utilise des
théorèmes d'approximation de E. E. MOÏSE [l], R. H. BING ([l], 2]) et
S. CAIRNS ([l], [2]). Le corollaire 1 du théorème 8, cité au début de la
présente Introduction, se déduit aussitôt du théorème (à l'aide de la
proposition 1).

Mr H. CARTAN a bien voulu être à la fois le Rapporteur et le Président du
Jury de cette Thèse, dont il a été le directeur et l'inspirateur : c'est assez dire
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infiniment; qu'il soit assuré de ma profonde reconnaissance. A Mr G. CHOQUET
je dois plusieurs importantes améliorations; sans ses encouragements j'aurais
sans doute renoncé à m'attaquer à ce sujet; qu'il trouve ici l'expression de
toute ma gratitude. Je suis heureux également de remercier MrR. THOM pour
les nombreuses et précieuses conversations que j'ai pu avoir avec lui, et
Mr J.-P. SERRE, qui a bien voulu relire une partie du chapitre III.

Je remercie MM. L. SCHWARTZ et B. MALGRANGE qui ont bien voulu se
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Thèse.

Je remercie Mr J. LERAY d'avoir bien voulu accepter le présent travail au
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PRÉLIMINAIRES.

0.1. Rappels sur les catégories avec produits ( 4 ) .

0.1.1. DÉFINITION. — Soit G une catégorie. On dit que C est une catégorie
avec produits si, pour tout couple (E\ E ' ) d'objets de e, le « problème
universel » suivant admet au moins une solution :

Trouver un objet F de C et deux morphismes

p : F-^E\
p ' : F->E'

( 4 ) Pour les définitions élémentaires relatives aux catégories et aux foncteurs, voir
EILENBERG-STEENROD [l], chap. IV. Soit e une catégorie, soit { E , F ) un couple d'objets
de e\ on note Hom^(£\ F ) l'ensemble des e-morphismes E -^ F. Pour la définition des
catégories avec produits, cf. GROTHENDIEGK [l], p. i23.
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tels que, pour tout objet H de e et tout couple de morphismes

/: H - > E ,
f: H - > E '

il existe un morphisme unique

h: H->F
satisfaisant à

p o /,==/; p ' - h = f .

Toute solution de ce problème universel s'appelle un produit de E et E ' ' ,
et se note E x E ' (notation qui sous entend la donnée des morphismes p
et/?'). Soit // un objet de (3, il y a une bijection naturelle

(i) Hom^,(//, ExE')^>nom^(H, E) x Ilom^(//, E').

Si l'on a deux produits E x ^ E ' et E x ^ E ' ^ il y a un isomorphisme unique
de l'un sur l'autre. On supposera toujours qu'on a choisie pour tout
couple (E\ E ' ) d'objets de C3, un produit noté E x E ' . Ln tel choix définit
sur e un fondeur covariant de deux variables à valeurs dans C. En effet,
la donnée d'un couple de morphismes / : E->E.^ f : E ' —> E\ définit un
unique morphisme h : E x E ' -> Ei x E\ rendant commutatif le diagramme

E^-E x E ' - ^ E '
\f . V
^ S^ / Y

E^-^-E,xE',-^-^E\

0.1.2. Notion de fondeur compatible avec des produits.

DÉFINITION. — Soient C. et €" deux catégories avec produits. Soit T un
fondeur covariant de C dans <3*. On dit que T est compatible a^ec les
produits sur e et C* si, pour tout couple (E, E J ' ) d'objets de (?, le
morphisme
(2) T(ExEI)->T(E)xT(E')

[associé aux morphismes

T(p) : T(ExE')-->T(E) et T(p') : T(ExE')-^T(E!)]

est un isomorphisme. (Cette propriété est bien indépendante du choix des
produits).

EXEMPLE. — La catégorie ê des ensembles est une catégorie avec produits.
Soit € une catégorie avec produits, soit H un objet de €. On définit un
foncteur de € dans ê en associant à tout objet^ de € l'ensemble IIom^(/^ E)^
et à tout /eHom^(£7, E ' ) l'application îîom^(ff, E) -> Ilom^(/7, E ' )
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définie par /; ce foncteur est compatible avec les produits d'après ( i )
de (0.1.1).

0.2. Catégories avec produits et objet ponctuel.

0.2 .1 . DÉFINITION. — Soient C une catégorie, un objet 0 de € est dit
ponctuel si, pour tout objet E de <?, ïïom^(E, 0) est un ensemble à un
élément.

Soit e une catégorie ayant un objet ponctuel; tous ses objets ponctuels
sont canoniquement isomorphes entre eux, on en choisit un une fois pour
toutes, et on le note 0. On définit un foncteur T de C dans la catégorie 6 des
ensembles en associant à tout objet E de C l'ensemble Hom^,(0, E)^ et à
tout /çHom^(£7, E ' ) l'application Hom^(<9, E) ->Ïîom^(0, E ' ) définie
par/. Si e est une catégorie avec produits, le foncteur T est compatible avec
les produits [cf. (0.1.2), définition et exemple]. Noter aussi que, pour tout
objet E de e, il y a un isomorphisme canonique

(3) E x O ^ E .

Un objet E de C est dit vide si T ( E ) est vide (condition évidemment
indépendante du choix de l'objet ponctuel 0 qui sert à définir 77).

Soit {E^ E ' ) un couple d'objets de C tel que E ' soit non vide^ alors
Hom^(£1, E ' ) est non vide; il en résulte en particulier qu'// existe un
ynorphisme i de E dans Ex E ' tel que p oi soit l ^ isomorphisme identique
de E.

0.2.2. Applications permises. — Soit C une catégorie avec produits et
objet ponctuel; soit T le foncteur défini en (0.2.1). Soient/^, E1', H trois
objets de <?; soit une application '̂  : T ( I I ) -> Hom^(£7, E1) ; à l'application ^
est associée une application

r(//)^Hom,,(7'(7;'), T(E')),

donc une application
T(H)xT(E)-^ T(E'y.

d'où, par composition avec l'application canonique

T(Hx E) -> T(H) x T(E),

une application
T(^xE)->r(Er).

DÉFINITION. — L n e application '̂  : T(ff) —^ Hom^(7^, E1) est dite permise
si l'application associée T ( H x E ) — > T ( E ' ) est la transformée par T d'un
cf-morphisme de II x E dans E ' ' .
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LEMME. — Soient E^ E ' , E\ II quatre objets de C. Soit

^ : T(H)->ïîom^(E, E'},
^ : T(H)-^^om^E' E " )

deux applications permises. Alors l'application

- / : T{H)^^^^Wo'iW)çïîon^(E,Em)

est permise.

DÉMONSTRATION. — A l'application y est associée l'application

T(HrxE)-^T(E'r)

composée de l'application T { H ' x E ' ) ->- T ( E " ) associée à ^ et de l'appli-
cation T(IIxE)-> T ( H x E " ) définie par l'application

TV/) x T( E) 3 (^ j) -. (^ E(^) .j) e 7V/) x T(E).

0.3. Catégorie des ensembles de morphismes d'une catégorie avec
produits et objet ponctuel.

Soit G une catégorie avec produits et objet ponctuel [cf. (0.2.1)].

0.3 .1 . Définition de la catégorie CX. — Ses objets sont les parties
quelconques (donc éventuellement vides) des Hom^(/r, F)^ pour tous les
couples (E^ F) d'objets de e tels que E soit non vide. Noter que si A est un
objet non vide de (ft, A détermine le couple (E^ F) dont il est issu.

OL-morphismes. — Soient (E^ F) et (E ' ' , F ' ) deux couples d'objets de (°.
Soient y4 cHom^(2^ .F) et A' cHom^T^, ^/) deux objets de Cl. Une appli-
cation (ensembliste) cp : ^I—^T^ est un (fl-morphisme si A est vide (auquel
cas cp est l'application vide) ou^ si pour tout objet H de C et toute applica-
tion ̂ er/n^e [cf. (0.2.2)] : r(^) -^Hom^(^ F ) dont l'image est dans A^
l'application composée : T ( H ) —Hom^(7^, /^) (définie à l'aide de cp) est
encore une application permise.

Il est immédiat qu'on a bien défini ainsi une catégorie d qui a les
propriétés suivantes :

i° €L est muni naturellement d'un fondeur d'inclusion Q dans la
catégorie ê des ensembles.

2° Si A' et B' sont deux parties de îîom^ÇE', F ' ) telles que A C . B ' , alors
l'injection A' -> B' est un Cl-morphisme ; donc pour tout objet A de CX, et
tout morphisme A —>A', l'application composée A ->jB' est un Cl-morphisme.
Inversement, si un CX-morphisme A->B' a son image dansai/, alors il définit
déjà un (fl-morphisme A -> A ' ' .

3° Si A et A' sont deux objets de C1L, toute application constante A—> A'
est un CX-morphisme.
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4° II résulte de 3° et du lemme 0.2.2 qu'on définit un fondeur de
deux variables de ê dans CX (contra variant par rapport à la première variable,
covariant par rapport à la seconde) en associant, à tout couple (E^ E ' )
d'objets de <3, l'objet îîom^(E^ E ' ) de (ft; et à tout couple de morphismes :
/: F -.E', f : E ' - > F 1 , l'application tïom^(E, E')-^Hom^(F, F ' ) définie
par/et/.

0.3.2. CX comme catégorie avec. produits. — Soient E\ F\ E\ F1 quatre
objets de (3, tels que E et E1 soient non vides; d'après (0.3.1), 4°? il existe
des CtL-morphismes

^ : }[om^(E,F) ->Uom^(ExE', F),
^ : Ilom^ (E', F')-. Hom^ ( E x E', F' ),

E : tïom^ÇExE', FxF^-^tîoïn^ÇExE \ F').

D'après (i) de (0.1.1), à ^ et ^ ' est associée une application

cp : Hom^ ( E, F ) x g Hom^ ( F : ' , F ' ) - > Hom^ ( E x E ' , /-' x F ' )

telle que, ûû désignant la projection de \ïom^(E\ F) x I l o m ^ f / f , F ' ) sur
Hom^(7T, F)^ on ait

il0 cp r= d> o G") .

D'après la fin de (0.2.1) et (0.3.1), 4°, il existe un cl-morphisme

^ : Hom^ (E x A7, / /T) -> l[oîïï^(E, F )

tel que y^o ̂  soit l'isomorphisme identique de Uom^(A, 7^), donc tel que

( 4 ) ^ o ^ o c p = = ^ .

Soient maintenant Aç.\\om^(E^ F ) et ^^cHom^(7^, /^ /) deux objets
de CL. Soit B Fimage par çp du produit ensembliste A ' x ^ A ' \ d'après ( 4 )
ci-dessus, la restriction de ^ o ^ à B est une application, qu'on note/?, de B
dans ^4, telle que, si l'on note encore co la projection de A X^A' sur A^
on ait
(5) /?oq?==ÛL) .

On définit de même une application B—>A'^ ayant une propriété analogue.
D'après (0 .3 .1) , 2°, p et p ' sont des Cl-morphismes. Je dis que {B, /?, p ' ) est
un produit de A et A1 [cf. ( 0.1.1)]. Soit en effet, C un objet de Cl;
soient y : C-> A et Y : C->A deux CX-morphismes ; il leur est canoni-
quement associé une application ensembliste : C-> A x ^ A ' ^ d'où par compo-
sition avec cp une application ensembliste P : C—>B^ qui d'après (5) vérifie

p o p r= y (et de même : p1 o j3 == y^,

(3 est Vunique application C—> B vérifiant ces conditions, car le fondeur
naturel Ç de CL dans ê est un foncteur d^ inclusion. Il reste à montrer que j3
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est un d-morphisme ; et pour cela, il suffit de vérifier que pour tout objet H
de e et pour tout couple d'applications permises T ( H ) —>- }lom^(E\ F ) .
et T(II)-^îîom^(F^, /^), l'application : T(ff) ->ïîom^(/-:x F , F x F ' ) ,
associée par <p, est encore permise; or ceci est une conséquence immédiate
du fait que les applications ^ et ^ ' sont des cl-morphismes.

Finalement, on a établi la
PROPOSITION 1. — CX est une catégorie avec produits, et le fondeur

^inclusion Q de CX dans la catégorie & des ensembles est compatible avec
les produits [cf. (0.1.2)].

Compte tenu du lemme (0.2.2), il en résulte immédiatement le

COROLLAIRE. — Soient E^ E'', E" trois objets de€. Inapplication canonique
définie par la composition

Rom^(E, E ' ) x Hom^(^, E " ) -> Hom^(/^ E" )

est un Oi-morphisme.

0.3.3. Inclusion deC dans Ci. — On suppose désormais que la catégorie €
vérifie en plus la condition :

( i ) Pour tout couple (^, F ) d'objets de (°, l'application f->T(f) de
llom^(/r, F) dans îlom^(T(E), T ( F ) ) est injective.

La condition (i) est visiblement indépendante du choix de l'objet ponctuel 0
qui a servi à définir le fondeur T[cf. (0.2.1)]; elle a la conséquence
suivante : la restriction du foncteur T à la sous-catégorie €* des objets non
vides de (3 est un fondeur d^inclusion.

Il résulte de (0.3.1), 4°, qu'au foncteur T est canoniquement associé un
foncteur/de C dans Cl, tel que T= Ç o /[/associe à E l'objet Hom^ (0, E) de cl,
et à /eHom^(^, E ' ) le O-morphisme Hom^(0, E)->îîom^( 0, E ' ) défini
par /] ; d'après (3) de (0.2.1), le foncteur/est compatible avec les produits sur
C et d; la condition ( i ) entraîne que le foncteur/définit un foncteur d'inclu-
sion de e* dans CX. En plus, il résulte de (3) de (0.2.1) que l'image de €"
par I est une sous-catégorie pleine de d [ce qui signifie que, pour E et E '
non vide, il y a une correspondance biunivoque entre IIom^(/^, E ' ) et
Hom^(/(^),/(^))].

Si E^ E ' ' , H sont des objets de C5, et si E est non vide, les (fl-morphismes

/(//)-> Hom^(^, E ' )

ne sont autres que les applications permises [cf. (0.2.2)] , ce qui peut encore
se traduire ainsi : il y a une bijection canonique

(6) //om^(/(H), Hom^(£\ E ' ) ) w îîom^(ffxE, E ' ) .

Plus généralement, soient A un objet de cl et (/^, E ' ) un couple d'objets
de <°, tel que E soit non vide ; il y a une bijection canonique

(7) ïîom^A, Romç(E, EI))wï{om^(AxI(E), I(E')).
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Il en résulte en particulier que V application canonique

(8) ^ o m ^ E , E ' ) - x I { E ) - > I { E ' )

est un (X-morphisme [car la bijection (7 ) lui fait correspondre Inapplication
identique de Hom^(7^ E ' ) ' \ .

0 .3 .4 . Le fondeur Hom^. — Soient E^ F^ H trois objets de C tels
que E et F soient non vides; soit Acîîom^(F^ H) un objet de 0L. Au
couple (L\ A) on associe l'objet Hom^(.Ê\ A) de (X défini comme suit :
c'est la partie de ïïom^(ExF^ H) qui est canoniquement associée à
Hom ^ ( I ( E ) , A) ; et à tout couple de morphismes/: E'->E^ etcp : A -> A'
on associe l'application de Hom^(2^, A) dans îîom^ÇE'^ A ' ) définie par
l'application de Hom^ (/(^), A) dans Hom^/^7), A ' ) ^ elle-même définie
par (y, <p) . On vérifie que ceci définit Hom^/y comme fondeur de deux
variables^ contr avariant par rapport à la première^ co variant par rapport
à la seconde^ à valeur dans CL. Il y a une bijection canonique

(9) Hom^^, Hom^(^ A ) ) w îlom^(A x I ( E ) , A).

On en déduit comme ci-dessus ( 0 .3 .3 ) que V application canonique

(10) Hom^(^, A ) x I ( E ) - > A

est un Qi-morphisme.

0.4. ^-catégories, c'-fibrations, (^-groupes.
0 .4 .1 . Rappel : notion d'objet induit. — Soit C (munie du fondeur T)

une catégorie avec objet ponctuel satisfaisant à la condition ( i ) de ( 0 . 3 . 3 ) .
Soit A un objet de <°, soit B une partie de T ( A ) . Supposons qu'il existe un
objet £ de C tel que

(a) T ( B ) = . B .

( b ) L'injection B—> T ( A ) provient d'un morphisme (unique) / : B—^A.
( c ) Pour tout objet C de C^ et tout morphisme / : C—> A tel que l'image

de T ' ( C ) par T(f) soit contenue dans T ( J B ) ^ il existe un morphisme
unique g : C -> B^ tel que / == i o g.

On dit alors que Pobjet B est induit par A sur B.
Il est immédiat que l'objet induit par A sur 2?, s'il existe, est unique^ et

qu'on a une propriété de transitivité des objets induits, en un sens clair.

0.4.2. ^-catégories. — Soient (f une catégorie avec objet ponctuel, T son
foncteur à valeurs dans les ensembles [cf. (0.2.1)]. On dit que C est une
^-catégorie si e est munie d'un foncteur covariant T' à valeurs dans la caté-
gorie ^ des espaces topologiques, tel que :

( a ) "P transforme les objets ponctuels en objets ponctuels.
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(b) L'application canonique Hom^,((9, E) —Hom^( T ' { 0 ) , T ' ( E ) ) est
bijective pour tout objet ponctuel 0 de <°, et tout objet ̂  clé C.

0.^.3. C-Jîbrations. — On suppose que C est une ^-catégorie satisfaisant
à la condition ( i ) de (0.3.3), munie de produits, et satisfaisant en plus à la
condition suivante : pour tout objet A de (?, et toute partie ouverte B de
T ' (^4) , il existe un objet induit par A sur B.

DÉFINITIONS. — Soient (7T, B) un couple d'objets de C et p un morphisme
de E dans B. Soit xç. T (B) ; on dit que j? ̂  trivial au-dessus d'un voisi-
nage de x s'il existe un objet F^ de C et un voisinage ouvert V de x dans
T ' (B)^ tel que, si l'on note & l'image réciproque de V par T ( p ) , et si l'on

note î/ et V les objets respectivement induits par E et B sur & et V. il
existe un F-isomorphisme ( 5 ) de V x Fjc sur U.

Si, quel que soit xç. T( .Z?), 7? est trivial au-dessus d'un voisinage de x. on
dit que p [ou encore le triple (E^ B^ p ) ] est une C-fibration localement
triviale. L'image de T(E) par T ( p ) est alors ouverte et fermée dans T ' ( B ) .

0.^.4-. e-groupes et opérations des €-groupes. — Soit (3 une catégorie
avec produits et objet ponctuel satisfaisant à la condition ( i ) de ( 0 .3 .3 ) .
Soit G un objet de (3; on dit que G est un C-groupe si T(G) est muni d'une
structure de groupe telle que l'application

T(G) x T(G)3(x, x'^-^xx-^ç. T(G)

provienne d'un (^-morphisme de G x G dans G.
Soit E un objet de (3 ; on dit que G opère à gauche dans E si T^ G) opère

ii gauche dans T ( E ) de façon que l'application T{G) x T ( E ) - ^ T ( E )
provienne d'un (S-morphisme de G X E dans E.

On suppose maintenant que C est comme en (0.^.3).

DÉFINITION. — Soit G un e-groupe opérant à gauche dans un objet E de C.
Soient E' et E" des objets de e tels que T ( E " ) c T ( E ' ) cT(E). Soit
x e T ( E " ) ; on dit que 7^ est^ en x^ localement rétractile sur E" par les opé-
rations de G s'il existe un voisinage ouvert F'de x dans T ' ( E ' ) et une appli-
cation s : V->T (G) telle que :

( a ) s soit admissible^ i. e. provienne d'un morphisme de ï^dans G (T est
l'objet induit par C sur V\

(b) { s ( x ' ' ) ) . x ' ç . T ( E " ) pour tout x ' ç . V.
(c) s { x ' ) ==ze (élément neutre de G) pour tout x ' ç: Fn T ( E " ) .

( ^ U n F-isomorphisme est un isomorphisme compatible avec le morphisme cano-
nique 7 X E^->- F, et avecjo o î, où i est le morphisme d'injection U->£. '
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On utilise l'abréviation : E ' est G-l. r. sur E" en x. Dans le cas où T ( E " )
se compose d'un seul point x, on dit simplement : E1 est G-l. r. sur x\ cela
ne signifie pas autre chose ( 6 ) que l'existence d'une section admissible
au-dessus d'un voisinage de x dans T ' ( E ' ) pour l'application

T{G)^g->g.xçT(E).

LEMME 1. — Soit G un e-groupe opérant (à gauche) dans un objet E
de C. Soient E ' , E\ E" des objets de C tels que T { E ' " ) c T ( E " ) c T ( E ' ) c T ( E )
Soit xç. T(E"). Si E ' est G-l. r. sur E" en x, et si E" est G-l. r. sur E ' "
en x, alors E ' est G-l. r. sur E ' " en x.

DÉMONSTRATION. — L'hypothèse fournit un voisinage F de x dans T ' ( E ' )
et une application admissible s ' : P''.-> T(G), ainsi qu'un voisinage V" de x
dans T\E") et une application admissible s" : V"-> T(G). L'application

( I ) ^ ' • ^ ^ ' - . { s ' Ç x ' ^ . x ' ç . T ' ^ E " )

est admissible, donc continue; donc, si V" est un voisinage assez petit de x '
dans f\ son image par (i) est contenue dans V\ ce qui permet de définir
l'application

V ' ! r ^ x ' - . { s ' f ( s ' { x l ) . x ) ) . ( s ' ( x ! ) ) ç = : T " ( G )

qui satisfait aux conditions voulues.

LEMME 2. — Soient (E, B) un couple d'objets de C e t / u n morphisme :
E->B. Soit G un e-groupe opérant à gauche dans E et dans B de façon
compatible avec f, i. e. de façon qu'il y ait commutativité du diagramme

GxE——>E
identité X/[ /

^ 4-
Gx£——>£

1° Soient B\ B" des objets de C tels que T ( B " ) c T ( B ' ) c T ( B ) . On sup-
pose qu'il existe des objets E ' , E" de C tels que T { E " ) c T(Ef)c T(E), et
que T { E ' ) [resp. T{E")}, soit l'image réciproque de T(Bf) \resp. T{B")},
par T(f). Soit y ç . T ( B " ) ; on note Fy l'image réciproque de \y\ par
T(f). Alors, si B' est G-l. r. sur B" en y , E ' est G.-l. r. sur E" en x.pour
tout xç.Fy.

2° Soit y e T ( B ) , et soit F y comme ci-dessus. Si E induit un objet noté
F y sur F y , et si B est G-l. r. sur y [autrement dit si l'application

T ( G ) 3 g - ^ g . y ^ T ( E )

( 6 ) Inutile de supposer s{x) == e : on peut toujours s'y ramener par translation.
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a une section admissible au-dessus d'un voisinage de y dans T''(2?)], alors/
est trivial au-dessus d'1 un voisinage de y dans T'(B). [Donc^ si ces pro-
priétés ont lieu pour tout yç.T{B)^ f est une C-fibration localement
triviale; en particulier V image de T(E) par T(f) est ouverte et fermée
dans T(B).]

DÉMONSTRATION.
1° L'hypothèse fournit un voisinage ouvert V de y dans T ' ( B ' } et une

application admissible s de V dans T(G). Soit U un voisinage ouvert de x
dans T ' { E ' ) qui soit contenu dans l'image réciproque de V par T(f)^
l'application so ( T ' {f)) est définie sur U et satisfait aux conditions voulues.

2° L'hypothèse fournit cette fois un voisinage ouvert V de y dans T'\B)
et une application admissible s de V dans T(G) telle que

(s(y))^'^y pour yeF.
Soit U l'image réciproque de F par T(f). L'application

U3^->(T(f)^', ( s o T ( f ) . ^ ) . ^ ) ç fx Fy

est admissible, et a une inverse admissible qui est

FxT^y^^w))--1.^^
0.^.5. Cas où le fondeur T est compatible avec les produits. — Soit C

une catégorie vérifiant les conditions de (0.^.3) , et telle en plus que le fonc-
teur T' de C dans ^ soit compatible avec les produits. On peut alors identi-
fier e à une sous-catégorie avec produits de ^, de sorte qu'on dit xç.E au
lieu de xç. T{E) ou xç. T ' ( E ) ; E ' c E au lieu de T ' ( E ' ) c T ' ( E ) ; on parle
d' « applications continues de E dans F ) ) , etc. (Sans la condition de compa-
tibilité de T' avec les produits, ces conditions conduiraient à une ambiguïté
sur la notation E x F. ) Enfin, les propriétés suivantes sont immédiates :
tout e-groupe est un groupe topologique, toute C-catégorie localement
triviale est une fib ration topologique localement triviale; la locale rétracti-
lité au sens de C entraine la locale rétractilité topologique.

CHAPITRE I,

VARIÉTÉS A BORD GÉNÉRALISÉES. ESPACES FONCTIONNELS.

1. Généralisation de la notion de variété différentiable.

1.1. Rappels : variétés différentiables, variétés différentiables à bord.

Soit r un entier ̂ i, fini ou infini. La catégorie des variétés de classe 0'
est définie comme suit : on prend comme « catégorie des modèles » celle
dont les objets sont les ouverts des espaces numériques R'1 (pour toutes les
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valeurs entières positives ou nulles de n) et dont les morphismes sont les
applications de classe C^ de ces ouverts les uns dans les autres. A cette caté-
gorie de modèles est associée une « catégorie locale », et, pour toute valeur
de 7i, une sous-catégorie de celle-ci; cette sous-catégorie est par définition la
catégorie des variétés de dimension n^ de classe C7'; d'où, en donnant à n
toute valeur entière positive ou nulle, la catégorie des variétés de classe 0 '.
Cette catégorie est munie naturellement d'un fbncteur T ' à valeurs dans la
catégorie ^ des espaces topologiques, qui en fait une ^-catégorie [cf. (0.^.2)] ;
elle est munie de produits, et le foncteur T ' est compatible avec ces produits
et les produits sur ^ [cf. (0.1.2)].

La catégorie des variétés à bord de classe C7' est définie suivant le même
schéma, mais en remplaçant l'espace R^ par la partie j oc,^^ o j de R71 ; la notion
d'application de classe C1' d'un modèle dans un autre est celle qui sera pré-
cisée en (1.2.1). La catégorie des variétés à bord de classe 6^ est une
^-catégorie, mais elle n'est pas munie de produits. (Le produit [0, l]x[0,l],
par exemple, n'est pas muni de façon naturelle d'une structure de variété
à bord de classe C' ' . )

1.2. Variétés à bord généralisées.

1.2.1 . La catégorie des modèles. — Pour tout couple (^, q) d'entiers
tels que o^^/^n, on note jR[^ la partie de T?" définie par

S ̂ ;̂  o ; ̂  < i^ n } .

On a une notion évidente d'intérieur et de bord de R[\^ ; de même pour tout
ouvert de R^y

Soit (n1', q ' ) un couple d'entiers tel que o ̂  q ' ^ n' ; soit U\in ouvert de FV^);
soit U' un ouvert de R(^). Une application/: U-> V est dite de classe C^ si/
peut être prolongée en une application de classe 0' d'un 7?"-voisinage de U
dans un R1 -voisin âge de V'; d'après WHITNEY [l], p. 69, il suffit pour cela
que la restriction de/à l'intérieur (par rapport à R11) de U soit de classe C'\
et que toutes ses dérivées partielles d'ordre ̂  r puissent être prolongées en
des fonctions continues sur U.

La catégorie dont les objets sont les ouverts des R[\^ et les morphismes les
applications de classe Cr de ces ouverts les uns dans les autres, a les pro-
priétés suivantes :

(a) C'est une "^-catégorie avec produits.
(b) Deux objets UcR^^et U ' c R ^ q i } ne peuvent être isomorphes que si

n == n' et q == ( ] ' .

1.2.2. La catégorie ôy\ — A la catégorie de modèles (1.2.1) est associée
une catégorie locale et pour toute valeur de/î, une sous-catégorie de celle-ci;
par définition, c'est la catégorie des variétés à bord généralisées de dimen-
sion n^ de classe 0 '; d'où, en donnant à n toute valeur entière positive ou
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nulle, la catégorie des variétés à bord généralisées de classe C ' ' . En fait, on
se bornera toujours à considérer la sous-catégorie que forment les variétés
de type dénombrable^ on la note (X)7. On convient d'appeler simplement
r-variétés ses objets ( 7 ) . Soient E et E ' deux r-variétés ; l'ensemble des
(^-morphismes de E dans E ' se note Hom7^^, E1).

La catégorie (^r a des objets ponctuels qui sont des variétés de dimension
zéro, on en choisit un une fois pour toutes, on le note 0\ on définit comme
en (0.2.1) un foncteur de (^r dans la catégorie ê des ensembles; on le
note Tr'; il vérifie la condition (i) de (0.3.3). La catégorie (^r est munie
naturellement d'un foncteur T ' ' ' à valeurs dans la catégorie ^ des espaces
topologiques, le foncteur T ' ' ^ fait de 0 ^ ' ' une ^-catégorie [cf. (0.4-. 2)].
Il résulte du (a) de (1.2.1) que ( ^ ' ' est munie de produits; le foncteur T 1 1 '
est compatible avec ces produits et les produits sur ^.

On suivra, sauf exception, les conventions habituelles [cf. (0.4.5)]. On
parlera de « point d'une r-variété E » au lieu d' « élément de T' ' ( E ) » \ on
dira « application continue de Ë dans E ' » au lieu de « application continue
de T^ÇE) dans T ^ Ç E ' ) », etc. Les ^-morphismes seront appelés :
applications r-différentiables^ et les cP^-morphismes inversibles
r-dijféomorphismes.

1.2.3. — Soit x un point d'une /-variété E de dimension n. Diaprés
le (b) de (1.2.1), il existe un entier q ( tel que (o^^^/ î) bien déterminé
par la condition suivante : il existe une « carte locale d'origine x de E »
dont la source soit ^"p <7 s'appelle V indice de x. L'adhérence de toute com-
posante connexe de l'ensemble des points d'indice q de E s'appelle une face
de dimension q de E. La réunion de toutes les faces de dimension ^- <f
s'appelle le q-squelette de E. Pour q ' ^q-, le ^-squelette est un fermé du
ç-squelette. Le (n — i)-squelette de E s'appelle le bord de E et se note àE :
E — àE s'appelle \ intérieur de E.

1.2.4. — Soient r et r ' deux entiers tels que i ^=_r' ̂ r\ il existe un fonc-
teur naturel T77^ de (^r dans C D 7 ' ' ' ; les fondeurs 7^ se composent naturelle-
ment entre eux et avec les fondeurs à valeurs dans ê et ^ définis en (1.2.2).
Soient E et E ' deux objets de (3r; on convient de noter simplement
Hom^^, E ' ) l'ensemble Hom-'^ T ^ ' Ç E ) , T ^ ^ E ' ) ) ; les éléments de
Hom^^, E ' ) sont appelés applications r-différentiables de E dans E\

1.2.5. Espace tangent. — Soit F une r-variété de dimension îz [au sens
de (1.2.2)]. On peut appliquer à F le procédé classique à l'aide duquel on
définit l'espace tangent à une variété sans bord {cf. STEENROD [l], p. 28).
Soit^(J7') l'espace ainsi construit; c'est un espace fibre localement trivial,
de base F, de fibre 7? ,̂ de groupe structural GL(n). En plus, en tout point
d'une face de dimension q de F^ les matrices jacobiennes des changements

('') On précise le cas échéant : ^-variété sans bord, /'-variété à bord.
BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 3. 17
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de coordonnées locales appartiennent au sous-groupe de GL(n) formé des
matrices dont les opérations dans R'1 laissent stables (à une permutation près)
toutes les faces de dimension (/i — i ) de 7?^.

SoitJ5 la projection de ^(77) sur F\ soit xç.F\ soitd^ un difféomorphisme
d^un ouvert U de 7?^ sur un voisinage ouvert V de x dans F\ ^ définit un
difféomorphisme, noté d/, de U x 7?^ sur p^ ( F). On note j; ( ̂  === l, . . ., /i)
les coordonnées d'un point y de 7?71 ; soit î^ la partie de U X 7?^ formée des
(r. y ' ) tels que

iy=.^(x)
( y^; o pour tout / >• q tel que _Yz^ o ;

l'image de W par d/ est une partie de p^Ç [ x } ) invariante par changement
de coordonnées locales; on la note ^,c(F)- L'espace tangent ^{F) à la
variété F est par définition la réunion des ^x(F) '-, c'est une partie de ^(^),
qui coïncide avec ^ ( F ) dans le seul cas où F est sans bord.

Noter que ^(jF) est toujours une partie convexe de ^(jF).
L'espace ^y(jF) s'identifie canoniquement à l'espace des i-jets de /?+

dans F [cf. EHRESMANN, [ 1 ]; cf. aussi II, (3.1)].

1.2.6. — C'est une conséquence triviale du même résultat relatif à y?71,
que pour tout ouvert U de fï[^ et tout compact KC U^ il existe une fonction
de classe Cao'.J[î[^^->[o^ i], égale à i sur AT et à support compact contenu
dans U. Les résultats relatifs à l'existence de partitions différentiables de
l'unité subordonnées à un recouvrement ouvert (cf. par exemple DE RHAM,
[11, chap. I. § 2) s'étendent donc immédiatement au cas d'une variété au sens
de (1.2.2).

1.3. Sous-variétés. Plongements.

1 . 3 . 1 . DÉFINITIONS.

Sous-modèles. — Soit T?^) le modèle défini en (1.2.1). On définit des
sous-modèles de /?[y) en adjoignant aux équations et inéquations qui défi-
nissent 7?^) un certain nombre d'équations et inéquations du même type.
D'une façon précise, considérons les relations

( q-}-p^<^i^i) avec o^pi^n—</,
(1) Xi-=^Q pour { . , ,

( P-i<i^q » o^P^q,
(2) Xi'^o pour p., <.i-==pi )) o^p:}^p2'

Posons pi-{-p^==fn. Pour tout ouvert U de 7?^, l'intersection de ^/avec
la partie de 7?^ définie par (i) et ( 2 ) s'appelle un sous-modèle de dimen-
sion m de U.
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Sous-variétés. — Soit F une variété de classe C'\ de dimension n [au sens
de 1.2.2)]. Soit E une partie de F. S'il existe un entier r ' tel que ï ^ r '^ r ,
et un entier m tel que o^m^-n^ tels que pour tout xç.E^ il existe une
« carte locale de classe C^ de F au voisinage de x » (i. e. Uclî[\^ et un
r^-difféomorphisme ^ de U sur un voisinage de x dans .F) telle que ̂ ~1 (Er\ V)
s'identifie à un sous-modèle de dimension m de î/, alors la structure de
r'-variété sous-jacente à la structure de /'-variété de F induit ( 8 ) une structure
de r'-variété sur E\ E^ muni de cette structure, s'appelle une r-sous-variété
de dimension m de F.

Exemples de sous-variétés. — Tout ouvert d'une r-variété de dimension n
en est une r-sous-variété de dimension n. Le bord d'une r-variété à bord en
est une r-sous-variété de codimension i. Si F est une variété difféomorphe
au produit d'un certain nombre de variétés à bord, toute face de F est une
sous-variété de F. Par contre, il existe des variétés dont certaines faces ne
sont pas des sous-variétés; par exemple, soit F l'adhérence de la partie
bornée de B2 limitée par une boucle de lemniscate; F a une seule face de
dimension i, qui est le bord tout entier de F\ ce n'est pas une sous-variété,
en raison de l'existence d'un point singulier.

Plongements. — Soient F une /-variété de dimension n^ E une r'-variété
de dimension m (avec i^ r ' ^ r, o^m^n) ; soit /€ Hom7'^, F ) . On
dit que f est un r'-plongement de E dans F si l'image E ' de E par y est
l'ensemble sous-jacent d'une r-sous-variété de F^ et si / induit un r'-dijféo-
morphisme de Ë sur E ' ^ muni de sa structure de r'-so us-varié té de F.

On note W\E^ F) l'ensemble des r'-plongements de E dans F.

1.3.2. Quelques propriétés immédiates.
(1) Tout /€P17' \E^ F) est de rang m en tout point de E^ et induit un

homéomorphisme de E sur son image pour les structures topologiques sous-
jacentes. Dans le cas où F est une variété sans bord, ces conditions caracté-
risent les éléments de Pi^ÇE^ F) parmi ceux de Hom7^^, F). Un système
de conditions caractéristique dans le cas général est le suivant : f induit un
homéomorphisme de Ë sur son image, et f est un plongement local (c'est-
à-dire : tout xç.E possède un voisinage V dans E tel que la restriction
de/à V soit un plongement).

(2) Tout r'-difféomorphisme de F est un r^-plongement de F dans F.
Le composé de deux r'-plongements est un r'-plongement; en particulier,

( 8 ) Pour la définition et les propriétés générales des structures induites, cf. (0.4.1).
Il faut notamment vérifier que E est de type dènombrable ; il en est bien ainsi (d'après
l'hypothèse analogue relative à F ) lorsque E est ouvert et lorsque E est fermé, or
dans le cas général, E est un sous-espace localement compact de l'espace séparé F',
donc d'après Bourbaki [l], § 8, ^n° 16, il existe un ouvert de F dans lequel E soit
fermé; d'où le résultat.
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pour toute r'-sous-variété H de E^ la restriction à H de tout /-'-plongement
de E dans F est un r'-plongement de // dans F.

(3 ) Soient E, F, //, trois r-variétés. Soit /€ W(E, F) et À e Hom7 (//, ̂ ).
Si l'image de Z^ par A est contenue dans l'image de E par /, alors il existe
un élément unique h' de Horn^//, E). tel que h=foh'. Si, en plus,
hç.^V'{H, F), et si l'image de H par h est dans l'intérieur relatif [cf. II,
(2.1.1)] de celle de E par/, alors h'ç.PV'^H, E).

(4) Si une sous-variété connexe E d'une variété F a un point intérieur
contenu dans une face de F^ alors E tout entière est contenue dans cette
face. Il en résulte que la plus petite face de F contenant x est la même pour
tout point x de V intérieur de E\ cette face est la plus petite face deT^conte-
nant E\ on dit que c'est la face support de E dans F.

(5) Soit E une sous-variété d'une variété F. Il existe [cf. note ( 8)] une
sous-variété ouverte U de F contenant Ë et telle que E s'identifie à une
sous-variété fermée de U.

2. Voisinages prismatiques du bord d'une variété.
Dans tout ce paragraphe, F désigne une variété au sens de (1.2.2), de

dimension n ; pour tout entier k tel que o^k^n, on note F/, le Â-squelette
de F [cf. 1.2.3)]. On suppose F de classe C'\ avec r^i; toutes les appli-
cations différentiables considérées dans ce paragraphe sont de classe C'\
on sous-entend constamment l'entier r : « plongement » signifie « r-plon-
gement », etc.

2.1. Définition des voisinages prismatiques du bord de F; ^-affinités.

2.1.1. Définition d'une k-carte. — Soit k un entier tel que o ̂  k ̂  n.
Une k-carte de F est, par définition, un couple ( F, ip), où F est un modèle
du type (1.2.1), de dimension k (c'est-à-dire un ouvert d'un certain A^
avec o^<7^Â-) ; et où ^ est un plongement : V x ( o, i (^"^—^ F qui envoie
le bord de V x ( o, i [n~h dans le bord de F.

Pour simplifier, on sous-entendra souvent la donnée de V^ et l'on par-
lera de « la Â-carte ^ ». L'image d'une Â-carte ^ (c'est-à-dire l'image de
V X (o, il^"^ par ^ ) est un ouvert de F. On appelle âme d'une Â-carte ^
l'image de V x { o } par ^ ; on se bornera dans toute la suite à considérer des
k-cartes dont Vâme est contenue dans une k-face (condition qui est toujours
remplie lorsque V est connexe).

Isomorphisme de deux k-cartes. — Soient ( V^ ^) et ( ï77, ^ ' ) deux
/r-cartes. On dit que ^ et ^ ' sont isomorphes s'il existe un dineomorphisme/
de V sur V et une permutation a de ( o, i [n~k tels que

^.(x,y)=^.(f{x), o-(j)) pour tout (^ , j )€ V x (o, i («-À.

Deux cartes isomorphes ont en particulier même image et même âme.
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2.1.2. Définition d'une k'-sous-carte d'une k-carte. — Soit (F, ^) une
A-carte; soit k' tel que k ^ k ' ^ n . Soit Hy, une (^—Â)-face de (o, i("-^
et soit î^ un ouvert de V x //a; V s'identifie canoniquement à un ouvert
de /? .̂ Soit H^ le supplémentaire de 7/a dans (o, ï(n-k^ il existe un isomor-
phisme (canoniquement défini à une permutation de (o, i("~^ près) de ff^
sur (o, î^-^: on choisit un tel isomorphisme, ce qui définit canoniquement
la suite d'applications

P^xfo,!^-^ Fx7/aX (o, l(^-^X^aX-/7i-.Fx(o, l(^--'i^.

Soit ^/ : V x (o, i^-^—.Fla composée de ces applications; on dit que
( V, 40 est une k'-sous-carte de ^ associée à V ; toutes les autres //-sous-
cartes de 4' associées à V se déduisent de ^j/ par toutes les permutations
de (o, ï[n~kf. L'expression « ^f est une sous-carte de ^ » signifie : il existe
k ' ^ k et il existe V tels que ^/ soit une ^-sous-carte de ^ associée à V ' .

Propriétés des sous-cartes.

1° L'image d'une k'-so us-carte d'une /-carte ^ est contenue dans l'image
de ^),

2° Pour que deux sous-cartes ( V', ^j/), ( V\ ^!f) d'une même carte soient
isomorphes, il faut et il suffit que V ==. V\

3° Soit 4' une /--carte. Soient ^ ' une //-sous-carte de ^ et ^J/ une /^-sous-
carte de ^p ' ; alors ^" est isomorphe à une /^-sous-carte de ^». Inversement,
soient ^' une /^-sous-carte de ^ et ^" une /-^-sous-carte de ip si l'image de d/
est contenue dans celle de d/, et si k " ^ k ' ^ alors ^'/ est isomorphe à une
/^-sous-carte de (^/.

4° Soit ( F, ^) une carte de F'^ soit ( F', ^ /) une /''-sous-carte de ( V^ ^) :
V est un ouvert d'une ( k ' — A')-face de ( o, i (n~k, qu'on note 7/a'; soient de
même {V"', ^^, /^, //a". On note H^-{-H^=H^,, soit /^ l'entier tel que
k'"—k==dimlï^m. Soit P^ l'intersection des images réciproques respectives
de V et V" par les applications canoniques V X ffy.'"-> V X ^a? et
V X ffo,^-^ Vxff^', V" est un ouvert de F x H y " ' ' ; soit d/" l'une quel-
conque des /^-sous-cartes de ^ associées à ^///; on dit que ^"f est ^^e inter-
section de [̂/ et y. L'image de ^[/// est l'intersection des images de d/ et ^l/ ;
il résulte donc de 3° que d/7 est isomorphe à une /^-sous-carte de ^ ' (et à une
/-^-sous-carte de ^ / /). Toute sous-carte de ^ qui est isomorphe à la fois à une
sous-carte de ^ et à un^ sous-carte de ^" est isomorphe à une sous-carte
de^A

Cas particulier. — Si H^ç.Hyv^ alors toute intersection ^m de ^'et ^" est
une ^'-carte; c'est le cas notamment lorsque d/ est une /'-sous-carte de la
/'-carte ^.
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2.1.3. Systèmes compatibles de cartes.

DÉFINITIONS. — Soient '̂  une À-carte, 'J/ une /^-carte et ^" une Â^-carte.
Soit x un point de l'intersection des images de d/ et ^" ; on dit que U/ et ^" sont
^-compatibles en x [ou encore que le couple (d/, i}/) est ̂ -compatible en x}
s'il existe une ^-sous-carte <p' de ^/ et une ^-sous-carte q/ de ̂ \ telles que
les images de ^ et ^ " contiennent x^ et que 9' et ^// soient toutes deux iso-
morphes à des sous-cartes de '^.

Soit 'S une famille de cartes ; soient 'V et 'V deux cartes ; on dit que ^/
et y sont "ê-compatibles si pour tout point cr de l'intersection des images
de tj/ et 4^» il existe une carte ^ de ^ telle que ^/ et i[/ soient ^-compatibles
en x. On dit que ^ est un système compatible de cartes si tout couple
(^/, ^//) de cartes de cS est ^-compatible.

PROPRIÉTÉS.
1° Soient ^ une À-carte, d/ une À'-carte, [̂/ une Â^-carte. Si (^[/, ^j/) est

^-compatible en un point au moins, alors k^k^ e\.k^k". lien résulte que,
si "S est un système compatible, il en est de même (pour tout entier k ^- n)
du sous-système ^ de ^ défini comme suit : une /^-carte de ^ appartient
à ^k pourvu que k ' ^ - k .

2° Soit ^ un système compatible de cartes. Soient cp et q/ deux sous-cartes
de cartes de ^; alors <p et ^ ' sont c^-compatibles [c'est une conséquence du
cas particulier de la propriété 4° ae (2.1.2)]. Il en résulte que tout système
obtenu en adjoignant à ^ certaines de ses sous-cartes^ est encore un
système compatible.

3° Soient ^ ' et ^" deux sous-cartes d'une même carte ^p; soit y une inter-
section de [̂/ et ^" [cf. (2.1.2), propriété 4°]' Soient ©i et 0.2 deux cartes, et
soit x un point de l'intersection des images de épi et cp.^. Si cpi et cp^ sont
i^-compatibles et ^-compatibles en x^ elles sont'^-compatibles en x.

2.1.^-. Systèmes de cartes équivalents. Voisinages prismatiques ouverts.

DÉFINITIONS. — Soit 'S une famille de cartes; on appelle image (resp. âme)
de cS la réunion des images (resp. des Ames) de cS\

Soient cS et 'S1 deux familles de cartes; « cS^ plus jîn que cS » signifie :
'S et cS^ ont même image et pour tout d/çcS^, il existe ^ € ^ tel que d/ soit
isomorphe à une sous-carte de f^.

La relation « plus fin » est une relation d'ordre. En plus on a le :

LEMME. — Soient '§' et 'S'' deux systèmes compatibles de cartes plus fins
qu}un système compatible ^; il existe un système compatible de cartes plus
fin que e^ et que '§".

DÉMONSTRATION. — Soit cS^ le système de toutes les sous-cartes de 'S qui
sont isomorphes à la fois à une sous-carte de c^ et à une sous-carte de ' S " \
soient cpi et 9.2 deux cartes de ^w: d'après la propriété 2° de (2.1.3), çpi et 9-2
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sont à la fois ^-compatibles et eS-compatibles; donc, d'après la propriété 3°
de (2.1.3), (pi et cps sont ^-compatibles ; donc cS^ est compatible.

Il résulte immédiatement de ce lemme que la relation suivante entre
systèmes compatibles cS et ^ ' est une relation d'équivalence '. « il existe un
système compatible de cartes plus fin que ^ et que ^/ ».

DÉFINITIONS. — — Si deux systèmes compatibles de cartes vérifient la rela-
tion ci-dessus, on dit qu'ils sont équivalents.

Soit 'S un système compatible de cartes; la classe d^quivalence T de ^
pour la relation ci-dessus s'appelle le voisinage prismatique ouvert défini
par ^; l'image de ^ ne dépend pas du choix de ^ dans sa classe d'équiva-
lence ; elle est appelée image de T.

D'autre part, on dit que cS est saturé si toute sous-carte de toute carte de y
est isomorphe à une carte de "S.

Quel que soit le système compatible cS, le système ^ de toutes les sous-
cartes de ^est compatible [cf. (2.1.3), propriété 2°] et saturé [cf. (2.1.2),
propriété 3°]; il est en plus équivalent à ^. Donc tout voisinage prismatique
ouvert T peut être défini par un système compatible saturé 'S . L'âme A
de 5 est la plus grande des âmes de tous les systèmes équivalents à ^ : c'est
l'intersection de l'image de T avec le bord de F-, A est appelé âme de 77, et
l'on dit que T est un voisinage prismatique ouvert de son âme.

EXEMPLE. — A est le bord de F\ T est alors appelé voisinage prismatique
ouvert du bord.

2.1.5. t-affinités d^ un voisinage prismatique ouvert.

DÉFINITIONS. — Soit tç )o, i ) ; soit x = (x^ un point d'un cube; on note
tx le point (tXi). Soit ( V. ^) une À-carte. On appelle t-affine de ( ï7, ^ ) et
l'on note ( V, t ^ ) (ou simplement ^), la /c-carte

Vx (o, i(^-3(r, .-)->^.(y, t z ) ( E F .

PROPRIÉTÉS.

i° Soit cp une sous-carte d'une carte ^ : pour tout tç. )o, i), on a

(image de cp) n (image de t'b) C (image de t(û).

2° Soit (F, ip) une k-carte; soient ^ et ^' deux sous-cartes de^>\ il existe
une sous-carte ço de ip telle que (pour tout tç.} o, i )), ^d/ et t^>" soient
t ̂ -compatibles en tout point x commun à leurs images.

En effet, supposons que ^ ' soit une À'-sous-carte de ̂  associée à V C Vx H y ' ;
soient de même k" et V " Ç. Y x H^i\ notons V X (Hy^i c\Hy,n) == W\ et soit 9
une sous-carte de ^ associée à W \ ̂  est une A-carte, avec À^inf^/^, k ' ) :
comme en plus l'image de t^ contient l'intersection des images de t ^ ' et f ' L " .
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il en résulte [cf. (2.1.2), propriété 30] que t ^ ' et t^" sont isomorphes
à des sous-cartes de t^\ soit -^ une intersection de t^ et t ^ ' ' , et soit de
même yj ; d'après le cas particulier de la propriété 4° de (2.1.2), -^ est une
/^-sous-carte de t ^ ' ' ; de même ̂  est une /^-sous-carte de t^\ d'où le résultat.

3° Soit ^ un système compatible saturé de cartes [cf. (2.1.4-)]; pour
tout tç. ) o, i ) le système t'S des t-affines de toutes les cartes de 2>, est un
système compatible ayant même âme que '§.

DÉMONSTRATION. — Soient y une /^-carte de eS, et ^" une /-"-carte de ^>;
soit x un point commun aux images de t ^ ' et t^"'; a fortiori^ x est commun
aux images de ' y et ^ / /; il existe donc une carte ^ de c^, une /^-sous-carte q/
de y et une /^-sous-carte ^ ' de y telles que x soit commun aux images de (p7

et cp^ et que 9' et ^ ' soient isomorphes à des sous-cartes de ^p; d'après i°
ci-dessus :

x ç. ( image de t ÇQ' ) r\ ( image de t ^ " ) .

D'après 2° ci-dessus, il en résulte qu'il existe une sous-carte (p de ip telle
que t ^ ' et t ^ ' ' soient ^cp-compatibles en x\ 2? étant saturé, ® est isomorphe
à une carte de cS', donc t^ à une carte de fê. Donc t ^ ' et t^1' sont
^^-compatibles. Il est immédiat que t^ a même âme que ^.

4° Soient ^' et ^'! deux systèmes compatibles saturés de cartes; si ^'
et 'S" sont équivalents [cf. (2.1. f^)~\^ il en est de même [pour tout tç. ) o, i ) )
de t^S' et t ^ " .

Les propriétés 3° et 4° justifient la

DÉFINITION. — Soit ^ un système compatible saturé de cartes, d'âme A ;
soit T le voisinage prismatique ouvert de A défini par ^ [cf. (2.1.^)];
soit tç. ) o, i ) ; le voisinage prismatique ouvert de A, défini par t ' S j se
note t 77, et s'appelle le t-affine de T.

2.1 .6 . k-cartes et voisinages prismatiques fermés.

NOTATIONS. — Les « Â-cartes » [définies en (2.1.1)] seront dans la suite
appelées « /-cartes ouvertes », par opposition aux « /-cartes fermées »
définies ci-dessous. La dénomination de « Â-carte » sera utilisée dans la suite
pour désigner aussi bien les /"-cartes ouvertes que les Â-cartes fermées. La
dénomination « système de cartes » signifiera : « système de cartes ouvertes
ou système de cartes fermées ».

DÉFINITION. — Soient k et V comme en (2.1.1); soit cp une appli-
cation V x [o, i^-^—^F^ appelons intérieur de (p et notons cp la restriction
de s? à V X (o, i f ^ — ^ . On dit que (ï7, cp) est une k-carte fermée (sous-
entendu : normalement fermée) s'il existe une /i-carte ouverte (F, (p*)
et tç. ) o, i ( tels qu'on ait

çy •=.-=. t^ [au sens de (2.1.o )].
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Soit "^ = (<^i) un système de cartes fermées; appelons intérieur de 2? et
notons ^ le système (9;) ; ^ est dit compatible s'il existe un système compa-
tible ̂  de cartes ouvertes et tç: )o, i ( tels que À = FeS* [c/. (2.1.5)]. ^ est
dit saturé si th' est saturé ; l'âme de eS est par définition celle de à.

Deux systèmes compatibles t? et cS7 de cartes fermées sont dits équivalents
s'il existe deux systèmes compatibles ^* et S'* de cartes ouvertes et tç ) o, i (
tels que 2>* et ^"! sont équivalents, À == FeS*, et ̂ ^.t^-, 'ê et ^/ ont alors
en particulier même image.

Soit '§ un système compatible saturé de cartes fermées, d'âme A ; la classe
d'équivalence de cS pour la relation ci-dessus est par définition le voisinage
prismatique fermé de A défini par cS\

2.1.7. Systèmes homogènes de cartes.

DÉFINITION. — Soit À un entier tel que o ̂  k<< n. Un système uniquement
constitué de À-cartes est dit k-homogène.

Tout système de cartes eS, À-homogène et compatible, a les propriétés
suivantes :

i° Soient ( T ^ ^) et (Fy, ^py) deux cartes de e^, Ai et A, leurs âmes
respectives ; Ai r\ Aj est ouvert dans Ai et dans Aj ; les À-cartes d'âme Ai n A / ,
canoniquement déunies par restriction de d^ et ^/ respectivement, sont
isomorphes.

' ^ Soit A un ouvert de l'âme A de ^; cS définit canoniquement (par
restriction de chaque carte) un système À-homogène compatible d'âme A ;
ce système est appelé restriction de cS à A et noté ^ | A ' .

3^ Soit À une fonction A -> ) o, ï ) , de classe C'\ Posons pour tout / :

/4,.(^, t)=U,.{^, (Ào^.( , r , O ) ) t ) .

Le système /cS == j 7'̂  j est À-homogène et compatible.

2.1.8. Systèmes de cartes adaptées à un système de cartes d^ une sous-
variété.

DÉFINITION 1. — Soient \S et ^/ deux systèmes compatibles de cartes
ouvertes (ou deux systèmes compatibles de cartes fermées) ; on dit que ̂  est
adapté à ^ (ou que ^ et ^f sont adaptés Vun à Vautre) s'il existe deux
systèmes compatibles "^ et ^f respectivement équivalents à ^ et ' § ' tels que
le système ^u^ soit compatible.

Cette relation est réflexive et symétrique, mais non transitive.
Il résulte immédiatement du lemme 2 .1 .4 que si deux systèmes compa-

tibles Ï> et ' S 1 sont adaptés l'un à l'autre^ et ont même image, ils sont
équivalents.
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Comme la relation « cS' est adapté à ^ » ne dépend que des voisinages
prismatiques définis par ^ et ^/, on a immédiatement une notion de
« système adapté à un voisinage prismatique » et de « voisinages prismatiques
adaptés l'un a Fautre ».

DÉFINITION 2. — Soit E une sous-variété de F, de dimension n ' ' ^ n . Soit
(V^) une À-carte ouverte de F-, soit Z la /-face de F qui contient l'âme
de ^; on dit que (F, ^) est adapté à E si, pour tout point x commun à E
et à l'âme de '^, // désignant la dimension locale de Eç\L en x^ il existe un
voisinage W de ^ dans L et un isomorphisme de ( o, l \ n ' ~ k ' sur une face
de (o , il^^, tels que la composée des deux applications

(^{Wr\E)) x (o, i^'-^-^Vx (o, l(ft-^F

ait pour image l'intersection de E et de l'image de ^.
Supposons maintenant que (T7, '^) soit une A-carte fermée de .F; on dit

alors que ( T , '^) est adapté à E s'il existe une A-carte ouverte (F7, ^[/)
adaptée à 7T et tç. ) o, i ( tels que ^= ^^+.

Les notions de système de cartes de F adapté à E et de voisinage
prismatique (d 'une partie du bord de F ) adapté à E découlent aussitôt des
précédentes. Si une carte (resp. un système de cartes, resp. un voisinage
prismatique) sont adaptés à E^ ils induisent une carte (resp. un système de
cartes, resp. un voisinage prismatique) sur E.

DÉFINITION 3. — Soit E comme ci-dessus; supposons en plus donné un
système c^ de cartes de E (ou un voisinage prismatique T d'une partie du
bord de E dans E). Une carte de F (resp. un système de cartes de F^ resp.
un voisinage prismatique d'une partie du bord de F ) sont dits adaptés à ̂
(ou T) s'ils sont adaptés à E et si la carte (resp. le système de cartes, resp.
le voisinage prismatique) qu'ils induisent sur E sont adaptés à c^ (ou T).

2.2. Théorème d'existence.

2 .2 .1 . THÉORÈAIE 1. — Soit r un entier ̂ i. Soit F une variété de classe 0 ',
de dimension n. Soif E une r-sous-variété fermée de F et soit T un voisinage
prismatique fermé du bord de E dans E. Il existe un voisinage prismatique
fermé T du bord de F dans F^ adapté à T.

Le théorème 1 sera démontré en (2.2.3) à l'aide du lemme 2 de (2 .2 .2) .
Du théorème 1 résultent immédiatement :

COROLLAIRE 1. — Soient /', F et E comme ci-dessus. Il existe un voisinage
prismatique fermé du bord de F^ adapté à E.

COROLLAIRE 2. — Soient /', F et E comme ci-dessus. Soit M une sous-
variété fermée de E. Il existe un voisinage prismatique fermé T du. bord
de F^ adapté à E. et tel que le voisinage prismatique induit par T sur E
soit adapté à M. (T est alors adapté à M.)
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2.2.2. NOTATIONS. — Les notations /-, n, F, E, T sont celles du théorème 1.
Soit k un entier tel que o^À-<^, et soit L une À-face de F. On désigne
par ÔL l'intersection de L (qui n'est pas nécessairement une variété) avec
le (k — i)-squelette de F. Soient A et A" deux ouverts de L tel que A11 c A ;
soit cS' un système À-homogène compatible de cartes fermées, d'âme A^
•adapté à T.

LEMME 1. — Soit B' un ouvert de {L — ÔL)^ assez petit {en un sens
.indépendant de A et A").

1° II existe un système cS' de cartes fermées^ k-homogène compatible^
'd'âme A" \}B\ tel que les restrictions de cS et '§' à A" soient des systèmes
équivalents.

2° On peut, en plus, choisir eS' adapté à T.

LEMME 2. — // existe un système ^//, k-ïtomogène compatible^ de cartes
fermées^ d^âme A" \J (Z — àL), adapté à 7\ et tel que les restrictions de ^
et ^" à A" soient des systèmes équivalents.

Démonstration du lemme 1.
i° Appelons convexe toute À-carte ( T , cp) telle que V soit convexe. Il

existe un système localement fini de À-cartes convexes dont les âmes recouvrent
tout ( Z — à L ) ; on suppose £" assez petit pour que B" soit contenu dans
l'âme B d'une telle carte (V, cp) .

On va d'abord montrer ceci : soit W la partie de V qui correspond
{par <p) à Aç\B\ le voisinage prismatique de Ar\B défini par restriction
clé 'S peut être défini par une seule k-carte ^ : W x [o, ï^n~k—>F^ ayant
en plus mêmes relations d'incidence [cf. II, (1.1.1)] que la restriction
de cp à W X [o, i]"^. En remplaçant éventuellement ^ par un système
plus fin [cf. (2.1.^)] on peut supposer que ^\Ar\B est défini par une
famille (^- : W[ X [o, i]"^—^^) de cartes de eS, telle que W[ soit connexe
pour tout i\ on note A\ l'âme de ^, et Wi la partie de V qui correspond

par (p à A\ ( de sorte que ^ j Wi=W Y Soit ^; : Wi X [o, i^-^-^F la
\ ; /

A-carte isomorphe à ^ bien définie par les deux conditions

<i) ^i\(WiX { o ] ) = ^ \ ( W , x { o } ) ' ,
. (2) il existe xç. Wi tel que ^ | ( { x } x [o, i]"-^") et y | ( { x \ x [o, i]''"^)

aient mêmes relations d'incidence.

On a supposé W[ connexe, donc W^ qui lui est difféomorphe, est aussi
connexe; par conséquent la propriété de ( 2 ) est vraie pour tout xç. H ; . Il
en résulte, d'après la propriété i° de (2.1.7), que, pour tout couple ( ^ y )
d'indices, ^ et ^y coïncident sur {WiC\Wj) X [o, i]^"^; par conséquent
la famille (^;) définit une À-carte ^ : Wx[o^ î]n~k->F, d'âme Ar\B.
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adaptée à ^; en plus ^p et (p | (W x [o, i])""^ ont mêmes relations d'incidence.
Ceci établi, soit B1 un ouvert de L tel que B" cBr et £' c£; et soit ^(/ un

ouvert de L tel que A " c A ' et ^TC^. Soient À et pL deux fonctions de
classe C7' : Z — ^ [ o , i] telles que, respectivement

(3) À ( ^ ) > > o pour tout xç.L\ 7==i au voisinage de A" \ et l'image
du système ^ ' S \ Ç A — A ' ) r \ B ' est contenue dans l'image de cp
[cf. (2.1.7) pour la notation Àe^].

(4 ) f^ == o au voisinage de A' et pi == i au voisinage de 7?'n|, A.

On pose alors, pour tout yç[o, i]^-^ :

(5^) ' ( i—^.(^)) x ^.(^, À(^) j ) + ^(^) x cp.(^.j)

pour cp. ( .r, o ) e ̂  n (^4 — A' )
> /.(.^, r )=^< rjj

(5^) ^ ^ ?-(^ j ) » c?.(^, o)e^nL^,

(5^ ^.(^À(.r) j) )> cp.(^, o)ç:A'r\B'',

la structure linéaire considérée en (5^) étant la structure linéaire transportée
par cp de celle de V x [o, i]""^; la formule (5^) a un sens en vertu de (3)
d'une part, et de la convexité de V d'autre part. L'application % est définie
et de classe Cr sur V X [o, i]""^, où V est la partie de V qui correspond
par cp à B ' .

Soit x ç Ï77, on va montrer maintenant que /a restriction de ̂  à un voisinage
assez petit de (^?, o) dans V x [o, ï^\n~k est un plongement. Le seul cas

non trivial est celui où <p.(.a?, o)ç.B' r\(^A — A ' ) ^ de sorte que, au voisinage
de (.r, o), % soit donné par la formule (5^). Comme ^ et çp [ W ont mêmes
relations d'incidence, la matrice jacobienne de cp-^o^i en (^, o) est une
matrice dont les coefficients situés au-dessus de la diagonale sont tous nuls,
et dont les coefficients diagonaux sont (i , .... i, a^+i, . . . a^), où a^+i, .. ., a^
sont strictement positifs. L'espace des matrices de ce type est convexe ; il en
résulte que l'application ^ est de rang maximal en (^?, o), et donc sur tout
un voisinage de (^, o) . Mais, en plus, (toujours parce que ^p et cp | W ont
mêmes relations d'incidence), % envoie le bord de W X (o, i ̂ n~k dans le
bord de F. Il résulte donc du théorème d'invariance des ouverts pour les
variétés topologiques à bord, que l'image par ^ d'un ouvert assez petit
de V X [o, i j^"^ contenant x est un ouvert de F. La restriction de % à un
voisinage assez petit de (^, o) est donc un plongement.

On peut donc appliquer le lemme II, (3.3.1); d'après ce lemme ( 9 ) , il
existe une fonction v : B'->)0y i ) , de classe C^, telle que "y^ soit un

( 9 ) En fait, on n'utilise ici ce lemme que dans un cas particulier où sa démonstration
se simplifie; en effet, d'après le théorème d'invariance des ouverts, le seul point à éta-
blir ici est que, pour \> assez petit, l'application ^ ' / est injective.
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plongement; on peut en plus supposer que v est égal à i sur A"r\B' (si ce
n'est pas réalisé, on s'y ramène immédiatement); A" étant ouvert dans Z,
l'intersection de l'image de ' S \ A ' f et de L se réduit à A" \ donc il suffît

que v soit assez petit sur B" r\\ A' pour que v % [ B" soit adapté à à | A" (1 0) .

Si l'on effectue la construction ci-dessus en remplaçant c^ par un système ^*
tel que (pour un certain ^ € ) o , ï ( ) on ait 'ë==.t^^ on aboutit à une
carte v*%*, telle que ^*%* B" soit adapté à ^ A"-, le système obtenu en
adjoignant t v * ' y ^ \ B " à '§ A" remplit toutes les conditions voulues pour ^ ' .

2° Puisque E est fermé dans F^ E Ç\L est fermé dans Z, et par consé-
quent Eç\^L—ÔL) est fermé dans ( Z — à L ) \ on peut donc trouver un
système localement fini de Â-cartes convexes de F adaptées à E dont les
âmes recouvrent ( Z — Ô L ) . Si B" est assez petit pour que son adhérence
soit contenue dans l'âme d'une telle carte, le système '<§' construit par le
procédé du i° est adapté à E (11).

Mais on veut en plus que "iS' soit adapté à T. Puisque ^ est adapté à 7\
il existe [cf. (2.1.6)] ^*, T' et tç)o, i ( tels que ^ == ̂  T=tT\ et
que ^* soit adapté à 77*. Or toute carte convexe ûû* de E est induite par une
carte convexe de F ( 1 2 ) ; ont peut donc supposer B" contenu dans l'âme B
d'une carte ( F", cp*) convexe et induisant sur E une carte convexe adaptée
à T*. On applique à ^* et à ( V ^ 9*) la construction du i°; on aboutit à une
certaine carte 1^*7.*, d'âme B ' , vérifiant les conditions suivantes :

(a) v*^* est compatible avec ^* | A".

(b) E f\( image de v*%*) = image de v*-/^ \ E C\B'.

(c) Si ûû* désigne une carte de ZT, d'âme Er\B' adaptée à 77*, il existe une
fonction ^ : Ef\B'->}o^ i ) , égale à i au voisinage de Eç\B' ç\A\ telle
que v*^* | E r\B' soit isomorphe à Eûû*.

Soit alors t ' ç. ) t ^ i ( ; la carte t ' ' ^ y ^ \ EC\B' est isomorphe à ^^co*; l'affinité
de « rapport » j/^ qui fait passer de t'^-^ à t^* peut être obtenue par une
isotopie y de l'image de ûû*; cette isotopie peut se prolonger en une isotopie y'
de F^ induisant l'identité sur l'image de S*|^; y' transforme v*%* en une
carte y'(v*%*) telle que t[Y (V^*)] soit adapté à ^ ] A" et à T.

Démonstration du lemme 2. — Soit (£i) ( î = = i , 2, . . .) une suite loca-
lement finie d'ouverts de L telle que chaque Bi soit assez petit pour

( 1 0 ) Notations de (2.1.6).
(n ) Ce résultat serait suffisant si l'on n'avait en vue que la démonstration du corol-

laire 1 du théorème 1 (2.2.1); on notera que ce corollaire est suffisant pour établir le
corollaire 1 du théorème 3 (3.3.2), et par conséquent l'existence de tubes normaux à
une sous-variété [cf. (3.4)].

(1 2) C'est immédiat en considérant un tube normal à Pimage de (ù*; cf. note ( n ) .
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qu'on puisse lui appliquer le lemme 1 (Bi jouant le rôle de B " ) ^ et que

( U B^Â?=(L-àL)^Ar'

Soit {Bi^t) ( / = = i , 2, . . . ; t ç l ) une famille d'ouverts de L telle que

•^0, 0 =z A , BQY-=^A\

Bi i =: /?( pour i' :== ï , 2. ... ;

^J £,,,=(L-àL)uA ';
;==0, 1,. ..

B^t'C-Bi^ pour ; == o, ï , 2, . . . et pour o^^<^^i.

On pose
U2?,^=:<7^ pour ( = 0 , 1 , 2 , . . . .
O^^;

Le système ^ donné a pour âme A ==. 2?o,i== ^o.r Le i° du lemme 1
permet de définir de proche en proche, pour tout <, un système compatible 'Si
d'âme Cr^/.y de façon que ^ et ^+1 induisent sur Ci^/y+i des systèmes
équivalents. Soit ^ le système induit par 2^ sur C^;o; le système ' § ' réunion
de tous les ^ est compatible, son âme est {L—ôL)\jA\ et il induit
sur A''== BQ^-==. Co,o un système équivalent à c^ | A ' . Il suffit à chaque fois de
définir 2?; à l'aide du 2° du lemme 1 pour que cS^ soit en plus adapté à T.

2.2.3. Démonstration du théorème 1. — Soient to-, / ï , ..., tn—t des
nombres tels que

0 < tn-i <. . .< to==I.

On suppose en plus ^_i assez voisin de ï pour qu'il existe un voisinage
prismatique fermé 77* du bord de E tel que T -==. ^_i 77*.

Il est immédiat qu'il existe un voisinage prismatique fermé du o-squelette
de F adapté à 77*. Il suffit donc de montrer ceci : soit k un entier tel
que o <i k < n ; la notation Fk désignant le /--squelette de F, soit ^ un
système compatible de cartes fermées d'âme Fk-i^ adapté à t/c—i T*\ il existe
un système compatible " S " de cartes fermées d'âme Fki adapté à tk T*. On
procède comme suit : on suppose ^saturé [c/. (2.1.^)]; on note ̂ (resp. ̂ -i)
le sous-système de 2? formé des //-cartes telles que k^k (resp. k' ̂ k — ï) ;
on pose tk/tk-i== t'i les systèmes t ' S k et t'Sk-i sont des systèmes compatibles
[en effet, on a par exemple : fSk= ( t ' S ) k ' - > t^ est un système compatible
d'après la propriété 3° de (2.1.5); donc (fS)k est un système compatible
d'après la propriété i° de (2.1.3)]. On a

(image de fS/c-i) n^-i == ̂ •-i,

(image de t'S^)r\Fk C (image de ^)n^,
(image de t^k) r\Fk = (image de ^)n^.
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Soit L une À-face de F; on pose

(image de ^) r\L = A,
(image de t^k-i)r\L == A"\

A et A"' sont des ouverts de Z; on a à L ç _ A ' " et A " c A . Le système induit
par t^k sur A — A ' " est k-homogène ; en plus il est compatible. [Soient en
effet ( V ^ ^) et ( T^, i[/) deux cartes de ce système, soient (x^ y) ç V x ( o, i ( n—k

et { x ' . y ' ) ç . V x ( o, ^""^ tels que ^.(^, y) = ̂ /.(^, y ' ) \ le système t ' § k
étant compatible, il existe une Â^-carte cp de t^k telle que ^ et '.[/ soient
(p-compatibles au point ^.(^, j); ceci entraîne que le point ^.(.r, o) est
dans l'image de cp; comme d'autre part ̂ . (x^ o)çA — A"\ cela entraîne k'= Â-;
donc ^ et ^ sont par exemple ip-compatibles au point ^.(^, y).}

Soient alors ^/ et A" des ouverts de L tels que A^cA^ A' ' cA' et A'C^ ;
appliquons le lemme 2 de (2.2.2) avec A — A ^ et A—A^' dans les rôles
respectifs de A et A'; le système ^^[^ / —^[ / / est adapté à t^T^ \ il existe
donc d'après le lemme cité un système ^, d'âme L —A\ adapté à ^ T*,
et tel que ̂  et ^cS^. induisent sur A' — A" des systèmes équivalents. Soit UL un
voisinage ouvert (dans F ) de (Z — A ^ u C i m a g e de tkT^E^L —A")]; il
existe une fonction A : Z — A^-» ) o, i ), de classe 0\ égale à i sur^n CL —A"')
ainsi qu'au voisinage de A"— A'\ telle que l'image de la restriction à L — A'
du système À^jr, soit contenue dans UL'-) le système d'âme L défini par t ' ^ k
sur un voisinage assez petit de A", et À^z, sur L — A", est un système
compatible et adapté à tk 77*, qu'on note ^1.

On fait la construction ci-dessus pour toutes les A'-faces de F^ en choisissant
les UL de façon que leur intersection soit vide; on prend pour ^" le système
réunion de tous les ̂ .

3. Applications du théorème 1 : prolongement d'une variété ;
plongement dans un espace euclidien ;

métriques riemanniennes adaptées ; tubes normaux à une sous-variété.

3.1. Prolongement (Tune variété.

3.1.1. DÉFINITION. — Soit F une r-variété. Le couple formé par une
r-variété F* et une application/ : F—^F*^ s'appelle m prolongement de F
si / est un r-plongement de F dans V intérieur de F " et si l'image de/est
une sous-variété fermée de F*'.

PROPOSITION 1. — Toute r-variété F admet un prolongement (F\ f) tel
que F * soit difféomorphe à F.

La démonstration est faite en (3.1.3); (3.1.2) donne quelques
préliminaires.
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3.1.2. Soit p un difféomorphisme de (o, i ( sur I , i [ qui induise
. . 1° lr o i

l'identité sur ^ 5 i • Pour tout entier /?^o, on définit un plongement p,,

de ( o, i (P dans lui-même en posant

p/,.0i, . . ., œp) == (p.^i, . . ., p.^).

Soit maintenant jF une r-variété de dimension n^ et soit (F, ^) une A-carte
ouverte de //7 [c/. (2.1.6)]; on définit un plongement p.^ de l'image de ^
dans elle-même, en posant

p^= '̂  o ( (identité de V) x ^n-k) ° ^~1 •
On a le

LEMME. — Soit H^ une (k'—k)-face de (o, î[n~k et soit U un ouvert
de V x H y, ; soit (U, (p) une k '-sons-carte de ( V, ̂ ) associée à U[cf. (2.1.2) ] .

/ 2 \Sik'= A-, ou si U est contenu dans V x ( //a— o^a )i <^or.ç p^ et p^ coïncident
sur F image de cp.

DÉMONSTRATION. — Bornons-nous au seul cas non trivial, celui où k ' ^ > k .
Soient Hy, le supplémentaire canonique de Hy^\ H'injection de U dans V X //a;
^ l'isomorphisme de (o, il^-^' sur //a qui détermine 9; / l'isomorphisme
canonique de H^ x //a sur (o. i ("-Â'. Le diagramme

î/ X ( 0, I (n-/-' ̂  V X //a X y/a111611111^ ^ X f 0, I (^
A ^

identité XOra—A-' identité Xpn— À-

t/x (o, .("-^Fx/^x^'''8"'1^ Fx (o, i(^

r 2 rest commutatif puisque p induit l'identité sur | „ ? i . D'où le lemme.
lij l

3.1.3. — Démonstration de la proposition 1. — Soit T un voisinage
prismatique ouvert du bord de F [cf. (2.1.^)]; et soit ^ un système
compatible de cartes définissant T et ayant la propriété suivante : pour tout
entier k tel que o</ r^n , le sous-système e^ de ^ (formé des Â-'-cartes
de ^ telles que o ^ k ' ^ k ) est tel que

/ 2 \
(i) (image de ^.) n ( image de ^ ^_i =0.

\ ° /

(Un tel système 2? se co'nstruit facilement en grimpant sur le squelette àef).

Soient ^/ une À^-carte et ^// une Â^-carte de t^; soit x un point commun
aux images de ij/ et ^ ' \ il existe [cf. (2.1.3)] une carte ^ de ^, et une
À^-carte q/ dont l'image contienne x et qui soit isomorphe à la fois à une
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sous-carte de ^ et à une sous-carte de ^- Soient p^/, pq/, pq//, pm les plonge-
ments définis en (3.1.2); d'après le lemme 3.1.2, pç et p.^/ coïncident en x ' ,
d'après (i) ci-dessus et le lemme 3.1.2, pç et p<^ coïncident en x\ donc p,^
et p^/ coïncident en x. De même p^ et p^// coïncident en x\ donc finale-
ment p,^ et p,^// coïncident en .̂, Ainsi p^/ et p^// coïncident en tout point
commun à l'intersection de leurs images ; on définit donc un plongement f
de F dans l'intérieur de lui-même de la façon suivante : f est l'identité en
dehors de l'image de ^, et pour toute carte ^ de ^, la restriction de /
à l'image de ^ coïncide avec p^. L'image de / est fermée dans F^ de sorte
que, si l'on pose F*=F^ ( F * ^ f) est un prolongement de F .

3.2. Régularisation d'une structure 0^ (pour r<<+oo) et plongement
d'une variété dans un espace euclidien.

3.2.1. Rappel : le théorème de plongement de Whitney. — Le lemme
ci-dessous apporte au théorème de plongement de Whitney (cf. WHITNEY [31)
un léger complément qu'on utilisera en (3.2.2) pour étendre le théorème
de Whitney au cas des variétés au sens de (1.2.2).

LEMME. — Soit r an entier ^i. Soient F une r-variété sans bord de
dimension n^ E une r-sous-variété sans bord de F^ U un ouvert de F^
V un ouvert de F tel que U'C U. On suppose donnée sur U une structure C^
telle que E c\ U soit une sous-variété C^ de U.

Alors il existe un r-plongement propre f : F-^ R^^ tel que la restriction
de f à U' soit de classe (7°°, et que les images de F et de E par f soient des
sous-variétés de classe C30 de 7?2^1.

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du lemme ̂  il existe sur F une structure
différentiable de classe C00, compatible avec la structure 0^ sur F et avec
la structure C^ sur U'', et pour laquelle E soit une sous-variété de classe C'^'.

Le corollaire est une conséquence immédiate du lemme.

Démonstration du lemme.

( a ) Le théorème de plongement de Whitney affirme qu'il existe un
r-plongement propre // de F dans T?2"^ tel que l'image F ' de F ^v f soit
une sous-variété de classe C^ de 7?271"1"1. A l'aide des procédés classiques de
régularisation, la restriction de f à U peut être approchée arbitrairement
près au sens de la topologie (^r {cf. ^.3) par une application h' de classe C^
de U dans F ' , et il résulte du théorème 5 (13) [cf. II, (2.2.1)] que pour h'
assez voisin de / /1 U^ il existe un difféomorphisme /// de F sur F ' qui
coïncide avec h' sur U.

(b) Munissons E d'une structure C00 compatible avec celle de Eç\U
[il résulte immédiatement du (a ) qu'une telle structure existe]; E^ muni de
cette structure, sera noté E ' . Soit U" un ouvert de F tel que U ' Ç . U " et

BULL. SOC. MATII. — T. 89 PASC. 3. «o
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que U " c U . La restriction de j " ' à E—CE r\ L ' ) peut être approchée
arbitrairement près au sens c^ par une application h" de classe C°°
de E — ( E r \ U ' ) dans .F', qui coïncide avec /// sur E r\ U " . D'après le
théorème 5 (13), si h" est assez voisin de f" \ (E — (E r\ U ' ) ) il existe un
r-difféomorphisme g de F ' ' , induisant l'identité sur / ' ( U ' ) ^ tel que

g ^ f ' ^ E - Ç E ^ U ' ^ ^ h ' .

Il suffit alors de poser
8°r=f-

3.2.2. THÉORÈME 2. — Soit r un entier ̂  i. Soient F une r-variété et E
une r-sous-variété de F. Il existe sur F une structure différentiable de
classe C30, compatible a^ec la structure C'\ et pour laquelle E soit une
sous-variété de classe C3c.

REMARQUE. — Le théorème 2 justifie la convention de notations suivante
qu'on utilisera dans la suite : au lieu de « variété de classe C* », « sous-
variété de classe C^ », on dira simplement : « variété », « sous-variété ».

Démonstration du théorème 2. — D'après la propriété (5) de (1.3.2), il
suffit de faire la démonstration dans chacun des deux cas : E fermé, couvert.
Or le cas ou E est ouvert se ramène immédiatement au cas où E est vide.
On se bornera donc au cas où E est fermé.

Soit T un voisinage prismatique ouvert de ÔF dans F, adapté à E', et
soit ^ un système compatible de cartes définissant T. On suppose ^ saturé
[cf. (2.1.^)]. Pour tout entier À" tel que o^Â'-</i , on note ^ le sous-
système de cS, formé des Â'-cartes de ^ telles que o ^ k ' ^ k . On va montrer
par récurrence sur À : il existe une structure ^, de classe C^, sur l'image

de —.^/c; compatible avec la structure C'\ et telle que

Er\ ( imase de —, c .̂ ) soit une sous-variété de classe C^ pour d)^.
\ b 2^ /

C'est clair pour À == o ; supposons que ce soit démontré pour l'entier k — i.
Soit L une À'-face de F ' , on pose

( image de -^ ̂ _i ) C\L =z A,

( image de \ ̂ _i ) H L == A ' .

D'après le corollaire du lemme 3.2.1 [appliqué avec (L—àL)^
E r \ ( L — à L ) , Ar\(L—à.L) et A ' r \ ( L — ô L ) dans les rôles respectifs

( 1 3 ) On n'utilise ici le théorème 5 que dans le cas particulier des variétés sans bord,
cas dont la démonstration directe n'utilise pas le présent lemme ni ses conséquences.
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de 777, jÈ7, U et U ' ] il existe une structure c0j,, de classe C^, sur (Z — <^)y
compatible avec la structure C', compatible sur A C\{L—ÔL) avec la
structure cî^—i, et telle que Er\(L — ÔL) soit une sous-variété de classe C^

pour O^L- On prolonge la structure ̂  à l'image de —[. ^À | (L —à.L) de la

façon suivante : soit une famille (cp^ : Ui—> Ai) de cartes de L — ÔL définissant
la structure tOj,; on suppose les Ai assez petits pour qu'il existe, pour tout ?\.

une Â'-carte ̂  : Vix ( o, i (/^-j-> jF, de —^ cS^-, d'âme ^4/ : soit

T; : ^-x (o, i^--;^

la Â'-carte, isomorphe à W;, définie par

T,.(.r,j)==^.(^,y),

où J"7 est défini par ^.(^/, o) == ̂ i.x1. La famille (^/) déunit sur l'image W

de — ^ ] ( Z — Ô L ) une structure C^ qu'on note ^/r; ^/^ est compatible

avec i0^ sur ( Z — Ô L ) et avec t^_i sur l'intersection de W avec l'image

de —, ^_i [ ^Z ; et puisque ^ est adapté à E [cf, (2.1.8)], Eç\ W est de

classe C^ pour o)^. On fait cette construction pour toutes les Â'-faces de F:,
soient L et L' deux telles faces, on a

Wc\ W C image ( -^ ̂ _i j ÔL^ÔL'Y

de sorte que d?//^ et o)/^/ coïncident sur ^n W avec la structure induite
par (^k—\- D'où, sur la réunion des W relatifs à toutes les Â'-faces Z, une

structure C^ compatible avec la restriction de <%-i à l'image d e — ^ ^ _ i ^

d'où finalement, une tructure C30 sur l'image —^ ̂ , structure qui a toutes les

propriétés voulues pour ̂ .

3.2.3. COROLLAIRE DU THÉORÈME 2. — Soit r un entier ̂ i. Soient F une
r-variété de dimension n^ et E une r-so us-variété de F. Il existe un r-pîon-
gement propre f : F—^jR2"-^ tel que les images de F et de E par fsoient
des sous-variétés de classe C^ de R^^.

DÉMONSTRATION. — Soit d? une structure C00 sur F^ fournie par le théorème 2y
telle que E soit une sous-variété de classe C^ pour a), Soit ( F * ^ f) un prolon-
gement pour la variété F munie de la structure cP, prolongement fourni parla
proposition 1 [cf. (3.1.1)]. Soit/ / / un plongement propre de classe C30 de
l'intérieur de F dans T?2^^1 ; le plongement/^oy7 a les propriétés voulues.
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3.2.^. — Une autre application du théorème 2 est la démonstration pour
•tout entier r^i de la :

PROPOSITION 2. — Soient F une r-variété de dimension n^ K un compact
'de F\ V un voisinage de K dans F. Il existe une r-sous-variété compacte E\,
de dimension n^ de F', telle que E Ç. V\ et que K soit contenu dans l'intérieur
(topologique) de E.

DÉMONSTRATION. — Grâce au théorème 2, on peut se borner au cas r== oo-
Soit cp une fonction de classe C00 : F->[o^ i] égale à i sur K^ nulle
sur F— V. D'après un théorème de Sard (cf. SARD [1]) qui se généralise
immédiatement au cas des r-variétés au sens de (1.2.2), l'ensemble Ôi des
points de [o, i] qui sont des valeurs régulières pour cp et pour les restrictions
de cp à toutes les faces de dimension ̂ i de /7r, est dense dans [o, i]. Soit /
un point de c%, tel en plus que (^ ne prenne la valeur t en aucun sommet
de F\ alors ©"^([^ i]) est une sous-variété de F qui satisfait à toutes les
conditions voulues.

3.3. Métriques riemanniennes adaptées.

3.3.1. NOTATIONS. — /^désigne une variété de classe C30, de dimension 72;
àF est le bord de F\ T est un voisinage prismatique fermé de ÔF dans F\
E est une sous-variété de F et 3Ti est une métrique riemannienne de
classe C00 sur F.

DÉFINITION 1. — On dit que OTi est adaptée à T si, pour toute Â-carte 'sp :
V X [o, l^n~k—^F^ compatible avec 77, la métrique riemannienne induite
par Jll sur l'image de ^ est l'image par ^ d'une métrique riemannienne
sur V X [o, ï]n~k-, produit d'une métrique riemannienne sur V par la
métrique euclidienne sur [o, i ̂ n—k.

S'il existe un voisinage prismatique fermé de ÔF dans F auquel OVi soit
adapté, on dit que 3VL est adaptée au bord de F.

DÉFINITION 2. — Si, pour toute face L de F telle que E^.L^ E et L sont
orthogonaux en chacun de leurs points communs, on dit que 3Vi est
adaptée à E.

Une propriété immédiate. — Si Jll est adaptée à 77, et si T est adapté à E
[cf. (2.1.8)], alors Jll est adaptée à E, et la métrique induite par J1Z sur E
est adaptée au voisinage prismatique induit par T sur E.

3.3.2. THÉORÈME 3. — Soient F une variété de classe C90 et T un voisinage
prismatique fermé du bord de F; il existe sur F une métrique rieman-
nienne OTt, de classe C", adaptée à T.

Le théorème 3 sera démontré en ( 3 . 3 . 3 ) . En voici deux corollaires :
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COROLLAIRE 1. — Soit F comme ci-dessus^ et soit E une sous-variété
fermée de F. Il existe sur F une métrique riemannienne 3Xi de classe C^\.
adaptée au bord de F et à E.

Démonstration du corollaire 1. — D'après le corollaire 1 du théorème 1L
[cf. (2.2.1)], il existe un voisinage prismatique fermé du bord de FdoinsF^
adapté à E\ d'après le théorème 3, il existe DTi adaptée à 77; Jll est alors
adaptée à ÔF et à E.

COROLLAIRE 2. — Soient E et F comme au corollaire 1 ; soit M une sous-
variété fermée de E. Il existe sur F une métrique riemannienne 3Viy
adaptée au bord de F et à E^ qui induise sur E une métrique adaptée au
bord de E et à M.

Démonstration du corollaire 2. — Soit T un voisinage prismatique fermé
du bord de F^ fourni par le corollaire 2 du théorème 1 ; soit OTL adaptée à T;
Jll est alors adaptée au bord de F et à E\ T induit sur E un voisinage
prismatique T ' du bord, adapté à M.\ la métrique 3Ti' induite par OVi sur E
est adaptée à T ' ' , donc à M (cf. propriété 3 .3 .1) .

3.3.3. Démonstration du théorème 3. — Soit n la dimension de F;
soient to^ ti, . . . . tn-i des nombres tels que o < ̂ -i<. . .< to=ï.

Soit ^ un système compatible saturé définissant T\ on suppose tn-i assez
petit pour qu'il existe un système ^* tel que ^ = tn-i^'i pour tout entier k
tel que o ^ À < < / î , on note 2^ le sous-système de cS* formé des //-cartes
telles que o ^ k ' ^ k . On va construire, pour tout k (tel que o ̂ -k <^n\
une métrique riemannienne 3Xiki définie sur l'image de ^^, et ayant la
propriété suivante : pour toute carte cp* : Vx [o, ï]n~k->F de 2^, la métrique
riemannienne induite par DVi/, sur l'image de ^cp* est l'image par ^(p* du pro-
duit d'une métrique riemannienne sur V par la métrique homothétique dans
le rapport t/,/tn-i de la métrique euclidienne sur [o, ï]n~k. Une fois obtenue
la métrique ^Tl^_i, on définit comme suit sur F une métrique Jlt adaptée
à 2? : sur l'image de c^, OTc coïncide avec ^ll^-i ; sur l'intérieur ( F — Ô F )
de F, 3VL coïncide avec un prolongement de la restriction de OTin-i a
(F— ÔF) n (image de cS), l'existence d'un tel prolongement étant assurée
par le théorème classique de prolongement d'une métrique riemannienne
{cf. STEENROD, [l], p. 55 et 58). Comme l'existence d'une métrique Jlio est
triviale, on est ramené à ceci : la métrique OVLk-i étant donnée (pour un
certain entier k tel que o < k < n), construire la métrique JTÎ^.

Soit L une Â-face de F\ par le procédé utilisé ci-dessus pour définir «TU,
on définit sur L une métrique 3VÎL qui coïncide avec 3Xik-i sur Zn (image
de^_i^_i). Pour toute carte cp* : Fx[o, i]^ de ̂ |Z, on munit Fx[o, i]"-^
de la métrique riemannienne produit des deux métriques suivantes : sur Vy
la métrique image réciproque de DVi^ par l'application {^->(p*.(^, o) } ;
sur [o, i]"~^, la métrique homothétique dans le rapport tkftn-\ de la métrique
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euclidienne; puis on munit l'image de ^9* de la métrique image (par tk^)
de la précédente. On définit ainsi, sur l'image W de tj^S\ \ L une métrique 3Vi^
qui coïncide avec Jll<—i sur H n (image de ^_i^_^). Soit (Li) la famille
des Â'-faces de - F ' , en opérant comme ci-dessus on obtient pour tout i une
métrique ^11^5 on définit 3\ik par la famille (^11^) d'une part, et d'autre
part, par la restriction de 3Yi/,—i à l'intersection des images de ^—i2^._i
et^..

3.3.^. Propriétés des petites géodésiques d^une métrique adaptée. —
Soit F une variété (de classe C^) ; soit Ole une métrique riemannienne (de
classe C30) adaptée au bord de F [cf. (3.3.1), définition 1]. De la définition,
il résulte immédiatement :

(a) toute face de F est une sous-variété totalement géodésique (u) pour 3VL ;
(b) deux faces distinctes quelconques de F sont orthogonales en chacun

de leurs points communs.
Grâce au (a) et à la convexité locale des modèles 1.2.1, on peut généra-

liser au cas des variétés un résultat classique dans le cas des variétés sans
bord (cf. par exemple DE RHAM, [l], p. i35) :

PROPOSITION 3. — Soit F une variété riemannienne^ de classe C", dont la,
métrique OVi est supposée adaptée à ÔF. Soit 7. une fonction continue stric-
tement positive déjinie sur F; on note W\ le sous-espace de ^(F) formé
des vecteurs tangents x' qui satisfont à la condition suivante : si x^ désigne
V origine de x\ alors la longueur de œ' (pour la métrique dé finie par pro-
longement de 3Vi) est inférieure ou égale à ?. (-^o).

Alors on peut choisir 7 de façon à satisfaire aux deux conditions
suivantes :

i° pour tout x' € W\ il existe un arc de géodésique unique a, de même
origine XQ que x\ tangent à x1 en XQ^ et de longueur égale à celle de x .

2° En plus^ si Von note x^ V extrémité de a, V application ô :

W{^x'->{x,, x,)ç.Fx F

est un difféomorphisme {de classe C^) de W\ sur le voisinage W\ de la
diagonale de F x F^ formé des (x^ y ) tels que d(x^ y ) ̂ }.(x). [d(x^ y )
étant la distance géodésique des points x etj, c'est-à-dire la longueur de la
plus petite géodésique les joignant].

3.^. Tubes normaux à une sous-variété.

Soit F une r-variété (/ '^i) de dimension n ; soit E une /'-sous-variété
de F^ de dimension m < n. Soit CQ une structure C^ sur F^ pour laquelle E

( 1 4 ) Conformément à la définit ion classique, une sous-variété E d'une variété rieman-
nienne F est dite totalement géodésique s'il existe un voisinage W de la section nulle
de Pespace tangent ©(-£'), tel que pour tout x ç. W\ il existe un arc de géodésique de E
(pour la métrique indui te) , de même origine x que x et de même longueur, tangent
en x à x\ et qui soit un arc de géodésique de F.
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soit une sous-variété de classe C^ {cf. théorème 2). D'après la propriété 5°
de (1.3.2), il existe une sous-variété ouverte F ' de F telle que E soit fermée
dans F ' . Il existe donc une famille (^) de cartes locales de F ' ayant les
propriétés suivantes : pour chaque (, la source de ^ est un certain /?^,,
qu'on note Vi et qu'on identifie à son image par ^ (laquelle est un ouvert
de F\ donc de F ) - , la famille (F;) est localement finie et recouvre un voisi-
nage de E dans F ' (donc dans F)\ pour chaque ?', il existe un système {.Xy^
^3, x.^ jô, y-^) de coordonnées dans ̂  (où Xy.^ ^3, etc., représentent chacun
un nombre fini de coordonnées réelles) tel que les équations de F; soient

(1 ) ^^°^
(2) J^O

et que celle de ViC\E soient (i) et

(3) ^3^o,
(4) .75=0.

On note Ei la partie de ViC\E dont les équations dans V, sont (4) et

(5) —i^^^r+ i ,
(6) o^^p^+i,
( - ) 0 ̂  ^gy ̂  -+- 1

et l'on suppose que les intérieurs des Ei recouvrent E.
Pour tout /, soit Hi un cube de la partie { y = o ;' de R'1^ assez grand pour

que Ei soit contenu dans l'intérieur de Hi (par exemple : { — ï^Lx^—- î [•).
On munit T^ d'une métrique riemannienne Jll, de classe C^ pour la

structure d?, et qui soit adaptée au bord de F ' et à E [cf. (3.3.1)] ; 3Vi indui t
sur Vi une métrique riemannienne qui ( Vi étant identifié à une partie fermée
de jR^1) peut se prolonger en une métrique riemannienne sur 7?^, notée c)!^.

Sur tout voisinage Ui assez petit de Ei dans /?", la projection orthogo-
nale pri sur Ht (pour la métrique 3\ti) est bien définie et de classe C^ : pour
tout c;>o, assez petit, l'ensemble T^ des points q de Ui tels que (d dési-
gnant la distance géodésique) d (a, pr,.a)^£;, est une sous-variété (de
classe C30) de Ui difféomorphe au produit Ei•x N^ avec N^;= Bn-jn n K^i"11
ki étant la dimension de l'espace des jo; mais, grâce au fait que 1̂1 est
adaptée, 7^ est (pour s; assez petit) une sous-variété de UiC\ Vi, de sorte
que 77^ ne dépend que de Ei, £i et de la métrique 3M (et non de ^11,) ; ceci
justifie, pour 77^, la notation T-^{Ei, F ) , étant entendu que F est munie
de OVL. On définit de même 7\(^, F ) , pour toute fonction réelle ?./, stricte-
ment positive, de classe C30 sur E^ c'est encore une sous-variété de V^
dinëomorphe à Ei x N[.

Soit alors 7. une fonction réelle strictement positive, de classe C^ sur E
(pour la stucture induite par (X^). assez petite au sens C° ; pour tout z', on
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pose À \Ei==- ̂ i. La réunion de tous les 7\(2T, .F) se note T\(E^ F ) et est
appelée tube normal à E^ de « rayon » )i, dans F (muni de .311). Le
tube T\(È\ F ) est une sous-variété de F^ de classe C^ pour d?, fermée si E
est fermé. La projection orthogonale pr de T\(E^ F) sur 77 définit sur 7\(jË\ F)
une structure d'espace fibré-différentiable (localement trivial) de base E.
Supposons E connexe; la « fibre » Ni de 7\;(2^, F ) est alors, quel que
soit î, difféomorphe à N-==1 B^-m C\ I^k^ i où ^ est l'entier tel que k -+• m soit
la dimension de la plus petite face de F contenant E\ on peut (par exemple à
l'aide de la proposition 3) choisir une famille (<^) de difféomorphismes :
EiX N—> T^{E^ F ) compatibles avec pr, qui définisse sur T\(É\ F ) une
structure d'espace fibre de groupe structural le groupe suivant : produit du
groupe orthogonal à ( À - — m ) variables par le groupe des permutations
de (n — À:) variables.

Si E est sans bord relatif (i.e. àEcàF)^ alors T\{E^ F ) est un voisinage
de E dans F^ et s'appelle voisinage tabulaire normal de « rayon » À de E
dans F (munie de la métrique 3VL) ; les voisinages tubulaires normaux forment
alors un système fondamental de voisinages de E dans F.

Plus généralement, soit M une partie de E\ pr désignant la projection
orthogonale de T\{E, F ) sur E, pr-1^) se note T\(E, F\ M) et s'appelle
tube normal à E^ d^âme M^ de « rayon » )i, dans F (muni de <M);
T\{E^ F\ M} est muni d'une structure fibrée induite par celle de T\(E, F ) ;
c'est une sous-variété de T\(E^ F ) si M est une sous-variété de F.

REMARQUE. — On peut généraliser la définition ci-dessus au cas où E est
une sous-variété de codimension o de F\ on doit alors convenir que, pour
toute partie M de E^ tout tube normal à E dans F^ d^àme M^ ^identifie
à M. Ce sont les prolongements de E [qu'on déunira en II (2.3.1)] qui
jouent dans ce cas un rôle analogue à celui joué par les tubes normaux dans
les autres cas.

h. Espaces fonctionnels.

^.1. La catégorie Cf des espaces fonctionnels.

4-.1.1. Définition de la catégorie (fl7'. — Soit r un entier ̂ i, fini ou non.
Soient E^ F^ E ' ' , F ' des variétés; on suppose E et E ' non vides ; soient A
et A' des parties de Hon-r"^, F ) et ïlom7 ( E ' , F ' ) respectivement.

Soient H une r-variété. Soit r ' un entier tel que i^r^r; une appli-
cation ^ : ff—^ïîo^ÇE, F ) est dite r'-permise si l'application associée :
H x E -> F est r'-différentiable.

Une application/: A -> A' est dite r'différentiable si A est vide, ou si,
pour tout entier r ' tel que ï ^ r ' ^_r^ pour toute r-variété H^ et pour toute
application /^-permise : H—^A, l'application composée /oco : H'-> A\ est
encore /^-permise.
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La catégorie (^r, dont les objets sont les parties des ï{omr(E^ jF), (où E
et F sont des variétés, E non vide), et dont les morphismes sont les appli-
cations r-différentiables, s'appelle catégorie des espaces r-fonctionnels.

Soient A et A' deux objets de (fV; on note Dif^Â, A ' ) l'ensemble
Hom^(^, A ' ) .

Pour ï ^ r ' ^ r ^ il existe un foncteur naturel de Cl7' dans CX7'', donnant
lieu à des conventions analogues à celles de (1.2.4). Il est immédiat que
pour qu'une application d'un objet de OL7^ dans un autre soit r-dijfféren-
tiable^ il est nécessaire et suffisant qu'elle soit r'-différentiable^ pour tout r
Jîni tel que i ̂  r ' ̂  r.

4 .1 .2 . Propriétés de la catégorie QL1' résultant de (0.3).

1. Soient A^ A\ A" trois objets de Ûf. Il y a une bijection naturelle

Dif7^, A) x Diî^A, A " ) wDi^ÇA, A x A " ) .

2. Soient E^ E ' ^ E" trois r-variétés. L'application canonique définie par
la composition

Honr-{E, E ' ) x Hom^^, E " ) -> Rom^E, E " )

est r-différentiable.

3. On déunit un foncteur d'inclusion / de (^r sur une sous-catégorie pleine
de (fF en associant à toute r-variété E l'objet Hom^O, E) [cf. (1.2.2)]
de 0^. Le foncteur / est compatible avec les produits sur (^r et CSV; aux
applications r'-permises de E dans un objet A de C^ correspondent les appli-
cations r'-difïérentiables de I ( E ) dans A. On identifie toute r-variété E à
son image par /; les applications /''-permises prennent alors le nom ({'appli-
cations r'-dijférentiables. On a une bijection canonique

(1) Dif^, Hom^, F ) ) wîîom^A x E, F )

pour tout A de (^r et tout couple (E^ F ) de r-variétés. Il en résulte :

(2 ) l'application canonique îîom7 (E^ F) x E -> F est r-dijférentiable.

4. Soient^, F^ H trois /'-variétés; soit A cHom7^, //) un objet de d/'.
On note Dilhom^^, A) la partie de Hom^^x^, H) canoniquement
associée à Dif7^^, A ) ; Difhom7' définit [cf. (0.3.4)] un foncteur de deux
variables contravariant par rapport à la première, covariant par rapport à la
seconde, à valeurs dans dl^

Soit A' un second objet de Cl7', il y a une bijection canonique

(3 ) Dif7'^, Difhom^Ê7, A ) ) ^Dif^/Tx E, A).

11 en résulte
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(4) l'application canonique Difhom7 (2T, A) x E ->A est r-différentiable.

^.1.3. — Soient E et F deux r-variétés. Pour qu'une application /: E —> F
soit /^-différentiable (avec i ̂ ^ J^^), il suffit qu'il existe un recouvrement
ouvert (Ui) de E tel que la restriction de /à chacun des Ui soit /•'-dineren-
tiable. Il en résulte immédiatement le

LEMME. — Soit H^ E^ F trois variétés^ r et r 1 deux entiers tels que i ^-r' ^-î\
et f une application H—^îïom^^E^ F).

1 ° Si H est réunion d'ouverts Ui tels que toutes les applications
Ui-> Honr" ,̂ F) induites par f soient r'-dijférentiables^ alors f est r-diffé-
rentiable.

2° Si E est réunion d^ ouverts Vi; soit /; l'application r-différentiable
canonique

Hom7 (E, TO—Hom7^ F).

Si toutes les applications li^f sont r-différent iables^ f est r'-différentiable.

^.2. Routes r^-différentiables dans les espaces r-fonctionnels.

DÉFINITION. — Soit A un objet de Ci' ' . Soit / une application du segment
/== [o, i] dans A.

On dit que f est un chemin r1-différentiable dans A si f est /''-dineren-
tiable.

On dit que f est une route r-différentiable dans A^ si l'application j '
de R dans A^ définie en posant

(f.o pour t<,o,
f.t^f.t » t ç L

(/.i » t>î
est/^-différentiable.

Une route /^-dinerentiable dans A définit canoniquement un élément de
Difhom^/, A ) et un élément de Difhom/'(7?, A) auxquels on l ' identifiera
éventuellement.

LEMME 1 . — Soit A un objet de €U\ Soit f un chemin r-différentiable
dans A.

Soit ^ un homéomorphisme de 1 sur /, indéfiniment dérivable^ à dérivée
première strictement positive sur ) o, i (, et dont toutes les dérivées soient
nulles aux points o et i.

Alors l'application f'o y est une route r ̂ -différentiable dans A.

DÉMONSTRATION. — Soit y ' la fonction (indéfiniment dérivable) égale à y
sur /, à o pour t << o et à i pour t > i. Il faut montrer la /-'-différentiabilité
de l'application
(i) R x E ^ ( t , x)->h.{t, x ) ^ F .
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où l'on a posé
(fo^.t).x=h.(t, x).

Il suffit d'après le lemme ^.1.3 de montrer la /'-diflerentiabilité de la res-
triction de (i) à toute partie de R x E de la forme J x U, où J est un inter-
valle et U l'image d'une carte locale de E. Cette /^-dinerentiabilité est
triviale si Jne contient ni o ni i. Supposons par exemple que J= ) — c, -h s (,
avec o < < £ < < ! . On peut prendre c et U assez petits pour que l'image de
J X U par (i) soit contenue dans l'image V d'une certaine carte locale de F.
Les valeurs en un point (o, x ) des dérivées partielles de h prises à droite
par rapport à t sont :

ô^h . . ., , . ,. . ( o , ^ ) : = : o pour i^\q\^r.

()p+q L
^^•(°^)=0 » '^-Myl^

^.(o..)=^-Z-°2.,. » ^p\^r
ÔXP ' ÔX^ —— ' — —

qui sont bien les valeurs de ces dérivées prises au point (o. x) à gauche par
rapport à t.

LEMME 2. — Soient /i et f^_ deux routes r-différentiables dans un espace
r-fonctionnel A. Leur composée f définie par

f.t=f,.^t pour ^==^

f.f=f,.(2t-i) » ^

est une route r'-diff'érentiable.

DÉMONSTRATION. — II suffit de vérifier la différentiabilité aux points ( -* x^

ce qui se fait par localisation comme pour le lemme 1.

^.3. Topologie € ' ' sur les espaces /'-fonctionnels.

La topologie dont on munira dans la suite les espaces Hom7 (77, F} n'est
pas la topologie C7'; c'est une topologie qu'on notera C7 ': elle est plus fine
que la topologie C'\ avec laquelle elle ne coïncide (en excluant le cas où F
est de dimension o) que lorsque E est compact.

^.3.1. Définition de la topologie € ' ' . — Soient E et F deux variétés;
soit r un entier ^o, fini ou infini.

(a) Lorsque E est compact, la topologie C7 sur Hom7 (E, F ) est iden-
tique à la topologie 0' (laquelle est dans ce cas la topologie de la conver-
gence uniforme des fonctions et de leurs dérivées d'ordre fini r ^i\ sans
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uniformité sur r ' pour r infini; la définition précise se fait, soit à l'aide de
recouvrements par des cubes, soit à l'aide de plongements de E et F dans
des espaces euclidiens).

(b) Lorsque E est non compacta soit (V;), î = = i , 2, . . . . une suite loca-
lement finie de sous-variétés compactes (de codimension o) de E dont les
intérieurs (topologiques) recouvrent E. Soit /€ îîoïnr(E, F) ; soit, pour
tout î, ̂  un voisinage de f\ Vi dans Hom7^ V^ F ) (muni de la topologie C'^) ;
soit ^i l'image réciproque de ̂  par l'application canonique

Hom7^, ^—Hom^F,, F).
Soit

(i) ^ V,=V.
;=1,2, ...

Il est immédiat qu'on définit une topologie T sur Horn^E, F) en convenant
que pour tout y, le système de tous les V [définis comme ci-dessus et relatifs
à toutes les familles (V ' i ) possibles] constitue un système fondamental de
voisinages de f.

La topologie T ne dépend pas de la suite (F;) choisie : soit, en effet,
(Fy) une suite analogue à (T^-), soit? la topologie correspondante; il suffit
de montrer que ? est plus fine que T. Soit /çHom7 (7^, F)^ et soit V défini
par (i). Pour tout ;', il existe une suite (^/;z)/=i,2,..., où ^^ est un voisi-
nage de /1 Vj dans IIom7^ V ̂  F\ telle que si l'on note Vf.^ l'image réciproque
de ^-;; par l'application canonique

îîom^E, ^-^Honr^yy, F\
on ait
( 2 ) Vj•;, == Hom^ (jÊ7, F) pour tout / tel que F, n Vj == 0

et

(3) ^V^C^-.
/"

Soit

n^^
D'après (i) et (3), V est contenu dans V\ mais d'après ( 2 ) et le fait que
chaque Vi ne rencontre qu'un nombre fini de Vj'^ V est un ï-voisinage de /.

Par définition, la topologie ainsi construite est la topologie C^; la nota-
tion Hom^^, F) sera utilisée dans la suite en sous-entendant que cet espace
est muni de la topologie C'\ II est immédiat que pour o ^ r ' ^ r ^ l'injection
de Hom^i?, F) dans îlom^ÇE, F ) est continue.
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4.3.2. Cas particulier : la topologie C°. — La topologie e° peut être
définie pour tout couple (E\ F ) d'espaces topologiques, non seulement sur
l'ensemble Hom°(7ï7, F) des applications continues, mais sur l'ensemble
Hom(£7, F ) de toutes les applications de E dans F. Soit /eHom(^, F ) ;
les C°-voisinages de f sont en correspondance biunivoque avec les voisinages
de la diagonale de F x F\ à un tel voisinage W est associé le voisinage V
de / défini par

f'çV <==> {f.x,f'.x)ç.W pour tout x e E.

Dans le cas où la topologie de F est définie par une distance d^ un système
fondamental de e°-voisinages de f est constitué par les ̂ \ définis par

f'ç.V^ <=> d(f.x, f'.x)<\.x,

où À décrit l'ensemble des fonctions continues réelles, strictement positives
définies sur E.

REMARQUE. — Lorsque E et F sont des variétés, on peut, après plongement
de E et F dans des espaces euclidiens, donner de la topologie e'^r > o) une
définition analogue à cette définition de e°.

4.3.3. Une condition suffisante de continuité. — Le critère donné par
le lemme ci-dessous sera dans la suite d'un emploi fréquent; il résulte immé-
diatement de la définition de la topologie (^r.

LEMME. — Soient E^ F^ E^ jF7, des variétés'^ on suppose E et E non
compactes. Soit A une partie de Hcm^Z^, /7r), où r est un entier ^o;
soit fç A et soit ^ une application de A dans Hom^^T, F). Soit (Vi) une
suite localement finie de sous-variétés compactes de codimension o de E
dont les intérieurs recouvrent Ë; soit (Fy) une suite analogue relative à Ë;
on note Ai F image canonique de A dans Hom^T^-, F). S^il existe une
application propre j —^ i ( j ) de l'ensemble des entiers positifs dans lui-même^
et^ pour tout /', une application continue

cpy: Ai^-^Bom^V/, F)

définie au voisinage de f\ P^(/), telle quily ait commutativité du diagramme

A --^Hom^T?, F)

^(;)-?4Hom-(F,,^)

(dans lequel les applications verticales sont définies par restriction)^ alors
Inapplication cp est continue au voisinage de f.
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4.3.4. Quelques propriétés de la topologie €''.

1. La topologie C^ est plus fine que la topologie 6^; elle est donc séparée.
Elle est métrisable dans le cas où elle coïncide avec la topologie C7', en
particulier lorsque E est compact. Lorsque E est non compact et F de
dimension > o, la topologie ^ sur Hom7^, jF) est TÎO/Î métrisable^ mais
elle est uniformisable'^ supposons la topologie C?7' définie au moyen d'un
recouvrement ( P ; ) , et soit, pour tout ^, ^ une distance compatible avec la
topologie de Hom7 ( F;, .F); les parties W^ de Hom7'^, 7^) x Hom7^, F)
définies par

(/-/^e^^ ^ [Wl^/'l^^pour^i^,...]

constituent, lorsque (£;•) décrit l'ensemble des suites réelles strictement posi-
tives, un système fondamental d'entourages pour une structure uniforme
compatible avec la topologie d^; pour cette structure uniforme Honr^T?, F)
est complet.

2. Soient E et F deux variétés.

(a) Pour toute sous-variété fermée H de E^ l'application canonique

Hom ,̂ F^îîom^ff, F)

est continue.

(b) Soit (Ei) une famille localement finie de sous-variétés fermées de E
dont les intérieurs recouvrent E; la topologie sur Hom^/T, F) définie à
partir de (Ei) par le procédé utilisé en (^.3.1) dans le cas où les Ei étaient
compacts^ est encore la topologie e'\

REMARQUE. — Du (b) on peut évidemment déduire, pour les applica-
tions Hom^/T, F ) -> Hom7^-/^, F ) un critère de continuité généralisant le
lemme 4.3.3.

Démonstration du ( a ) . — Soit (Vi) une famille de compacts de E qui
soit « bonne » (c'est-à-dire localement finie, et dont la famille des intérieurs
recouvre E) ; il existe alors une suite partielle extraite de la suite (T^-nT/)
qui soit « bonne » pour //; il suffit alors d'appliquer le critère 4.3.3.

Démonstration du (b). — Soit, pour tout (', (Vi^çs une « bonne » famille
relative à 2^; la famille de tous les Vij (pour tout / et tout y) est « bonne »
pour E\ le (b) en résulte aussitôt.

3. Soient E^ jF, H trois variétés.

(a) Si E est compact, alors pour tout fçîîomr(ffx E^ F)^ l'applica-
tion cp : //—^Hom^Tr, F) canoniquement associée à f est continue; en
plus. Inapplication canonique |LJL .'

Hom^x E, F)->îlom°(H, Hom^E, F))
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est continue [pour la topologie C° sur îlom°(H, Hom7 (.É7, F))].

(b ) Si E est non compacta l'application cp : ff —>}îom7 (E^ F ) associée
à / est en général non continue (par exemple, l'application t->\x->t\
canoniquement associée à l'application I ' x R — > { t ^ œ ) - > t ç I ^ n'est pas
continue).

Toutefois, V application canonique ĴL :

IIom7 \H-x E, F)->îîom(H, Hom7 (£\ F ) )

est continue pour la topologie 0° sur l'ensemble Hom(/f, Hom7 (/^ F)) de
toutes les applications de H dans Hom'̂ J ,̂ F).

Bornons-nous à montrer le (b ) à partir du (a) . On se ramène d'abord au
cas où // est compact à l'aide de la remarque ci-dessus (propriété 2°). Soit
alors (Vi) une « bonne )) famille de compacts relative à E\ soit ^ l'applica-
tion canonique

Hom7 (H x V,, F ) -> Hom (H, Hom7'(F,, F) ) ;

soit di une distance compatible avec la topologie de Hom^P^, F). Soit
/eHom 7 ( / /x£\ F ) , et soit cp==:j j i ( / ) ; H étant compact, la topologie
sur Hom (7^, Hom7 (jÊ\ F)) est celle de la convergence uniforme. Soit V un
voisinage arbitraire de îp dans Hom(//, Hom^.Z7, F)) ; V contient d'après la

propriété i° ci-dessus un voisinage de la forme [ \ ̂ , où ^- est l'ensemble
;•

des cp' qui vérifient

<^(cp [ Vi, a/ [ T',) ̂  Zi (avec £,•> o).

Soit V\ l'image canonique de ^ dans Hom(7/\ Hom7^^, F))-, V^ est un
voisinage de cp | Vi dans Hom(7/, Hom7^^, F)), donc d'après le (a) ,
^F1 (^ ) est un voisinage de / j T'\ dans Hom7^// x V^ F) ; d'où le (b), car
la famille (H x Vi) est « bonne » pour H x V.

h>. Soient E et F des variétés^ et U un ouvert de E; soit r un entier î.
Pour tout f e Hom7' (E, F), il existe un voisinage V de f \ U dans Hom7' (Z7, F)
tel que^ pour tout f ç V^ la fonction f" définie par

\ f " \ u =f'\u,
[f"\E-U=f\E-U

soit un élément de Hom''(£', 7''); et l'application de V dans Hom /̂?, F),
ainsi définie, est continue.
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CAS PARTICULIER. — // existe un voisinage V de l'identité dans le groupe
Gr(U) des r-difféomorphismes de U^ tel que tout g ç.V puisse se prolonger
par l'identité sur E-U^ en un r-difféomorphisme de E; et l'application de V
dans le groupe G^E)^ ainsi définie^ est continue.

[Pour la démonstration du 5°, on se ramène par un plongement de F^ au
cas où F' =: 7?71 ; ce cas se ramène immédiatement à celui où F'=: 7? et où y
est la fonction nulle; il existe alors un voisinage'V de o dans Hom7^^/, 7?) tel
que, pour tout f'çV^ et tout ordre de dérivation p tel que o ̂  \p \ ^- r,
[ DP f.x \ tende vers o, uniformément sur tout compact, lorsque x tend vers
la frontière de U\ la fonction f" obtenue en prolongeant y par o est alors de
classe C^.l

h'.h'. Structures linéaires locales sur les espaces fonctionnels.

h-. h-. 1. Un lemme sur les espaces de sections des fibres à fibre vectorielle.

LEMME. — Soit E une variété fibrée-r-différentiable (r^i) sur une
variété Z?, de fibre F'== 7?^, de groupe structural G {ce quisous-entend que
les opérations de G dans F sont linéaires). Soit ^{E) l'espace des sections
r-dijfférentiables de E.

i° ^(E) a une structure de module r-dijférentiable ( 1 0 ) sur l'anneau
Hom7^^?, R) des fonctions réelles r-dijfférentiables définies sur B.

2° La topologie (°7' est localement convexe pour la structure d'espace
vectoriel réel de ̂ (E) sous-jacente à la structure de module définie au i°.
(En plus, si l'on suppose ^^i, cette topologie est à base de voisinages
dénombrable ou non suivant que B est ou non compact).

DÉMONSTRATION. — i° La structure vectorielle de F est déterminée par des
applications r-différentiables

( 1 ) R x F—>- F (multiplication par un scalaire),

(i') F x F - ^ F (addition).

Du fait" que G opère dans F en respectant la structure vectorielle, on déduit
de ( i ) et (i') des applications r-différen fiables

(2 ) R x E - ^ E ,
(2') H-^E

compatibles avec les projections de E et H sur B (H est le graphe de la rela-
tion d'équivalence déterminée par la projection/? de E sur B),

(1 5) Au sens de (4.1).
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L'application ( a ) et l'application

(3) B-^x-^^x, ^ ) ç B x B

déterminent d'après la propriété 4° de (0.3.1) une application /--différentiable

Hom^, R) x Hom^B, E) -> Bom^B, E).

D'où une application r-différentiable

(4) Hom7^, B) x ' ë r ( E ) - ^ ' S r ( E ) .

De même l'application (3) détermine une application r-différentiable

Hom^ (B, E) x îiomr ( B, E) ->- Hom7' ( B, E x E)

qui envoie ^(E) x ̂ (E) dans Honr^T?, 7^) ; d'où, en composant avec
l'application

Viom^B, ^-^îîom^B, E)

déterminée par (s^) , une application r-différentiable

(4') ^ ( E ) -x^^E)-^^^).

Les applications (4) et (4') déterminent la structure de module r-difïeren-
tiable de -S^E) sur Hom^, B).

2° Soit (Â^) une famille localement finie de sous-variétés de codimension o
de B, difféomorphes à des cubes fermés, et dont les intérieurs topologiques
recouvrent B\ et soit, pour tout î, un difféomorphisme

^•: p-^K^-^KiXR-

compatible avec la structure fibrée de E. Soit 2>f (E) l'image canonique de
t^ÇE) dans Hom^T^, E) ; ̂  définit canoniquement un difFéomorphisme

^: ^(^-^Hom^^,,^).

Soit, pour/eHom7^^., /?") et o^ [ q \ ̂ _r ( l t î ) :

^(/)z=^ur)|.^/.^|.

La topologie de Hom7^^-, 7?^) peut être définie par la famille de semi-
normes (f^f), o^ | q \ ̂ r. Soit (pour o^ | ^ [ ̂ r et s > o), ^7z,y,e la partie
de ̂ (E) formée des/tels que

^(^(/|^,))^8;

( 1 6 ) Dans le cas r == oo, il faut remplacer la condition | q | ̂  r par | y | < /•; ceci vaut
pour toute la suite de ce numéro.

BULL. SOC. MATH. — T. 89. FASC. 3. 19
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un système fondamental de voisinages convexes de la section nulle dans
^(E) est formé par tous les

(^\ ui^l^l (pour | qi\^_r et £,-> o).
;

Lorsque B est compact, l'indice i ne prend qu'un nombre fini de valeurs, et
la topologie de ̂ (E) peut être définie par la famille de semi-normes

sup(^(^(/|^.))) (pouro^|^|^r).

^.2. Structure locale de Hom7 \E, R+)-module sur ïîom1 (E, F). —
Soit F une variété de classe Cx, de dimension /î, munie d'une métrique
riemannienne Jli, de classe C'00, adaptée au bord de F [cf. (3.3.1)]. En (3.3.^)
on a défini (pour toute fonction continue À : F-> ) o ,oo( ) les variétés W\
et W\^ et défini, lorsque 1 est assez petit, un difFéomorphisme ô : W\->W\,

Soit W\ l'espace analogue à W\^ relatif à l'espace Ï(F)[cf. (1.2.5)] : }V\
est l'ensemble des x ' ç ^ ( F ) de longueur ^^(^o)? °ù «^o désigne l'origine
de œ' \ W\ est un espace fibré-difïerentiable, de classe C°°, de base 7 ,̂ de fibre
la ^i-boule fermée 2? ,̂ de groupe structural supposé réduit au groupe ortho-
gonal ; W\ est une sous-variété fermée de classe C30 de W'\ telle que pour
tout xç.F la « fibre » de W\ située au-dessus de x soit une partie convexe
de Ja fibre correspondante de W\.

Soit E une variété de classe C30, de dimension m, et soit/e Hom7^^, F)^
où r est un entier ̂ i. Soient respectivement^),, ^\ et ^ les « fibres »
images réciproques par/de W\^ W\ et W\ (seul, en général, ^{ est un vrai
fibre) ; Si (resp. ^e) est l'ensemble des (x, œ')ç.E x Ï>(F) [resp. E x ^(^)],
tels que x1 soit d'origine/.^ et de longueur ^^(^); ̂  est l'ensemble des
(x, y)ç.E x F tels que d(f.œ^ y ) ̂ À(/.^). L'image réciproque du difféo-
morphisme ô induit un difféomorphisme cp : ^ i—>-^A5 6t d'autre part, ^\ est
une sous-variété de ^'.

Soit maintenant ̂  le voisinage de/dans ïîom°(E^ F) [cf. (^.3.2)] défini
par

f'ç.V\ <=> d(f.x, f .œ)^(f.œ) pour tout xç:F,

où ^désigne la distance géodésique. A tout ̂ ç^, associons la section /^
(de classe C1^) de ̂  définie par

h^œ^^œ.f'.x}.

Soit ^r(^'r)J l'espace des sections r-difïerentiables de ^[notations ana-
logues: ^(^0. ^(^0]î l'application

^^//->^/esr(^)
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est un isomorphisme à la fois topologique (pour la topologie (or) et r-diffé-
rentiable (c'est-à-dire pour la catégorie (fl^ [cf. (^.1)]); ^(5^) estcanoni-
quement isomorphe (au point de vue topologiqne et au point de vue r-diffé-
rentiable) à ^7'(5;r),), et ^(5^) s'identifie canoniquement (aux deux mêmes
points de vue) à un sous-espace de c9'(^). L'espace ̂ \ estfibré-difTérentiable
sur E^ la fibre étant la boule B^ l'espace ^(^i) est donc localement iso-
morphe à l'espace des sections r-différen fiables d'un fibre à fibre vecto-
rielle, il est donc muni d'après le lemme h ' . h ' . l d'une structure de noyau
de îîomr(E^ 7?)-module r-dinerentiable, et d'une structure sous-jacente de
noyau d'espace vectoriel localement convexe. Chaque « fibre » de ^\ est une
partie convexe et contenant o de la fibre correspondante de ̂ \ ; ̂ (5^) induit
donc sur ^(^) une structure de noyau de Hom7 (.É7, 7?4-)-module /--diue-
rentiable, et une structure sous-jacente de noyau de 7?-i_-module ; par l'iso-
morphisme entre ^(^F),) et V\, ce dernier espace se trouve muni des struc-
tures transportées des précédentes. On a démontré la

PROPOSITION h. — Soient E et F deux variétés; soit y'çHom7^^, F) (r
entier ̂ i ). Soit 3Vi une métrique riemannienne {de classe C^) sur F.

i° La métrique OVi détermine canoniquement sur Honr .̂/̂ , F) au voisi-
nage de f une structure de noyau de Hom7^^, B^.)-module r-dijfférentiable
d'origine f. D'une façon plus précise^ il existe un e°-voisinage V de f dans
Hom .̂̂ , F) et un C^voisinage W de îîomr(E, [o, i]) dans îîomr(E, 7?+)
tels que l'addition V X V -> Hom71^, jF), et la multiplication
W X V —> Hom7^^, F) soient définies canoniquement par la donnée de JIL
et soient r-différentiables ; f joue le rôle d'élément zéro.

2° En plus^ la topologie C^ sur ïlom'^E^ F) est localement convexe pour
la structure de noyau de B^-module sous-jacente à la précédente.

Dans la suite, les structures locales de noyau de Hom^T^, R^.)-module
définies par une métrique 3VL seront plus brièvement appelées « structures
linéaires locales ».

Du 2° de la proposition ^ résulte aussitôt le

COROLLAIRE. — Les espaces Hom^TT, F) sont localement r-différentiable-
ment contractiles.

^.^.3. — Relativement à la structure de noyau démodule, on a une notion
immédiate de noyau de sons-module'^ en voici deux exemples :

i° Soit Mwe partie de E\ le sous-espace de Hom7^^, J7') formé des applica-
tions qui coïncident avec / sur M est muni au voisinage de / d'une struc-
ture de noyau de sous-module de IIom/(2r, F) ; on le note Hom^|^(.Z?, F),

[Dans le cas où F est une sous-variété de F^ et où y est l'injection de E
dans F^ on note simplement : Hom^/(7^, F).]



278 J . CERF.

2° Soit r^ un entier tel que i ̂ /^^r; soit y e Hom^ jy(£\ jF7). La partie
de Hom^^ÇÊ", jF) formée des //' qui ont avec // un contact d'ordre r ' le long
de M est munie au voisinage de y d'une structure de novau de sous-module
deHom^^,^).

4.5. Comparaison de la différentiabilité et de la continuité.

4 .5 .1 . — Soient F une variété compacte, F une variété. On a vu [cf. (4.3.4),
propriété 1] que l'espace Hom^^, F) est alors métrisable. Relativement aux
applications continues d'un espace métrisable dans un autre, on démontre
immédiatement (par l'absurde) le :

LEMME. — Soient A et B deux espaces métrisables: soit fç.A. Soit ^ une
application de A dans B. Pour que cp soit continue en f il suffit que. pour
toute suite (fi/n) tendant vers f pour n ->oo, il existe une suite partielle (Âi/^)
de (fï/n) telle que (Ai//,) tende vers ^(f) pour /i-^oc.

4.5.2. LEMME. — Soient E une variété compacte^ F une variété rieman-
nienne^ r un entier fini ̂ i. Soit /çHom7'^, F). Soit A une partie de
Hom ĵÉ7, F) qui soit localement un noyau de sous-înodule pour la struc-
ture linéaire locale ( 1 7 ) d^ origine f surnom7' (E\ F). Soit (/•), (;'== i, 2,. . .)
une suite de points de A tendant vers f pour i->^c. Il existe une suite
par f telle (A;) de (fi) et un chemin r-différentiable p dans A tel que

( i ) p . i / ^ = = A ; pour i assez grand,
<2) ' ' • P.0=/.

DÉMONSTRATION. — So'it (hi) une suite quelconque d'éléments de A tendant
vers f. Soit ^V un voisinage de f dans A qui soit convexe pour la structure
linéaire locale d'origine / de A. Soit 7V un entier assez grand pour que z'^TV
entraîne h,-çV. Posons, pour (^TV, et tç. [i/(;4- i ), ï / i ] :

(3/) ^ . t= ( i+ i ) ( i - i t ) ,
<^) p/==(^o^,.^)/^i + ( i — ^ o ^ . / ) A , ,

y étant la fonction définie en (4.2), et les opérations linéaires de (40 étant
celles de la structure linéaire locale d'origine/de A. Le système formé par
les égalités (4;) pour i== i, 2. .. définit un chemin p à valeurs dans A\ ce
chemin est continu pour t= o puisque A est localement convexe; d'autre
part il est r-différentiable en tous les points { t = ï / i } d'après les lemmes 1
et 2 de (4 .2 ) , il est donc r-différentiable sur ) o, i ) .

D'après (4.4.2), si V est assez petit, V est isomorphe au sens de la caté-
gorie OL7' [cf. (4.1.1 )], et au sens de la structure linéaire, à un voisinage V de
la section l zéro dans un sous-espace vectoriel de l'espace y {^) des sections

(") Cf. (4.4.2).
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de classe 6^ d'un certain espace ^, fibré-/;-difrérentiable en boules sur A". On
peut donc, dans la suite de la démonstration, supposer que -F est un fibre-
7-différentiable de fibre la boule Bn (ou l'espace 7?72), de base E, que/est la
section zéro de F, et que A est un sous-espace vectoriel de l'espace des
sections de classe C'^ de F. Le choix sur E et F d'un système de cartes
locales compatible avec la fibration ramène au cas où E est la boule £,n et
F=zB,nX £n' Comme /' est fini et E compact, la topologie sur A peut être
définie par la norme

II^II^^P^ D P f . x - D P f ' . x \ .

La formule (4z) s'explicite [en posant o^x=:o' .(x, t)] par

/ / . ) ( P'-^ Q==(X°^ .0 (^+ i .^ ) + ( i -zo^^)(^ . .^)
) pour /e[i/(;-M), i / i ] et x^E

et il faut montrer que pour un choix convenable de la suite (7i,) extraite
de (/;•) l'application E x 1 -> F définie par le système { (^ ) ] pour t > o, et
par ( 2 ) pour t = o, dont on sait déjà qu'elle est r-différentiable sur E x ) o, i ),
est /-différentiable sur E x I. Comme le chemin p, à valeurs dans A, est
continu pour t=o, on sait a priori que, pour tout p tel que \p\^r, la

dérivée partielle —— tend vers - ' l o r s q u e t-^o. 11 reste à montrer que

chacune des autres dérivées partielles d'ordre ̂  r de o' tend uniformément
vers une limite finie lorsque t->o. Dérivons (40; pour tout (/?, q) tel que
] q ^i et \p \ + | q \ ̂  r, on a (%W désignant la dérivée d'ordre q de yj :

d'où

-?Ç-^(- 1)^(1 +QW)oW^-W,àxP àvi ' ' v / v A ' l / \ àxP àxP )

()P+q o'
^^ ^(,+i)./.x Cte x ( [ I /^ |[ + II ̂  II ).

Par hypothèse, |[/ [| -> o lorsque i—^oo ; on peut donc, quel que soit l'entier
^^o, choisir la suite (hi) de façon que

/i^ [ | / ^ -1 [ - ^o pour i->oc.

Si l'on choisit (/^) de façon que cette condition soit réalisée pour t=z2r\
alors p' est r-différentiable sur Ex I.

^.5.3. THÉORÈME h'. — Soient E, F, Ê,F, quatre variétés (clé classe C^);
on suppose E et E compactes. Soit r un entier ̂ i, fini ou infini. Soit A
une partie de îîom^E, F): et soit f un point de A; on suppose qu'il existe
une métrique riemannienne OVi sur F telle que A soit un noyau de sous-
module pour la structure linéaire locale d'origine f définie par 0}t sur
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Hom/'(^, F). Alors toute application r-différentiable cp de A dans Horn^/T, F)
est continue au point f pour la topologie e'\

DÉMONSTRATION.

(a) Cas ou r est fini. — Soit (/•) une suite de points de A tendant vers/.
Soient (hi) une suite extraite de (/-) et p un chemin dans A qui vérifient ( i )
et (2) du lemme ^.5.2. L'application cp o p est r-différentiable, donc elle
est (^-continue d'après (4.3.^), propriété 3; donc la suite (hi) tend vers cp(/)
au sens G1'. Et ceci d'après le lemme ^.5.1, prouve que cp est (^-continue.

(b) Cas r==oo. — Par hypothèse, cp est oo-différentiable ; donc c? est r ' -
différentiable pour tout r fini; donc d'après le (a) , cp est (S^-continue pour
tout r ' f in i ; donc (P est (^-continue.

^.5.^. Applications du théorème h-. — L'utilisation conjointe du théorème
^ et du critère ^.3.3 permet de démontrer la continuité de certaines appli-
cations différentiables relatives à des espaces fonctionnels de variétés non
compactes: on utilise le critère ^.3.3 pour se ramener au cas d'espaces fonc-
tionnels de variétés compactes, puis on applique le théorème 4; ce procédé
sera utilisé plusieurs fois au chapitre II.

Dans les deux exemples ci-dessous, une situation analogue à celle de (^. 3.3.)
permet également de se ramener à appliquer le théorème ^.

PROPOSITION k1'. — Dans les hypothèses de la proposition ^ [cf. (^.^.2)],
la structure de noyau de IIom/^Z^, R^)-module définie sur Hom/^/T, F}
par la métrique JH, est compatible avec la topologie (^r sur Hom^Z^ B+)
et sur Horn^ ( E^ F ).

DÉMONSTRATION. — Démontrons par exemple la continuité de l'addition.
Soit ( Vi) une famille localement finie de sous-variétés compactes (de

codimension o) de E dont les intérieurs recouvrent E. Pour tout xç.E\
(f -h ///). x ne dépend que àef . x etf". x ; donc la restriction de // 4- //' à Vi
ne dépend que des restrictions de // et /// à Vi. Or, d'après la proposition ^
[cf. (^.^.2.)] et le théorème ^, l'application :

Hom^ Vi, F) x îlom7 ( V^ F) -.Hom1 ( F,, F)

définissant l'addition, est continue. Donc (/^-/^l Vi est voisin de /] Vi
dès que/' Vi et /// Vi sont voisins de / [ Vi\ d'où le résultat.

REMARQUE. — Mis à part le cas où F est de dimension o, la structure de
7?+-module [sous-jacente à une structure de noyau deHom^.Ê7, R^ )-module
sur Honr^Z^, F)] est continue dans le seul cas où E est compact. On peut
compléter comme suit le corollaire de la proposition ^ [cf. (4 .^ .2) ] :
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COROLLAIRE DE LA PROPOSITION V. — Lorsque E est compacta Hom7 (E^ F)
est localement continûment contractile.

PROPOSITION 5. — Soient E^ F^ H trois variétés; soit r un entier ̂  i.
^application

Hom^^, F ) x Hom7^ ^-^Hom/^, H)

canoniquement définie par la composition^ est continue (pour la topologie
C'^) en tout point f == (/i, /a) tel que f^ soit une application propre (*).

DÉMONSTRATION. — Soit /;=:(/i,, /a) comme dans l'énoncé. Soit (T^/ ) une
famille localement finie de sous-variétés compactes (de codimension o) de F
dont les intérieurs recouvrent F ' , soit ( Vi) une famille analogue relative à E^
telle que, pour tout î, il existe j(i) tel que /i ( Vi) soit contenu dans Pinte-
rieur de W/(i;'i puisque /i est propre, l'application : i->J'(i) est propre
(i.e., l'image réciproque de tout ensemble fini est finie). Pour tout /,
tout/' === (f[, /g ) suffisamment voisin de/est tel que (/^ of[ ) | Vi ne dépend
que de f[ | Vi et/g | Wj^\ or l'application canonique

Hom^ Vi, Wf^) X îîom7^ Wj^ H) -^Hom7 ( F,, H),

est continue d'après la propriété 2 de (^.1.2.) et le théorème^; donc/^o/^ [ Vi
est voisin de j20/1 | Vi dès que f\ \ Vi est voisin de /i | V^ et/^ | W^^ voisin
de /a | Wy(z). Pour tout (?', y ) , on obtient ainsi une condition portant sur/i | V^
et, puisque l'application : i—>j(i) est propre, un nombre fini de conditions
portant sur/, [ W/ ; d'où le résultat.

CHAPITRE II.

ESPACES DE PLONGEMEÎSTS.

1. Généralités sur les espaces de plongements ( l s )
et les groupes de difféomorphismes.

1.1 Applications ayant mêmes relations d'incidence.

1.1.1. DÉFINITIONS. — Soient E et F deux variétés, / et // deux applica-
tions de E dans F. On dit que // respecte les relations d'incidence de /, si,
pour tout x ç. E et toute face Fq de F^ /. x ç Fq entraîne //. x ç Fq. Si chacune
des applications /, // respecte les relations d'incidence de l'autre, on dit
que / et // ont mêmes relations d'incidence.

(*) Je remercie M. C. MORLET de m'avoir signalé une inexactitude dans un énoncé
antérieur de cette proposition.

(1 8) Pour la définition et quelques propriétés immédiates des plongements, c/. I, (1.3).
{^} C/ . I , (4 .4) .
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-NOTATIONS. — Pour toute application/de E dans 77, on note Hom7^^, F\ f)
le sous-espace de îîomr(E^ F) formé des applications qui ont mêmes relations
d'incidence que f. Notation analogue : Pl^TT, F \ f). En tant que sous-espaces
de Hom^T7, F), ces espaces sont munis de la topologie ^[cf. I, (^.3)].

Deux propriétés immédiates :

1. Pour tout fçP\r(E^ F)^ f respecte les relations d'incidence de tous
les/^PP^Z7, F ) qui sont assez voisins de/. Il en résulte que si/' e PI7' {E, F)
est assez voisin de / et respecte les relations d'incidence de / alors
/^Pl^T7;/).

2. Hom7^/7, 77; f) est un noyau de sous-module pour toute structure liné-
aire locale (1()) d'origine/sur Hom/^J7, F ) .

1 . 1 . 2 . Une condition suffisante pour qu^une application soit localement
un plongement.

DÉFINITION. — S o i e n t E et F deux variétés et a un point de E\ soit
/çHom7^/7, F ) . Soit H\QL plus petite face de F qui contienne l'image par/
d'au moins un voisinage de <2; et soit L la face support de f.a [cf. J,
(1.3.2), 4°]- 0" d11 q\ie f est transversal en a au bord de F si l'image par/
de Ïa(E) [cf. I, (1.2.5)] et ^f.a(L) engendrent Ï f ^ ( H ) .

EXEMPLE. — Si/est un plongement, alors, pour toutaçT7, /est transversal
en a au bord de F.

LEMME. — Soient 27, 77, a^ f comme dans la déjinition ci-dessus; on
suppose en plus que f est un plongement. Alors, tout f ç. Hom^T7, F'; /)
[cf. ( 1 . 1 . 1 ) ] , qui est de rang maximal en a et transversal en a au bord
de F^ est un plongement au voisinage de a.

DÉMONSTRATION. — On identifie E à son image par/; on peut supposer E
connexe; le support H de E est alors aussi la plus petite face de F contenant
f(E)\ d'après la définition de la transversalité, // est transversal en a au
bord de H^ de sorte qu'on peut se borner au cas où ff==F.

Soient n et m les dimensions respectives de F et E. Soient (^, j, z, u)
un système de coordonnées dans 7?'1, et ^ un plongement de la partie { u ̂  o ;
de JR^1 sur un voisinage U de a dans 77, tels que les équations de l'intersec-
tion V de U et E soient

( J^°-

On pose /. a == a ' . Le point a' a même indice dans F [cf. I, (1.2.3)] que
le point a ; on considère un système de coordonnées locales de 77, d'origine d\
la famille u1\ formée des coordonnées astreintes à être positives sur F^ est en
correspondance biunivoque avec la famille u\ on peut supposer, par exemple,
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que u=z(ui) et u'==(u^) dépendent du même ensemble d'indices, et que
pour tout 7, et pour tout b ç. U^ on ait

( 1 ) Ui(b)=o ^ ui(f'(b))=o,
(2) Ui(b)^o ^ Ui(f'(b))^o.

Soit U* le prolongement local de F défini par ^ (c'est l'espace T?71 « collé à
E )) à l'aide de l'application ^ ) ; soit V^ la partie de U* définie par { z = o } .
Les coordonnées locales d'origine a' définissent ^//*, analogue à U*. Si U est
assez petit, // se prolonge en un plongement //* : F*—> U ' * .

Les équations locales du support L de a' sont {\u' =^ o } . Il résulte donc de
la transversalité de // au bord de F qu'on peut compléter u' en un système
(x ^ z\ u ' ) de coordonnées locales de U ' * ^ d'origine a'', de façon que les équa-
tions locales de l'image V* de V * par / r soient { z'=^ o } . Le système (^ /, u ' )
est donc un système de coordonnées locales d'origine a' sur V^\ les trans-
portées par/' des coordonnées (^, y, u) constituent aussi un tel système, qu'on
note {x\ y\ u" ) . Mais, d'après ( i ) et ( 2 ) [les dérivées partielles étant prises

dans le système {x" ^ y\ u")}^ ——r est nul ou non suivant que l' ̂ -1 ou l'= l.ôu^i
II en résulte que le système ̂ x\y\ u} est encore un système de coordonnées
locales d'origine ci' sur ï77*; ces nouvelles coordonnées s'expriment en fonction
de (x\ u ' ) par des formules du type

(3) ^=cp(^,^),
(4) y^^,"^).

Le système {x\ y\ ^ /, u ' ) ^ où x" et y " sont définies respectivement par (3)
et ( 4 ) ? ^t un système de coordonnées locales d'origine a' dans U ' * ' ^ dans ce
système les équations locales de F sont { u' ̂  o ] ; et celles de f (E) sont
j ^ r ^ r o ; ^y^^o; ^^o}; donc/ / est un plongement au voisinage de a.

1.2. Applications voisines d'un plongement.

PROPOSITION 1. — Soiejît E et F deux variétés; soit f'ç.PV(E\ F) (avec r
entier ̂  i ou r := oc). Z'espace PP^Z^, F; f) est ouvert dans IIom .̂É7, F; f)
[notations définies en ( 1 . 1 . 1 ) ] .

COROLLAIRE 1. — Si F est sans borci^ PP'(^, F) est ouvert dans
Hom7 \E, F).

COROLLAIRE 2. — Toute structure linéaire locale (20) d'origine f sur
IIonr"̂ , F) induit une structure linéaire locale d origine f au C^-voisinage
de f dans PV^E, F; f).

Le corollaire 1 est un cas particulier de la proposition 1. Le corollaire 2
se démontre comme suit : toute structure linéaire locale d'origine / sur

(;») Cf. I , ( 4 . 4 ) .
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Hom^^, F ) est induite par une structure analogue sur Hom1 (E, F ) ; d'après
la propriété 2 de ( 1 .1 .1 ) , Hom1^, F', f) est un noyau de sous-module
pour cette structure; celle-ci induit donc, d'après la proposition 1, une struc-
ture linéaire locale au ^-voisinage de/dans P11 (E, F', f)', P^ÇE, F , f)
est un noyau de sous-module pour cette dernière structure.

La démonstration de la proposition 1 utilise le

LEMME. — Soit F une variété munie d'une distance d; soit E une sous-
variété de F. Pour toute fonction positive Ç définie sur E, et pour toute
partie A de E, on pose

{J \y}=ôï(A^).
(.z-, .̂  •) <= A x F\ d(x, y) ̂  ̂ (x)

Soient (Ui) et ( Vi) deux recouvrements localement jinis de E, dépendant
du même ensemble d'indices, tels que les Ui et les Vi soient des ouverts
relativement compacts, et que, pour tout i, ~P,c Ui. Il existe une fonction \
continue strictement positive définie sur E telle que, pour tout i, on ait

(1) ^(^(F,^), t ô (^ -^E) )>o .

Démonstration du lemme. — On pose, pour tout /,

d(V^E-U,)=^

<^ est un nombre positif. Pour tout x^E, on pose

inf à , = z ô ( x ) .
J \ x ç . F j

La fonction E^x->^(x) est localement minorée par une constante posi-
tive. On pose d'autre part, pour tout xç.E :

u^-^
ï\x<S.Uj

et
d { x , P ^ ) = ^ ( x ) ,

^' (x) est un nombre positif (car P^ est un fermé qui ne contient pas x), et
même ô' (a?) est localement minorée par une constante positive [car, pour x '
assez voisin de x, P^ est contenu dans P^, et par conséquent ô ( x ' ) ̂  d{x1, P-v)].

On va montrer que la condition ( i ) est remplie dès que E vérifie

( 2 ) ^ ( x ) ^ ^ ô ( x ) pour tout x ç Eo
et

(3) S(^)^-l|^(^) pour tout xç.E.
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En effet, d'après (2 ) :

d((^( Vi, 0, ÛÏ(E- U^ 0) ̂ d( Vi, ̂ (E- U^ 0) - I ô,

et d'après (3) :

d(Vi^(E-Ui^))^ inf ^( F,, tô( ( ̂  j, 0) ̂ 2 ô,,
xçE—Ui ^

d'où

^(d3( F,, 0, tô»;^- U^ £))^ô,>o.

Démonstration de la proposition 1. — D'après le lemme 1.1.2, tout élé-
ment // de ïîom'^E^ F ; y) assez voisin de y est un plongement local. Il
suffît donc [cf. I, (1.3.2), propriété i°] de montrer que tout plongement
local assez voisin de y dans Hom^/^, F\f) induit un homéomorphisme de 2?
sur son image; on va montrer qu'il en est ainsi dans le cas particulier où E
est un cube, puis dans le cas général.

(a) Cas particulier : E est difféomorphe à un cube fermé. — Grâce à la
convexité du cube, ce cas se ramène au cas où E est un intervalle fermé,
pour lequel la démonstration est immédiate.

(b) Cas général. — Soit d une distance sur F\ soient (Ui) et ( Vi)
comme dans le lemme ci-dessus ; on suppose en plus que tous les Ui sont
difféomorphes au cube [o, i]7^ (où m est la dimension de E). Il résulte
du (a ) qu'il existe pour tout i un voisinage ^ de /[ Ui dans ïîom1^ (U^ F ;
/| Ui) qui soit formé de plongements; on note Vi l'image réciproque de V[
par l'application canonique

Hom'(E\ E', f) -> Hom/ ( ̂ , E, f\ U,) ;

on pose

rr
Soit ^ la fonction fournie par le lemme ; on note W le (3°-voisinage de /

dans Hom^./?, F\ f) défini par la condition

d (/. x^ f . x ) ̂  ̂  ( x ) pour tout x ç E

de sorte que, pour tout/^W et tout t, on ait

(4) d(ff(Vi)^f(E-Ui))>o.

On pose ^nW=:^L. Pour/'ç'U et pour tout i, f\Vi} est ouvert dans
f ' (U i ) , et d'après (4),/W) est un voisinage de f ' (V i ) dans/^^); donc
V image par f de tout ouvert de E est un ouvert de f {E).
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Notons A ^ ( r e s p . A ^ ) la diagonale de E x E (resp. F x F ) ' , notons
encore/ l'application E x E'-> F x F ' canoniquement définie par // ; et
posons

^J U,xU,=A: \^J V,x(E-U,)=£.

On a
ExE=A\jB.

Dès quef'çV, f (A — Ajç) ne rencontre pas A^; et dès quefçW, f (B)
ne rencontre pas A^; donc tout / /ç OL est une injection; ceci achève la
démonstration.

1.3. Étude de l'inverse d'un plongement.

1 .3.1. — De la théorie homologique des variétés résulte le

LEMME. — Soit F une variété {topologique) à bord, de bord ÔF. Soient
V et W deux compacts de F tels que V soit intérieur à W. Toute appli-
cation continue h de W dans F qui envoie W r\ à F dans à F et qui est asse^
voisine au sens 0° de F injection de W dans F, est telle que 7z(W) 3 V.

1.3.2. LEMME. — Soient F et F deux variétés: soit H une sous-variété
de F: on note h F injection de II dans F. Soit A la partie de PP (^, F}
formée des applications f telles que l'image de E par F contienne //.

i° L'application j :

A^f->j(f)^omr(H,E),
O U J ( f ) est déterminé par la condition

foj(f)=^

est r-diff'érentiable [au sens de I, (^.1.1)].

2° Si en plus, E, F et H ont même dimension, et si H est fermée dans F,
alors, pour tout fçPVÇE, F) tel que H soit contenu dans l'intérieur de
V image de E par f, la restriction de j à Ar^Pl'^E, F; f) est continue au
point f, et prend ses valeurs dans PI7 (//, E).

DÉMONSTRATION. — i° Soit V une variété; soit r ' un entier tel que
i^71^^'; soit k une application ^-différentiable de V dans A', l'applica-
tion k ' (canoniquement associée à A )

V x E 3 ( x , r ) - > ( x , k ( x ) . y ) ç , V x F

est /•-différentiable; en plus c'est un ^-plongement (vérification immédiate
d'après la définition même d'un plongement). L'image de ce plongement
contient celle du /-plongement /

V xlï3 { x , r ) -> (.T, h.r) € V x F.
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Donc d'après I, (1.3.2), propriété 3, il existe une application /-difTéren-
tiable / 'de V X H dans V x E telle que le diagramme

^VxE

/ kf
/ ^ ^

V^H———.VxF

soit cominutatif. De la commutativité de ce diagramme résulte que p o l ' (ou
p est la projection V X E —> E) est l'application de V X H dans E canoni-
quement associée à y o A .

2° Soit n la dimension commune de E, F, H. Soit/comme dans l'énoncé ;
on identifie E à son image par/. Soient ( Vi) et ( Wi) (i= i, 2, . . . ) deux
suites localement finies de sous-variétés compactes de dimension n de E^
telles que les intérieurs (relativement à E ) des Vi recouvrent E^ et que,
pour tout î, Vi soit contenu dans l'intérieur (relativement à E) de Wi. Pour
tout i, Vir\ff est compact et contenu dans l'intérieur (relativement à F) de
Wi (21) ; il existe donc, d'après la proposition 2 de 1 [cf. I, (3.2.^)] une
sous-variété Xi de H qui soit contenue dans l'intérieur (relativement à F )
•de Wi et qui contienne ViC\H', la suite des Xi est localement finie et leurs
intérieurs recouvrent //. D'après le lemme 1.3.1, pour tout/ / assez voisin
<le/dans Pl^TT, F\ /), f ' ( Wi) contient X^ et ceci pour tout t. L'application
qui, à un élément de PP ( Wi, F; f\ Wi) assez voisin de f\ W^ associe la
restriction de son inverse à Xi est /•-différentiable d'après le i°, elle est donc
continue d'après le théorème ^ [cf. I, (^.o.3)]. Comme l'image canonique
de PP (£\ F; f) dans PP ( W^ F ) est dans PP • ( W^ F',f\ Wi), la continuité
de la restriction dey à ^nPl''^, F ' , /) résulte alors de /, (^.5.^). Le fait
que y prenne ses valeurs dans PP (//, F ) résulte immédiatement de I, (1.3.*2),
propriété 3.

1.^. Groupes de difféomorphismes.

1.^.1. NOTATIONS. — Soit F une variété; on note G'^F) le groupe des
r-difféomorphismes de F, muni de la topologie O7'. On note e l'application
identique de F. Pour toute partie M de F, on note GM^F) la partie de
^ ' ' ( F ) formée des difféomorphismes qui induisent l'identité sur M.

1.^.2. PROPOSITION 2. — Soit F une variété; soit M une partie quel-
conque de F.

1 ° II existe un 0-voisinage de e dans Hom^T^, F'; e) qui soit formé de
difféomorphismes.

( 2 1 ) En effet, V^ est dans l'intérieur relatif de W^ considéré comme sous-variété
<de E\ donc si Hr\ V^ rencontre une face de W^ celle-ci est contenue dans le bord dé E ;
mais, H étant dans l'intérieur relatif de E considéré comme sous-variété de F. toute
rface de E rencontrée par H est dans le bord de F.
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2° On peut munir GM(F) de structures ^-locales de Hom7 (F^ 7?^)-
modules d'origine e qui sont r-dijférentiables et continues^ et pour lesquelles
G M (F) est localement convexe.

3° G M (F) est un groupe r-dijfférentiable.
4° G M (F) est un groupe topologique.

DÉMONSTRATION. — On peut se borner au cas où M est vide.

i° Soient ( Vi) et ( Wi) deux suites localement finies de compacts de F^
telles que les intérieurs des Vi recouvrent F, et que, pour tout ?, Vi soit
intérieur à Wi. D'après le lemme 1.3.1, il existe, pour tout ;, un voisinage
Vi de e dans Hom° (jF, F\ e) déterminé par des conditions ne portant que

sur la restriction à Wi, tel que, pour/ç^, /( Wi) 3 Vi. Soit V == /̂ \ ^;
t

c'est un voisinage de e dans Hom0^, F-, e) dont tous les éléments sont des
surjections. D'après la proposition 1 [cf. (1.2)] tout élément deHom7^/^, jF; e)
assez voisin de e au sens de C1 est un plongement ; or un plongement surjec-
tif est un difféomorphisme; d'où le i°.

Le 2° résulte du i° et de 1 (^.5.4), proposition h - ' ' . Le 3° résulte du i° du
lemme 1.3.2 et de 1 (^.1.2) propriété 2. Le 4° résulte du 2° du lemme 1.3.2
et de 1 (^.5.^) , proposition 5.

1.5. Groupes d'isotopies.

j .5.1. Définitions et notations. — Soit F une variété; soit G un gronpe
de r-dineomorphismes de F. On appelle r-isotopie (sous-entendu : de F)
associée à G toute route r-différentiable [cf. I, (^ .2)] d'origine e dans G.
Une r-isotopie peut donc être considérée comme un élément de Hom7' (/ x F^ F)
ou encore de Difhom^/, G) [cf. I, (^.1.2)]. On notera toujours T l'ensem-
ble des r-isotopies associées à un groupe G de r-difFéomorphismes [par
exemple, au groupe GM(F) est associé TM(F)].

1.5.2. — Soit r l'ensemble des r-isotopies associées à un groupe G de
r-difféomorphismes d'une variété F', T est muni naturellement d'une struc-
ture de groupe par l'application

Dilhom7^/, G) xDifhom^/, G) -^Difhom7^/, G)

canoniquement associée aux applications

l 3 t - > ( t , t ) ç l x 1
et

GxG^(g,g')->g.g'-^G.

[Autrement dit, pour y et y'er, le produit y.Y''"1 est défini par

(y.y'-1)^^ :=Y^o ("^ )-1.^ pour ici et x^F.}
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II résulte de (0.3.4) que T est un groupe r-dijférentiable. On peut
retrouver ce résultat [qui étend au cas des isotopies le 3° de la proposition 2,
cf. (1.4.2)] et étendre de même au cas des isotopies les autres résultats de
la proposition 2, en remarquant que le groupe T ' ^ Ç F ) de toutes les r-isoto-
pies de F s'identifie canoniquement à un sous-groupe du groupe des r-dif-
féomorphismes de E x 1 (celui formé par les éléments qui laissent invariante
la projection sur /). En particulier, on montre ainsi :

P'(F) (et par conséquent tout groupe T de r-isotopies de F) muni de la
topologie C1' des applications 1 x F dans F^ est un groupe topologique.
JNotons encore e l'élément neutre de T (ou isotopie identique); on peut
munir T de structures linéaires C^-locales d'origine e qui sont r-différen-
tiables et continues.

1.5 .3 . Application canonique de T sur G. Opérations des groupes d iso-
topies dans les espaces de plongements.

LEMME. — Soient F une variété^ M une partie de F^ G le groupe des
r-dijD'éomorphismes de F qui induisent l'identité sur M, T le groupe des
r-isotopies associées à G. Soit co l'application canonique

i^Y-^e^.
(a) ûo est r-dijfférentiable et continue.
(b) // existe un C^-voisinage V de e dans G tel que ûû admette au-dessus

de V une section r-dijférentiable et continue.

DÉMONSTRATION. — (a) co est r-différentiable d'après I, (^.1.2), formule
(4 ) , et continue d'après 1(^.3.^), propriété 2.

(b) D'après le 2° de la proposition 2 [cf. (1.^.2)] on peut munir G d'une
structure linéaire c^-locale r-diflerentiable d'origine e\ d'où en particulier,
sur un C^-voisinage V assez petit de e dans G, une application r-différen-
tiable V x l3 (^-, t) -> tgç. G. Soit ^ la fonction définie en I, (^.2) ; d'après
I, (4.1.2), formule (3), l'application

(1) ^^g-^[t->^.t)g\ç,T

est r-différentiable. Cette application est continue d'après I, (4.5.4), et c'est
une section pour ûo.

Application du (a) . — Soient F^ G et T comme ci-dessus; soit E une
variété. Le groupe G opère à gauche dans PI7'(2^, F)^ l'application cano-
nique
(2) G x P\r{E, F)->P\r(E, F)

étant définie par composition; elle est r-différentiable d'après I, (4.1.2),
propriété 2, et elle est continue d'après I, (4.5.4), proposition 5. Le
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groupe F opère lui aussi à gauche, /'-difïerentiablement et continûment, dans
Pl^-Z^, F)^ l'application canonique

(3) F x PI^E, F)->P\f•(F, F)

étant composée de ( 2 ) et de l'application (co x identité) de F x P I ' ' ( F - , F)
dans Gx Pi7 ( F , F).

2. Premier théorème d'isotopie et de prolongement ;
premier théorème de fibration.

2.1. Le lemme de prolongement.

2.1.1. Rappel : la théorie de Whitney sur le prolongemeat des fonc-
tions différentiables ( 2 2 ) . — Soit A un fermé de 7?^; soit /' un entier ̂  i ;
soit f== [ (fp) 'i p '==- (pii • • . ? p n ) ' i P ^= r } un système de fonctions réelles
définies sur A. On pose, pour tout/? tel que \p \ ̂  r et pour tout

(^j)eA x /?";
^-^ fP^Î x

7Vl7]= 2 •'—^(y-^-
^

\p+q\^r

On dit que / est une fonction r fois continûment dijfférentiable sur A
(terminologie de WHITNEY) ou un champ W-taylorien de classe C ' ' sur A
(terminologie de GLAESER) si pour tout compact KcA :

fP.y-TP^f[y} ., , ( (^ j )eA 'xA- ,—————-^LJ -^ o uniformément pour \ ,
\y~x\-P r \\y-^\->o.

[Dans le cas où A est une variété au sens de I, (1.1.2), cette définition est
équivalente à celle d'une fonction f° de classe 6^; et, pour tout/? tel que
\P \ ̂ r? / p est I21 dérivée d'ordre/? de/0.]

WHITNEY démontre l'existence d'un « recouvrement standard » ( J 1 ) de
jR71—A par des cubes ouverts et d'une « partition de l'unité standard » (u1)
subordonnée à (J1) ayant les propriétés suivantes. Soit x1 une projection du
centre de J1 sur A ; on pose, quel que soit le champ / :

r ' y = f ° ' y p01111 y €.4,
f.y=^^.y)T^[y} pour y^R^-A-^

i

f* est une fonction de classe C^ définie sur 7? ,̂ telle que, pour tout/? tel que
\p |^r, DP'/* coïncide avec/^ sur A. On notera que l'application {/->/*{

( 2 2 ) Cf, WHITNEY [1] ou GLAESER [Ij. Pour les inégalités de Whitney, cf. WHITNEY [2].
Pour un résumé de la théorie, cf. SCHWARTZ [21.
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est linéaire^ et que si / est la restriction à A du champ défini par un poly-
nôme de degré ̂ r, alors y* est précisément égal à ce polynôme.

Les inégalités de Whitney. — Supposons en plus A compacta et régulier
au sens de Whitney, c'est-à-dire vérifiant la propriété :

PÇA). Il existe un nombre \i. tel que^ quels que soient les points x et y
de A assez voisins^ on puisse les joindre dans A par un chemin de longueur
l--=v-\y —x\'

WHITNEY montre alors que, pour tout compact K de R'\ il existe une
constante CK telle que, pour tout champ TF-taylorien /de classe C1' sur A,
et pour tout/? tel que \p\^r :

[W] SUp \DPf\X\^CK SUR \f^X
XÇ.K xç.A\\q\^r

2.1.2. LEMME DE PROLONGEMENT. — Soient F une variété^ E une sous-variété
fermée de F; on note f Vinjection de E dans F, et e Inapplication iden-
tique de F. Soit V un voisinage de E dans F ; soit r un entier ̂  i.

// existe un (^-voisinage V de f dans Hom^TT, F\ f) tel que Inapplica-
tion canonique
(i) Homï_^(^ F', e)->}lomr{E, F; f)

admette au-dessus de V une section continue s telle que s(f) == e.

DÉMONSTRATION. — On commence par énoncer et démontrer un « lemme
local ».

ÉNONCÉ DU LEMME LOCAL. — Soit {xy,^ x^^ x^ y^ y^) un système de coor-
données dans R11 tel que x-==.^x^ x^^ x^) soit un point de R111. Soit F la
partie du cube [— i, -+-1]^ définie par

( I )
^ ( 2 ) ,rv^o,

;(3) J^o.

Soit E la partie de F définie par

(4) ^8^0,
(H)

(5) y=o.

Soit Y î € ) o , i (; on note Y] F (resp. T]E) V homothétique de F (resp. E)
dans le rapport Y] par rapport à l } origine. Soit f l ) injection de E dans F ;
il existe un C^-voisinage V de f dans Hom^Ê", F\ f) tel que l'application
canonique

Hom^_^(^ F, e)->îîomE-r^(^ F; /)

admette au-dessus de V une section continue s telle que s(f) == e.

BULL. SOC. MATH. — T. 89. FASC. 3. 20
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Démonstration du lemme local. — Soit f 'ç . ÏIom^.^^, 7^; /); pour
xç.E^ on note JTa:/>.^, JT^y/.^, etc., les coordonnées àe f .œ dans Z?^.

Puisque/' a mêmes relations d'incidence que/, on a Y^.f,.œ=o pour
tout xç:E\ on peut donc prolonger Y^-j' en posant J^;/>.(.^, j) ==j'^.

On pose E\J {F —•nF)= A; A est régulier au sens de Whitney. Le
champ défini par les dérivées jusqu'à l'ordre r de A \.^. sur E^ et de x^ sur
F — ^ Ë , est un champ TF-taylorien d'ordre r sur A\ d'après (2.1.1), ce
champ peut se prolonger en celui d'une fonction (de classe 6^) A"a;/>, définie
sur F. telle que Xy,,j=Xy, (puisque Xy^ est un polynôme de degré i ) ;
d'après les inégalités de Whitney, ̂ a;/' dépend continûment àe f au sens 0 ';
de cette continuité résulte en particulier que, si // est assez voisin de/ au
sens C°, on aura bien

-I^JTa^+I.

On fait de même avec les A'^.j; et les Y?,-^-'. Pour les coordonnées du type
x.^ il y a une difficulté supplémentaire due à l'inégalité (2) . On procède
comme suit. Soit x^ une telle coordonnée, on considère la restriction à
EC\\X.,^^=LQ\ du champ défini sur E par ^T^;y>; on prolonge ce champ à
tout F Ç\ \ x.^ = o ; en posant ^^; />==o pour ^.^==0, et en prolongeant

successivement chacune des dérivées partielles vl '-/' « • • • i —-—^-^ à l'aide
CÏX^fY (JX^f

de la formule de Whitney (et toutes les autres dérivées partielles de
^Ti;/' P211' ^i'0)- On obtient ainsi un champ TV-taylorien de classe C1' sur
E\J (F r\ ; x^^ == o } ) ; on prolonge ce champ, par la formule de Whitney, en
celui d'une fonction A\.f, de classe C1' sur F\ pour // assez voisin de/au

sens C', T l^ est positif sur tout F\ donc Ax^;/; est positif ou nul sur
oXv\

tout F.

Passage du lemme local au lemme global. — Soient m et n les dimen-
sions respectives de E et F. Puisque E est fermé dans 777, il existe une
famille localement finie (^;) de cartes cubiques fermées de Trayant les pro-
priétés suivantes :

( a ) Pour tout i. la source de ^ est définie dans [— i, +1] ' 1 par des équa-
tions du type (I) ci-dessus.

(b ) Si l'on note F, l'image de '^, et si l'on pose FiC\E=Ei, alors ̂ 1 (Ef)
est défini par les équations (II) ci-dessus.

0

(c) II existe, pour tout ;, r^e ) o, i [ tel que YÎ;^C V. et que les r\iEi
recouvrent E.

On munit F d'une métrique riemannienne 3Ti adaptée à ÔF et à E •, diaprés
(1.1.1), propriété 2, la métrique OXi définit sur ïlom^^ÇF^ F\ e) et
Hom7'^, F-, /) des structures linéaires locales d'origines respectives e et/
et l'application canonique (i) est linéaire pour ces structures. Soit (^) une
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partition différentiable de l'unité sur È\ subordonnée au recouvrement
/ ° ^ \
\riiEi). Soit ^ un voisinage de / dans Hom7 \E\ F , f) ; si ^ est assez
petit au sens C°, alors ̂ f est défini pour tout f çV et pour tout i\ on note
'\if'\Ei=f'i \ f[ est un élément de Hom^_^j^(.Z^, 7^-;/;•). Le lemme local
fournit, pour tout î, un C1-voisinage ̂  dey]7^ dans Hom^...^^^;, F^fi)^
et une section 5; : 'Vi->îlom^_^F^(Fi, Fi\ ^) telle que Si(fi) == Ci. Si ^ est
assez petit au sens C1, alors /;' çVi pour tout i et tout f ' ç V ' ^ ^(//) est
alors défini, et se prolonge canoniquement (par l'identité) en un élément de
Hom7^/7', F; e) qu'on note encore ^(/i), qui, d'après la propriété (c) ci-
dessus, est dans Hom^_^(^, F; e), et qui dépend continûment (au sens C^
de f. Si ^ est assez petit au sens C°, alors la somme localement finie

/ sl' (fi) es^ définie, notons-la s ( f ' ) ' , chaque somme partielle finie de s ( f ' )
i

dépend continûment de // d'après la continuité de la structure linéaire locale
[cf. I, (4 .^ .^ ) , proposition h ' ' ] ; et, d'autre part, la restriction de s ( f ' ) à
Fi ne dépend que de la restriction de // aux Ej tels que Fy rencontre Fi ;
donc d'après le critère I. (^.3.3), s ( f ' ) dépend continûment de //. D'après
la linéarité de l'application (i), s est bien une section pour cette application ;
enfin, s(f) •==. e puisque, pour tout i, ^(/;) = e^.

2.2. Le premier théorème (Tisotopie et de prolongement et ses corol-
laires.

2.2 .1 . THÉORÈME 5. ( « Premier théorème d^isotopie et de prolongement »).
— Soient F une variété^ E une sous-variété fermée de F, f F injection de E
dans F. Soit M un fermé de E. Soit r un entier^!. On note P\^(E^ F; f)
F espace^ muni de la topologie (or, des r-plongements de E dans F qui ont
mêmes relations d'incidence que f [cf. ( 1 .1 .1 ) ] et qui coïncident avec f
sur M. Soit V un voisinage de E dans F; on note ^(^_^)^(//7) le groupe
des r-isotopies de F qui induisent Pisotopie identique sur (F— V)\jM;
on munit ce groupe de la topologie (^r des applications de I X F dans F.

Il existe un e^-voisinage V de f dans PPy {E, F ; f) tel que l'appli-
cation canonique

o: r^^^(^)3ï-^ï-/€Pi^(^^;/)

admette au-dessus de V une section continue telle que s (f) == e (isotopie
identique).

REMARQUE. — Le théorème 5 est d'une part un théorème de prolongement :
pour tout/'ePl^/C^, F\ f) assez voisin de/, il existe un difféomorphisme^
de F [induisant l'identité sur (F— V)\jM~\ qui prolonge/^ D^autre part,
c'est un théorème d'isotopie^ car g ' est l'extrémité d'une isotopie ^ de F.



294 J. CERF.

En plus, cette isotopie peut être choisie en fonction continue de // au
(^-voisinage de /; bien entendu, cela entraîne a fortiori que g ' peut être
choisi en fonction continue de // au (^-voisinage de /.

DÉMONSTRATION. — D'après le lemme de prolongement 2.1.2, l'application
canonique

ïïom^^MÇF, F; e)-^ïîom^(E, F;f)

a au (^-voisinage de/une section continue passant par e. D'après le i° de la
proposition 2 [cf. (1.4.2)], tout élément de îîom7 ( F , F', e) assez proche
de e au sens 0 est un difféomorphisme : donc l'application canonique

G^uM(F)-^P\^(E,F^f)

a au (^-voisinage de/ une section continue s^ passant par e. D'après le (b)
du lemme 1.5.3, Inapplication canonique

^{F-F^M ( F) —- G['F_^\JM (F)

a au (^-voisinage de e une section continuer passant par l'isotopie identique.
L'application composée s^ o Si est définie au (^-voisinage de / dans
P\M(E^ 77; /) ; on pose s^o Si=z s.

2.2.2. Quelques conséquences du théorème^.

COROLLAIRE 1. — On conserve les notations et les hypothèses du théo-
rème 5, sauf que E n'est plus supposée fermée. U application canonique cp
admet alors une section continue s [telle que s (/) == e] au-dessus d'un
C1^-voisinage de f dans P1& {E, F; /)•

DÉMONSTRATION. — C'est une conséquence immédiate du théorème 5, de
la propriété h- de I, (1.3.2), et de la propriété o de I, (4.3.^).

COROLLAIRE 2. (« Premier théorème de fibration )>). — Soiejît F une
variété^ H une sous-variété de F^ E une sous-variété fermée de H. On note
h {resp. /) l'injection de H (resp. E) dans F. Soit Pl^AT, F; h)] [resp.
Pl^Z^, F; f)] F espace^ muni de la topologie C7^ des r-plongements de II
(resp. E) dans F qui ont mêmes relations d) incidence que h (resp. f).
L'application canonique

<p: Pl7^, F ' , h^-.'PV^E, F ; f )

est une fibration topologique localement triviale [en particulier^ son image
est ouverte et fermée dans Pl7^ Ê7, F ; /)].

DÉMONSTRATION. — L'application cp est continue d'après I, (4.3.4), pro-
priété 2; d'après (1.5.3), le groupe ^ ( F ) des r-isotopies de F opère à
gauche continûment dans PP^H, F', h) et PP'(^, F', /), de façon compa-
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tible avec cp. Le corollaire 1 du théorème 5 affirme que l'application cano-
nique

rW3Y^.Y./ePl^.F;/)

a une section locale continue au voisinage de f\ la même propriété a lieu
en n'importe quel autre point de PP'(77, F \ f). Le corollaire 2 résulte donc
du 2° du lemme 2 de (0 .^ .^) .

COROLLAIRE 3. — Soient F une variété^ E une r-sous-variété compacte
de F; on note f V injection de E dans F. Soit T le groupe de toutes les
r-isotopies de F. Les classes d'équivalence définies par les opérations de T
dans P^ÇE^ F ; f) sont les composantes connexes de cet espace; elles sont
en plus connexes par arcs.

DÉMONSTRATION. — Ces classes d'équivalence sont ouvertes d'après le théo-
rème 5, elles sont donc fermées ; en plus, elles sont connexes par arcs :
soient en effet yeF etf'çPV^E, F; f) ; l'application

l3t->^of çP\r(E,F^f)

est différentiable, elle est donc continue d'après I, (^.3.^), propriété 3,

2.2.3. Comme autre application immédiate du théorème 5, signalons
l'extension au cas des variétés [au sens de I, (1.2.2)] du lemme I, (3.2.1)
et de son corollaire relatifs aux théorèmes de plongement et de régularisation
de Whitney.

2.3. — Application au prolongement (Tune sous-variété.

2.3.1. DÉFINITIONS. — Soit E une /'-sous-variété d'une r-variété F. On
appelle bord relatif de E et l'on note ôEp :

(a) si E est connexe : la réunion des faces (de codimension^i) de E qui
ne sont pas contenues dans le bord de F-,

(b) en général : la réunion des bords relatifs des composantes connexes
deE.

On appelle intérieur relatif de E le complémentaire (dans E) de son bord
relatif. On dit qu'une sous-variété E* de F est un prolongement de E dans F\
si E* a même dimension que /7, et si E est contenu dans Pintérieur relatif
de E* et fermé dans E*.

Propriétés immédiates.

1° Le bord relatif d'une sous-variété E de F est un fermé deE, l'intérieur
relatif de E est une sous-variété de F sans bord relatif.

2° Une sous-variété sans bord relatif est un prolongement d'elle-même.
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3° Soit U un ouvert de F contenant F \ tout prolongement de E dans U est
un prolongement de E dans F.

4° Si E et un prolongement E^ de A sont tous deux connexes, ils ont
même support dans F.

2.3.2. PROPOSITION 3. — Soit E une sons-variété d'une variété F; il
existe un prolongement E* de E dans F.

On peut en plus choisir E* de façon que E*— E soit l'image d un voisi-
ïiage prismatique fermé [ cf. I, (2 .1 .6 ) ] de àE^ dans E *.

REMARQUE. — Soit T un voisinage prismatique fermé de ôEp dans E dont
l'image est E*—E\ T définit canoniquement une projection pr* de E * — E
sur àEp\ soit zç.E*—jE\ soit k le plus petit entier tel qu'il existe une
Â-carte ^ compatible avec T dont l'image contienne z ; si z == ^.(.r, ^ '), on
pose pr*.^ == ^. (^, ( i , . . . , i ) ) . La projection pr* est continue et même
differentiable par morceaux; elle définit sur Ë * — E une structure fibrée
généralisée : la fibre située au-dessus d'un point d'indice q dans E est difféo-
morphe à [o, i]^"^. Pour toute métrique riemannienne sur E * adaptée à T
[cf. I, (3.3.1)], la projection pr* est une projection orthogonale généralisée.

La proposition 3 est une conséquence immédiate du théorème o et du lemme
suivant fqui sera démontré en (2.3.^) à l'aide du lemme 2.3.3] :

LEMME. — Soit E une sous-variété d'une variété F; il existe un plonge-
ment p de E dans E, arbitrairement voisin de l'identité (au sens c^', r^i)
et tel que, si E' désigne l'image de E par p, E — E ' est l'image d'un voisi-
nage prismatique fermé de àEp dans E.

2.3.3. Fonctions normalement constantes.

DÉFIMTION. — Soit F une variété; soit T un voisinage prismatique fermé
d'une partie du bord de F [cf. I, (2.1.6)]; soit W l'image de T. Une fonc-
tion À : W->[o, i] est dite normalement constante (relativement à T) si,
pour toute Â-carte ( F, ^) de F compatible avec T, et pour tout xç. V, 7. est
constante sur l'image par ^ de { x } X [o, i]7^.

Bien que W ne soit pas en général une variété, on a une notion immédiate
de fonction de classe 0^ sur W, et de topologie C^ sur les espaces de telles
fonctions (on peut définir cette topologie à l'aide d'un recouvrement locale-
ment fini de W par des cartes cubiques fermées compatibles avec T). On
démontre alors « en grimpant sur les voisinages du squelette de F » [comme
en I, (3.2.2), pour la démonstration du théorème 2], le

LEMME. — Soient F^ 77, W comme ci-dessus; soit r un entier ^i. //
existe des fonctions de classe 0' sur W, normalement constantes^ stricte-
ment positives^ et arbitrairement voisines de o au sens de la topologie C'\
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2.3.^. Démonstration du lemme 2.3.2. — Soit T un voisinage prismatique
fermé du bord relatif de E dans F\ soit W l'image de T. On désigne par el
l'espace des fonctions de classe C^ : W—>[o^ i], normalement constantes
[cf. (2.3.3)]; on va associer à tout À € CX un plongement p/, de E dans lui-
même qui induit l'identité sur E — W . Soit p un difféomorphisme de [o. i]

sur 7p i qui induise l'identité sur o ? i h pour tout entier^ ̂  o, et pour

tout ^ç[o, i] on définit un plongement p » ; ^ de [o, i]^ dans lui-même en
posant, pour tout élément x = (^) de [o, ï]P :

P/^. (^-)= ((l — t )œ i - r - t ( ( ) . ^ i ) ) .

Puis, pour toute Â-carte ( ï7, ^p) de^, et pour toute fonction de classe C^,
p. ^-^[o, i], on déunit un plongement p.^;a de l'image A de r^ dans elle-
même en posant

p^ ;ao^ . (^,r) =^. (^, p^_/,;^(».j)

pour tout (^, j) € V x [o, ip (/7i désigne la dimension de 7T).
On choisit alors un système de cartes ^ définissant T et possédant la pro-

priété du système ^ de I, (3.1.3); pour tout ;', on définit la fonc-
tion ^ : 7^-—^[o, i], en posant

/ o ̂ . (^ o) == J-JL;. (x) pour .yç V;.

La famille (p.^^a,) définit un difféomorphisme py, de E sur une sous-variété
fermée E ' de T^. Ce difféomorphisme est arbitrairement voisin de 1 identité
pourvu que À soit assez petit; d'après le lemme 2 .3.3, A peut être rendu
arbitrairement petit en restant positif; et d'autre part, dès que A est positif,
E — E ' est difféomorphe à W.

2. k. Compléments divers ; démonstration directe du théorème d'isotopie
dans le cas où E est une sous-variété sans bord relatif.

2.^.1. Complément au théorème o.

DÉFINITIONS. — Soit E une sous-variété d'une variété F'^ soit L une partie
de F ; on pose L (\ E •==. M.

On dit que L est un tube local normal à E dans F\ d^âme M^ s il existe
sur un voisinage V de E dans F une métrique riemannienne (adaptée à 0F
et à E) définissant une projection orthogonale pr de but E, telle
que Zn F^pr-^Af).

On dit que L est un E-prolongement de M dans F s'il existe un prolonge-
ment E^ de E dans F^ et s'il existe un voisinage V de E dans F et une pro-
jection orthogonale généralisée [cf. (2 .3 .2 ) ]p r* : Fn CE*—^)->6^É^tels
que L n V = Mu ( pr'-1 ( Mç\ ôEp) ) .
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THÉORÈME 5\ — Soient F une variété^ E une sous-variété fermée de F^
f V injection de E dans F^ r un entier ̂  i. Soit E* un prolongement de E
dans F. Soient M et M' deux fermés de E; soit M^ un E-prolongement
de M'dans 7^*, et soient L et L' deux tubes locaux normaux respectivement
à E et E^ dans F, diurnes respectives M et M'^^ relatifs à une même
métrique riemannienne sur F. On note PLv;^.(.Z^ F, f) le sous-espace
de PPiy \E^ F; f) formé des plongements qui sont r-tangents àf en tout point
de M' ; notation analogue: T^\JT,{F).

Il existe un C^-voisinage V de/dans P\\i.^j^{E^ F; f) tel que Inapplica-
tion canonique

?: r2;^(^)-^prv;^(^^;/)
admette au-dessus de V une section continue s telle que s(f) == e.

Cas particuliers.

i° M' = 0; s est alors une section locale pour l'application canonique

Ti(F)->P\^(^F^f).

2° M'=:M\ s est alors une section locale pour l'application canonique

T^(F)->P}^(E^F^f).

Le théorème 5' sera démontré en (2.4-.3) et (2.^) à Faide de (2.^.2).
Il admet des corollaires analogues aux corollaires 1, 2 et 3 du théorème 5
[cf. (2.2.2. )] et renforçant ces derniers; par exemple :

COROLLAIRE 1. — On conserve les notations et les hypothèses du théo-
rème 57, sauf que E n^ est plus supposée fermée. Inapplication canonique cp
admet alors une section continue s [telle que s(f) = e] au-dessus d'un €7'-
voisinage de f dans Pljf;̂ ,',, {E^ F ; f).

COROLLAIRE 2 (^Complément au deuxième théorème de fib ration). —
Soient F une variété, H une sous-variété de F^ E une sous-variété fermée
de H ; on notejt et f les injections respectives de H et E dans F. Soit E* un
prolongement de E dans H. Soient M et M' deux fermés de E\ soit M'*
un E-prolongement de M' dans E " ; soient L et L' deux tubes locaux nor-
maux respectivement à E et E* dans H^ dames respectives M et
M'*, relatifs à une même métrique riemannienne sur H. Les notations
Pl^;^ ( ,H F ; h) et P\M;J^{E, F; f) sont analogues à celles du théorème ' ; ) ' .

Inapplication canonique

^ : Pl2;^W ̂  h)->P^^(E, F'J)

est une fib ration topologique localement triviale.
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Cas particuliers du corollaire 2.

i° M' =. 0 ; L étant un tube local normal à 7^ dans 77, d'âme J7, l'applica-
tion canonique Pl£(77, F-, h) —^PlSf(7?, 77; /) est une fibration topologique
localement triviale.

2° M' = M\ L' étant un tube local normal à E* dans 77, d'âme AT", l'appli-
cation canonique Pl.^(77, F\ h) ->P1^(A\ F-, f) est une fibration topolo-
gique localement triviale.

Démonstration du corollaire 2. — Soient T et T ' deux tubes locaux nor-
maux respectivement à E et E* dans F , d'âmes respectives J7etA/^, relatifs
à une même métrique riemannienne sur F\ tels que Tr\ H == L et 7^ n 77== 77 ;
le groupe TT;J^ (F) opère dans Pl2;^,(^, 77; 7z) et ?\'M^,(E, F', /) de
façon compatible avec ^p. On conclut (comme dans la démonstation du corol-
laire 2 du théorème 5) à l'aide du corollaire 1 du théorème et du 2° du
lemme 2 de (0.^.^).

2.^.2. Î//1 complément au lemme de prolongement. — On utilisera
en (2.^.3) (pour la démonstration du théorème 5') le

LEMME 1 {Complément au lemme de prolongement). — Soient F', 77, /, r,
7T*, J7^ AT* comme au théorème 5/. -So^ Homj', (7^, F ; f) le sous-espace
de Hom7 (7T, F) formé des applications qui sont r-tangentes à f en tout
point de M' ; soit de même IIom^^(7^, F'; e). Il existe un ̂ -voisinage V de f

dans Homj^(^, F; f) tel que l'application canonique

Hom;^(7\ 77; e)->ïîom^(E, F , /)

admette au-dessus de "V une section continue s telle que s(f) == e.

DÉMONSTRATION. — Soient V un voisinage de E dans 77, et pr* une projec-
tion orthogonale généralisée : V r\ ( E * — E ^ — ^ ô E p ^ tels que

M'^r\V=Mf\J(p^-l(Mfr\àE^))

(cf. définition 2.^.1). On choisit un système de cartes locales (^;) comme
en (2.1.2); pour tout i on note E* r\ Fi= E^ ; M1" c\Ei=-M'^ ; on a pour tout?
une projection orthogonale généralisée pr* de E^—E\; sur àEi^^ on sup-
pose les ip; choisis de façon que, pour tout ï, pr^ coïncide avec la restriction
de pr* à 7-7 — Ei, Soit/;• comme en (2.1.2); pour faire le prolongement
de fi à 7^, on considère le TF-champ de classe C'^ défini par/^ sur 7^ et par
l'identité sur M'^ \j {Fi— ïî;7^), et l'on fait le prolongement de Whitney de
ce champ comme en (2.1.2). Les inégalités de Whitney sont encore valables
(bien qu'on n'ait fait aucune hypothèse de régularité sur M ' ) en vertu du
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LEMME 2. — Soient A^ et A^ deux compacts de R'1 tels que Ai\jA^==A.
On suppose vérifiés P(A^) [c/.(2.1.2)] et :

P ( Ai^ Aï) : II existe un nombre ^ tel que tout x ç. A 2 puisse être joint cl Ai
par un chemin de A^_ de longueur L ̂ v d(œ^ Ai).

Soient alors K un compact de 7?^ et h un champ W-taylorien de classe C''
sur A 2; il existe une constante CK telle que l'inégalité [W] de (2 .1.2) soit
encore vérifiée pour tout p tel que \p \ ̂ r, et pour tout champ W-taylo-
rien f de classe C'' sur A qui induise le champ h sur A^_.

Indications sur la démonstration du lemme 2. — On se ramène, grâce à
la linéarité de l'application { / — ^ / * { de (2.1.1), au cas où h=o; on doit
alors majorer les quantités \fp -y — T&f[y] | ; pour x et y dans A^_ ces quan-
tités sont nulles; dans tous les autres cas, x et y peuvent être joints dans A
par un chemin de longueur L^^\y—cr[, où [j. est le nombre fourni
parP(^i ) .

2.^.3. Démonstration du théorème 5' à partir d'un cas particulier. —
E* étant fermé au voisinage de 7 ,̂ on peut supposer 7T* fermé dans F\ on peut
aussi (en remplaçant au besoin M ' * par M ' * ) supposer M ' * fermé dans E * .
Soient pr* et V (cf. définition 2.^.1) tels que

M'" n V == M' u ( pr'-1 (M1 n àEp) ) ;

on pose Vr\E^==. W. En remplaçant au besoin T^par un voisinage plus petit
de E dans F\ on peut en plus supposer que W est contenu dans l'intérieur
relatif de 7^*, de sorte que E^— W soit un voisinage de ôEp dans E * .
Puisque M'*\J (E*— W) est encore un ^-prolongement de M' dans 7^, le
complément au lemme de prolongement [cf. ( 2 . ^ .2 ) ] donne une section (^i-
locale (passant par e) :

Pl^,(7r, F;f)^Pl'^^^^^ F; e)

et, a fortiori^ une section (^-locale (passant par e) :

Plï/^, (£7, F; /) -> Pl^u(^7F);^(^ F', f).

De sorte qu'on est ramené à appliquer [avec A*, M\j (A*— }\ ) et M ' *
dans les rôles respectifs de E^ M^ M'~\ le lemme suivant, qui sera démontré
en (2 .^ .4 ) et qui est un affaiblissement du théorème ^ ' ) :

LEMME. — Soient F^ 7T, y, r, M^ M' comme au théorème o7 ; on suppose
en plus que M est un voisinage de ôEp dans E. Soient L et L' deux tubes
locaux normaux à E dans F\ drames respectives M et M'', relatifs à une
même métrique riemannienne sur F.
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77 existe un C^-voisinage V d e / d a n s Plï/;^, (^ F f) tel ^ue V applica-
tion canonique

r2;^(7^pi^(7^7<v)
admette au-dessus de V une section continue s telle que s (/) == e.

2.^.^. Démonstration du lemme 2.^.3. — On va montrer un résultat
plus fort que celui annoncé : l'existence d'une section (^-locale s qui soit
continue et r-différentiable ; la démonstration n'utilise pas la théorie du pro-
longement de Whitney ( 2 3 ) .

Grâce au ( b ) du lemme 1.0.3, on peut se borner à démontrer le « théo-
rème de prolongement » associé au théorème o7, c'est-à-dire celui obtenu en
remplaçant dans l'énoncé r par G. On choisit comme en (2.1.2) un système
de cartes locales (^;), auxquelles on impose les deux conditions supplémen-
taires suivantes :

( d ) pour tout i tel que Ei rencontre àEp^ Ei est contenu dans M\
(e) pour tout i, on note 7^n7^==7^; alors Lç\Fi (resp. L' n F,) est

l'image réciproque de Mç\Ei (resp. M ' * r\E^) par la projection de F sur7^*
[ définie par ( x^ y ) -^ ( x^ o ) ].

Soit alors (^-), comme en (2.1.2); soit "V un (^-voisinage de /
dans Pl^;^..(£7, F\ f) ; pour f'çV^ on pose, comme en (2.1.2) : ̂ if'=f\•.
Il résulte de la condition ( d ) ci-dessus que, pour tout i tel que Ei ren-
contre ÔE^ fi induit l'identité sur Ei\ or pour tous les autres ;', il n'y a pas
dans Fi de coordonnées du type x^\ de sorte que, compte tenu d'une part
de ( e ) ci-dessus, et d'autre part de la différentiabilité des structures linéaires
locales, on se ramène en procédant comme en (2.1.2) à démontrer le « lemme
local » suivant :

LEMME LOCAL. — Soit (^a? «^v? Jôi j0 un système de coordonnées dans R'1
tel que x=^x^ Xy) soit un point de 7?771. Soit F la partie du cube
| — i, -t- i]71 définie par

( i ) x^o,
W jr^o.

Soit E la partie de F dé finie par

(3) j=o.

( 2 3 ) Dans le cas particulier où E est sans bord relatif, le lemme 2.4.3 se confond
avec le théorème 5' (et entraîne donc en particulier le théorème 5); sa démonstration
fournit d'une part une démonstration directe des théorèmes 5 et 5' dans le cas particu-
lier où E est sans bord relatif; et d'autre part un complément : existence dans ce cas
d'une section locale r-différentiable.
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Soit N la partie de F définie par

(4) ^=o.

Soient M et M' deux fermés de E. Pour tout r\ ç. )o, i (, il existe un C^-voi-
sinage 'V de f (injection de E dans F) dans ^[E—^E^M^E^ F\ f) tel que
l'application canonique

G{^-^F)\J(MXN];J^^^(F) ->-Pli£--r^);U^;^(^ ̂ 'ff)

admette au-dessus de V un section r-différentiable et continue s telle
que s(f)==e.

D'après le théorème \ [cf. I, (^ .5 .3)] il suffit de montrer l'existence d'une
section s qui soit r-différentiable ; on utilise pour cela les lemmes 1 et 3 ci-
dessous ; le lemme 2 sert à démontrer le lemme 3.

LEMME 1. — Les notations sont celles du lemme locale soit en
plus ^ le groupe G^E-'f\E)\jM;j^r { E ) ; et soit <^' le sous-groupe

de G[F-r,F)\j[MxN}\j^,^^(F) formé des éléments qui laissent y invariant.
Il existe un C^-voisinage V' de f dans G1 tel que V application cano-
nique ^ -> £>' admette au-dessus de V une section r-différentiable s' telle
que s' (f) == e.

DÉMONSTRATION. — Soit A' le groupe de /-isotopies de E associées à £ ' ' ;
soit { f ' - > ^ ' } la section C^-locale donnée par le (b) du lemme 1.5.3 pour
l'application canonique A'-> J ^ ' . Soit p. une fonction de classe C30 : N—> [o, i ]y
nulle pour [^[^( i — "^î), égale à i au voisinage de o. On pose, pour^ assez
voisin de y au sens C1 :

( î ) ^(/ /) • (^ J) == (^.y^ J)-

D'après I, (4.^.3), exemple 2, s ' (f ) est dans ̂ '; et d'autre part l'applica-
tion ( i ) est r-différen fiable.

LEMME 2. — Le lemme local est vrai dans le cas particulier où E est un
point.

DÉMONSTRATION. — Le seul cas non trivial est celui où M==:Mr==0.
Posons [ — i, + i ] == K\ a priori^ F est de la forme K"^ Ç\ R^ ; par une for-
mule du type ( i ) ci-dessus on se ramène au cas où F-^-K^^ puis on procède
par récurrence sur q [passage des cas i et (q— i) au cas q\ ; on se ramène
ainsi au cas q==i. On prend alors pour ^l'intervalle [— £, -hé] avec se )o, i (;
on se borne évidemment au cas r == 30 ; il faut montrer l'existence d'une sec-
tion locale différentiable o" pour l'application

G'ï-rW^g'-^s'.oçK.
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Soit g un élément de G^^{K) soumis à la seule condition g.o 7^0; on
pose^.o==^; puis, pour tout x'çAT, on pose

X' [ V1 \o-(^) =—g^- i — — ) e ,' x \ x I

a { x ' ) dépend differentiablement de x\ et c'est un élément de GK-^-(-K) dès
que | x1 | ̂ - \ x |.

LEMME 3. — Les notations sont celles du lemme local; soit en plus
^" (resp. ^'f) le sous-espace de P^E-^E) W;J^,(E, F\ f) [resp.
G\F—T, F) u ( MX N}\JM' N (^)] /orwe aes plongements qui laissent x invariant.
Il existe un C^-voisinage V" de f dans ^" tel que l'application cano-
nique (^"->^" admette au-dessus de V" une section s" telle que s" (f) == e.

DÉMONSTRATION. — Pour/'ex^, soient {x, Yfi.x) les coordonnées du
point/7, (.y, o). Soit ^C le groupe G^_r,N) (^)- D'après le lemme 2, il existe
une application r-différentiable définie au voisinage de zéro :

N3y->(7(y)ç^€
telle que

(7(j).0==J

et que
o"(o) == identité.

Posons, pour^ assez voisin de y au sens C° :

s"(f').(^p)=--(^ ^{Yf,x)).y).

Il est clair que s " { f ) est un prolongement de // et que s " (f) == e\ d'autre
part, s " ( f ) est bien un élément de ^//. Soit en effet XQ un point de M''; on
a : Yfi. (XQ, y) •==.y pour tout yç.N\ il suffit donc de vérifier que les déri-

vées ——^ • • • • > ——— sont nulles en (^o, r), ce qui résulte de la formule de
0X (J X

dérivation des fonctions composées.
En plus, s" est r-différentiable ; car l'application canonique ̂  X E -^ YYest

r-différentiable; par composition avec o-, on obtient une application r-diffé-
rentiable ^ " - x ^-^Hom^yV, TV), à laquelle est canoniquement associée
d'après I, (^.1.2), formule (3), une application r-différentiable

( 2 ) ,G" -> Difhonr- ( E, Hom^ ( YY, N) ).

Or, toujours d'après I, (^.1.2), on a une application r-différentiable
canonique
( 3 ) Difhom7' {E, Hom7' ( N, N) ) -> Hom7' ( E x N, E x N ) .

L'application s" est la composée de ( 2 ) et (3) .
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Démonstration du, lemme local. — Soit pr la projection de F sur E.
four f'çP\^-r,E)uM;j^,(E, F ; f ) , on pose pro/^^; // est un élément

de Rom^-^E}\jM;j^(E, E', e) qui dépend r-différentiablement et donc
continûment de/ ' ; donc, d'après le i° de la proposition 2 [cf. (1 .4.2)1
lorsque // est assez voisin de /au sens C\ l' est dans £ ' (notation du lemmel)!
Posons /W-=f; r est un élément de Hom^^^(^ ^; /) qui
laisse x invariant et qui dépend ^-différentiablement, et donc continûment
de/'; donc, d'après la proposition 1 [cf. (1.2)], lorsque// est assez voisin
de/au sens C1, /// est dans ^ " ' . Or on a

l"ol'=f.

Lorsque // est voisin de/au sens C\ l' et /// le sont aussi, donc, d'après
les lemmes 1 et 3, s ' ( l ' ) et s " ( l " ) sont définis; il suffit de poser

S' (//) ̂ S'^l^as^l').

3. Espaces de jets des espaces de plongements.
Deuxième théorème d'isotopie et de prolongement ;

deuxième théorème de fîbration.

3.1. Rappels sur les jets ( 2 4 ) .

3.1.1. Définition des jets. — Soient E et F deux variétés; soient /• et r '
deux entiers tels que ï ^ r ' ^ r . Soit M une partie quelconque de E', l'espace
des jets d'ordre r ' le long de M des applications r-différentiables de E dans F
est, par définition, l'espace topologique quotient de Hom7^, F) [muni de
la topologie er•, cf. I, (4.3)] par la relation d'équivalence suivante : deux
éléments / et // de Hom7 (.É7, F) sont équivalents si / et // ont un contact
d'ordre r ' en tout point de M (ce qui implique, en particulier, que / et/'
coïncident sur M). Cet espace se note J&'Hom' ' ( E , F ) ; pour toute partie A
de ïîom^E, F), l'image de A dans e/î; Hom7-( ̂  F) se note 7^-4; pour
tout /eHom7^, F ) , l'image de / dans J^Hom7 \E, F ) se note JMf et
s'appelle le r'-jet de f le long de M.

LEMME. — Soient E, F^ r, r1', M comme ci-dessus, soit h un élément de
Honr^, F } ; soit Hom^(£7, F) la partie de Honr-(E, F ) formée des appli-
cations qui coïncident avec h sur M. L'espace ./îfllom^ \E^ F) est koméo-
morphe au quotient de Hom^^, F ) par la relation d'équivalence définie
par V application canonique

Hom7^, F ) -^Homîv^ F ) .

( 2 l ) Sur les jets, cf. EHRESMANN [l], [2]. Notre définition diffère légèrement de celle
d'EHRESMANN, qui introduit les jets comme classes d'équivalence d'applications locales.
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(C'est une conséquence immédiate de la définition ci-dessus et de BOURBAKI
[ l ] ,§7 ,no22. )

3.1.2. Cas où M est une sous-variété fermée de co dimension positive
de E. — On suppose maintenant que M est une sous-variété fermée, de
classe C", de codimension >> o, de E^ et que E est munie d'une métrique
riemannienne de classe C00, adaptée au bord de E et à M [cf. I, (3.1.3)].
Soit À une fonction réelle strictement positive, de classe C00 sur M-, pour À
assez petit au sens e°, le tube T\ {M^ E) (tube normal d'âme M^ de « rayon » 7,
dans E) a été défini en I, (3 .^) ; on le notera simplement T\. C'est une sous-
variété de classe C^ de É\ de sorte que les espaces Hom^T^, F) et
JM Hom7 (T), F) sont définis. En plus, tout tube 7\ est une sous-variété
fermée de E^ de sorte que [compte tenu de I, (^ .3 .^) , propriété 2 ], pour tout
couple ()., }/) tel que ^ /^^, on a le diagramme commutatif suivant, où
toutes les applications sont canoniques et continues :

Hom7 ( E . F ) - > Hom7 ( T ^ F ) - ^ Hom7 ( F)/, F)

^ ^ p y

Jï/Hom7 (^\ F) -^J^Hom7^ 7\, F) -4A;Hom7 ( 7^ ^).

L'application a est injective. Quant à l'application (3, c'est un homéomor-
phisme en vertu du lemme suivant (de démonstration immédiate) :

LEMME. — Avec les notations ci-dessus^ il existe un difféomorphisme de T\
sur 77)/ qui induise l'identité sur T\,^_.

3.2. Jets (le long de Pâme) des applications d'un tube dans une variété
sans bord.

Soient E et F deux variétés, M une sous-variété fermée de classe C^ de E\
on suppose que F est sans bord. On suppose en plus choisi un plongement/
(resp. h) de classe C^ de E (resp. M) dans F ( 2 0 ) . On identifie M à son
image par h et l'on note Hom^ (.Ê7, F ) l'espace Hom^]^(£7, F). On note 77),
le tube normal à M dans la variété ̂  (munie d'une certaine métrique rieman-
nienne adaptée), de « rayon » 7..

3.2.1. Premier cas particulier. — F = R11 ; E est la boule fermée Bru
(avec m^/?) , ou plus généralement E^Bmf^R^p) [avec p ^m\ cf. I,
(1.2.1)]; M'===. 0 (variété ponctuelle définie par l'origine de 7?71). Dans ce
cas les valeurs à l'origine des dérivées partielles définissent une application
canonique continue
( i ) Homo(^^)->Z;;:^

(' i 5) II résulte immédiatement du théorème 2 [cf. I, (3.2.2)] que dans les hypothèses
plus générales suivantes : « -Ê\ 77', Af, f et h sont de classe C7' avec r^ i », on peut
munir E et F de structures C30 compatibles avec leurs structures C1' respectives, de
façon que les hypothèses ci-dessus sur A7, / et h soient vérifiées.
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où L^[ja désigne l'espace de systèmes de m polynômes formels d'ordre r '
(séries formelles si r ' == oo ) à n variables sans terme constant. L'application ( i )
définit sur Homo(^, F) la même relation d'équivalence que l'application
canonique

( 2 ) Homo ( E, F ) -> J o ' Honr ( E, F),

l'application ( i ) se factorise par conséquent en

Homo ( E, F) -> J^Homo (£\ F) -. Z;;;/,

et l'application de droite est injectée.
Dans le cas où r ' est fini^ les fonctions polynômes fournissent une section

globale continue pour l'application ( i ) . Dans le cas où r ' est infinie on sait
(cf. HERMANN [1] ou SCHWARTZ [3] que l'application ( i )est surjective, et l'on
montre sans difficulté (cf. CERF [2]) l'existence de sections locales continues
pour cette application. Il en résulte que, dans l'un et l'autre cas, Vespace
J'o Homo (-£', F ) est canoniquement homéomorphe à L^[m\ et l'applica-
tion ( 2 ) a des sections locales continues au voisinage de tout point
deJo'îîomo(E, F).

En plus, les espaces Homo(^, F) et L^^ sont munis naturellement de
structures vectorielles réelles, pour lesquelles l'application (i) est linéaire.
L'espace Jo'Homo^ F) est donc muni d'une structure vectorielle réelle,
quotient de celle de Homo(^ F)^ et qui s'identifie à celle de L^^.

SoitZ^7 le groupe des rejets inversibles ou «/-'-jets d'isotropie à n variables »
[ce sont ceux dont l'image canonique dans L\^ s'identifie à un élément de
GL ( / î) , c'est-à-dire à une matrice carrée non dégénérée]. Le groupe L^ opère
à gauche continûment dans Z^ par passage au quotient de l'application

Homo(^, F) xHom'o'ÇF, F) 3 (/, ̂ ) -^o/eHomo(^ F)

[où Hom 'o ' (F^ F) est le sous-espace de B.om'o(F^ F ) formé des applications
qui sont de rang maximal en 0]. De même, Dm opère à droite continûment
dans L^' ^. Les opérations de L^ laissent invariante la structure vectorielle
de L7^ ^. 11 n'en est pas de même (pour r ' > i) de celles de L^ ; par contre,
les opérations de V image canonique du groupe linéaire GL(n) dans L^
[image qu'on identifie à GL{n)} laissent invariante la structure vectorielle
deL^m.

Soit cp (resp. ^) un difféomorphisme de E (resp. F) conservant 0\ soit h
(resp. k) l'image canonique de cp (resp. ^) dans L^ (resp. L^). Soit
/€Homo(^, F) et soit y l'image canonique de/dans Z;;^. Par rapport aux
systèmes de coordonnées définis par cp et ^ ( 2 6 ) , le /-'-je1 de / en o est repré-
senté par l'élément k.j.h~~1 de L7^ ^.

( 2 6 ) Les nouvelles coordonnées d'un point x de E (resp. y de F } sont les anciennes
coordonnées de ç(.z') [resp. <p(y)].
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3.2.2. Deuxième cas particulier. — F •==. R11 ; E est la partie de R"1 (m ̂  n)
définie dans le système (^-, j), où x == (^?a? ̂ î ̂ ) représenter coordonnées
et où y == (jo, j^) en représente (m — p ) ^ par le système

—— I .̂  Xy, ̂  + 1 ,

(I) — — I ^ ^ ^ + I .

( I l )

o -^ ̂  ̂  4- i ;

<^(j, o) ̂ i (d désigne la distance euclidienne"}^

°^J;

et M est défini par le système [(!'), (II')], où (F) se déduit de (I) en rajou-
tant o^^3; et où (IF) est y = o.

On note N la partie de R171—? définie par ( I I ) ; M x A' s'identifie canoni-
quement à une partie de E. D'où une application canonique

Homj'/ (F, F)-. Hom'vxo (M x N, F)

et, par composition avec l'application

ïîom^^o(MxN, F)3f->{j-->[y-^(f(^,r)-(.L', o ) ) ] }
çDiî' (M, IIomo(yY, F ) )

une application continue

(1) ' Hom^(^ F)-->W{M, Hom'oÇN, F ) ) .

Appelons Dif7 (A/, L'n m-p) l'espace des applications

M3 x -> s (^) e L'^ ̂ _ p

qui sont r-différentiables au sens suivant : pour tout À tel que i ̂  À ̂  / /,
les coefficients de la composante d'ordre k de s(x) sont fonctions ( r — / i )
fois continûment différentiables de x. On a alors une application canonique

(2) W(M, HomS^Y, F ) ) -^Dif-(A/, Z;;;/^).

L'application (2) est continue si l'on munit Dif7 (X, L ^ ^ _ p ) de la topo-
logie suivante : topologie C^^ des applications de M dans la composante
d'ordre k de L^' m-pf cecl pour tout entier k tel que i ̂  À: ̂  r ' . L'application
composée de (i) et (2) :

(3) Hom&(^ F)--.Diî-(M, L^_p)

est donc continue. En plus, cette application est injective^ car toutes les
dérivées partielles àe f le long de M peuvent se calculer, par dérivation, à

à^ fpartir des dérivées normales —— •
^7

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 3. 21
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Lorsque r=oo, et que // est fini^ on définit une section globale pour
1 application (3) en associant à tout élément de L^ , ^ _ p la fonction polynôme
dont il est le développement à l'origine. Lorsque r esty?m, et que M est de
dimension ^i, cette méthode simple de construction d'une section pour
l'application (3) tombe en défaut. Par contre, on peut obtenir une telle section
à l'aide de la formule de prolongement de Whitney; soit (u1) une « partition
de l'unité standard » ( 2 7 ) de Whitney sur E-M^ et soit (x1) la famille de points
de M associée à (u1) ; on associe à l'élément { x -> s (x) j de Dif^Af, L^' jn-p)
(qui définit canoniquement un « champ T^-taylorien » de classe C7'), l'élé-
ment W s défini par

(4) pr, .(^j)=y((.ç(^))[j])x^(^j)

de Hom^(^, F). Il résulte des inégalités de Whitney [cf. (2.1.1)] que la
section ainsi construite est continue. Cette section a en outre la propriété de
« ne pas trop augmenter les supports » ; d'une façon précise, elle vérifie la
condition suivante :

(Q) Soit M* la partie de E définie par le système [(I), (IF)]; soient M'
et M" deux sous-variétés fermées de M* telles que M" soit contenu dans
l'intérieur de M'', et M' dans celui de M {il s'agit d'intérieurs topologiques
départies de M*). Il existe e > o tel que si s {x) est nul pour tout xç.M — M",
alors la restriction de Ws à M"— M' x zN est l'application (^, y) -> (x^ o).

Dans le cas où r ' est infini, on montrera (CERF [2]) que l'application (3) a,
au-dessus de tout point de Dit7 (Af, Z^ '^_ ), des sections locales continues
et conservant les supports [ce qui est une condition plus forte que (Q)].

En résumé : dans tous les cas^ l'application (3) est continue^ surjective^
et a, au voisinage de tout point de Dif^Af, L1^^_p) des sections locales
continues vérifiant la condition (Q).

Il en résulte que JjÏ Hom^^7, F) est canoniquement homéomorphe à
Dit' (Af, L^ jn-p) et €iue l'application canonique

Homi,(̂  F) -.JÏ Hom^(^ F)

a des sections locales continues au voisinage de tout point de J'M Hom^ ,̂ F).

3.2.3. Cas général.

Choix d'un système de cartes locales. — Soit E* un prolongement de E
dans F [cf. (2.3.1)]: soit M" un prolongement de M dans ^*; on suppose
que AT et E* sont des^variétés sans bord. Comme M est fermé dans M\ on

(") Cf. (2.1.1).
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peut trouver une famille localement finie (^.) de cartes locales de M" (de
source RP), et, pour chaque /, un cube K, de RP tel que les ^,| K, définissent
un système de cartes locales cubiques de M. On munit E d'une métrique
riemannienne adaptée à M et au bord de E, et l'on prolonge cette métrique
à E ' ; on considère un tube ouvert T\ normal à M" dans Z7*; on note T la
partie de 77* qui est au-dessus de M. Puis on considère un tube ouvert T ' "
normal à 77* dans F (pour une métrique riemannienne arbitraire sur F). On
prolonge chaque ^ en un plongement ^ de RP x R111-? dans T\ de manière
que la famille (^.) soit une famille de cartes locales de T\ compatibles avec
la fibration de 77* sur M. Puis on prolonge, de manière analogue, chaque ^
en un plongement cp, de RP x R^-P x R^11 dans 7^; chaque cp, définit sur
son image un système de coordonnées locales (^, j, z ) , et il existe (pour
chaque i) des décompositions du type x == (œ^ ^, ̂ ) etj= (jg, y^) telles
que, si l'on note T, la partie de ^(T?^) définie par ^ == o et par (I) et (II)
de (3.2.2), et M, la partie de E, définie par (F) et (IF) de (3.2.2), les fi
recouvrent T et les M, recouvrent M. Il en résulte que, dans l'intersection
des images de deux cartes cp, et cpy, les formules de passages des coordonnées
(œ, j, z ) aux coordonnées (^, Y, Z) (définies par 9;) sont en particulier
telles que

(1) z=o équivaut à Z=o^
(2) ^ n'est fonction que de x.

Définition du fibre ê< — C'est le fibre de base M, de fibre L^^_
défini comme suit. On considère les produits Mi x Lr^^_^ soit aç.MiC\Mj,
on note cpf1 (a) == a,; on note T^ la translation de ^'définie par a,. On pose

^.0^09,0^== 6,,,

6rt est un difféomorphisme local d'un ouvert de 7?", laissant fixe 0'
d'après (i) et ( 2 ) ci-dessus, si l'on considère la décomposition canonique
7?^ RP x R11-? X T?71-7^, O,, induit un difféomorphisme local ̂  d'un ouvert
de R171-? (canoniquement identifié à 0 x R'11-? x (9), laissant fixe 0. On
note ha (resp. Â-a) l'image canonique de 6^ (resp. ^) dans L^ (resp. Z;;̂  ).
On identifie alors l'élément (a, s ) de M,x Z;;;,̂  à l'élément (a, ha.'s'.k^)
deM^L^,,_^

L'espace fibre ê ' - ' , ainsi défini, est muni a priori du groupe structural
H', X Un-p'^ "^ais on peut réduire ce groupe à GL(n) x Z/^_^; à toute telle
réduction est canoniquement associée [d'après (3.2.1)] une structure à'espace
fibre à fibre vectorielle sur ê^; mais cette structure dépend de la façon dont
a été faite la réduction du groupe structural.

Soit '^(ê7'') l'espace des sections y-différentiables de ^ [c'est-à-dire des
sections qui sont r-différentiables au sens de (3.2.2) dans chaque système
de coordonnées locales]. On munit ^'(ê7') de la topologie C7'; celle-ci se
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définit à l'aide des topologies des D'iî' (M^ Homo (A;, f ï ' 1 ) ) comme la topo-
logie C^ a été définie en I, (4.3.1) à l'aide de la topologie 0\ II résulte de
(3.2.2) que, pour tout tube 7\, assez petit, d'âme M dans Z7, il existe une
application canonique continue

(3) Hom^F),^)-^^).

Cette application définit sur Hoirie ( 7\, F) la même relation d'équivalence
que l'application canonique Hom^(7\, F) -> JM Homïf( 7\, F ) . Soit/o la
projection de T\ sur M; on sait [cf. I, (4.4) et I, (4.5.4)] que la métrique
riemannienne Jll sur F définit sur un C^-voisinage assez petit de /o, une
structure r-différentiabie et continue de noyau de Honr^ 7\, 7?)-module [donc
de noyau de Honr^Af, 7?)-module]. Cette structure peut être définie comme
suit. Pour tout aç.M, la métrique 3XL définit canoniquement un difféomor-
phisme ôa d'un voisinage de a dans F sur un voisinage de zéro dans l'espace
^a(F) (espace tangent en a à F ) ' , soit 9^ le difféomorphisme ^-^^^{F)
canoniquement défini par cp;; on pose

9^ ° ^a° ^i0 ^m == ̂  ; a ;

|JL^ est un difféomorphisme local de R", conservant 0. Soit Ai la fibre de T\
au-dessus des points de Mi [c'est-à-dire la partie de R11-? définie par le
système (II) de (3.2.2)]. Comme en (3.2.2), on a une application canonique
(définie ici au voisinage àe fo) :

HomS,(7\, F)->W{Mi, Homo(7V^ 7?^)).

Soit j a—^-f'i^a} l'image de/7 par cette application; la structure linéaire sur
Homïf(7\, F) est définie par la famille d'applications

Hom;,(7\, T^/^ia^p.^o/^eDif7^^ Homo(A^ 7?")).

Notons l^a l'image canonique de ̂ a dans L^ ; pour tout ?', introduisons,
dans MfX Lr^^_^ les nouvelles coordonnées (a, H) définies par ^=/^..ç,
MiX L^^_p et M/ x Lr^^_-p étant munis de ces nouvelles coordonnées, au
point (a, ?) de M^x L1^^_p correspond le point (a, I j ^ a - h a ' i T ^ a ^ ' ^ ) de
Mj-x L^^_p', or /^. ha.lT^a est l'image canonique, dans Z;;7 , de

^7;a° Q^° P-r;^== <P7'^° CP^

c'est donc un élément de GL (n) ; pour la structure linéaire définie sur
^(ê^) par ce mode de réduction du groupe structural, l'application (3)
est linéaire.

Soient alors, pour tout ;, M^, M[ et M^ définis [dans le système de coor-
données (,r, j, z ) ] comme AT, AT et M" dans l'énoncé de la propriété (Q)
de (3.2.2)]; on choisit les M[ de façon que leurs intérieurs recouvrent M.
Soit (jj-i) une partition différentiable de l'unité sur Af, subordonnée au
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recouvrement (A/J'). Soit s ' un élément de '^(ê7^); posons, pour s" assez
voisin de s\ et pour tout ; : ^^zr:^; ^ s'identifie canoniquement à un
élément de Dif7 '(M,, Z;;^_^) à support dans ^;. D'après (3.2.2) il existe
un nombre ^ positif, tel qu'on puisse associer continûment à s'^ un élément
fi de IIomï,^ T^^M,, E), F ) à a support » dans M[\ soit ?/ une fonction
strictement positive de classe C'^ sur M^ majorée sur tout Mi par s;; alors/;"
définit canoniquement un élément (encore noté /J7) de HomSf( T\,^ F}^ à
« support » dans M[. Il existe un voisinage V de s ' dans 2^(6^) et une

fonction //^ // telle que la somme ̂ ^fi'\ T\,, soit définie pour s"'e^; cette
^

somme est un élément de Homjy( 7^, //7), qu'on note/^; soit p un difféomor-
phisme de 7\ sur 7\,^ fourni par le lemme 3 .1 .2; f"o p est un élément de
Ilom7^ 7\, F) qui dépend continûment de s" pour ̂ e'y; /^o p coïncide avec
f" au voisinage de Af; et il résulte de la linéarité de l'application canonique

Homï, ( 7\., F) -> ̂ r (ê7-')

que l'image de/ / / dans ^'(ê7') est s ^ .
On en déduit, comme en (3.2.1) et (3.2.2) :

^application canonique

J ' Ï i Homï/( 7\, F) -. ^ { ô ' " )

est un homéomorphisme^ et l'application canonique

llom^ ( T^ F) -> J^ Homï, ( T^ F)

a des sections locales continues au voisinage de tout point de JM Hom^ ( 7\, F).

3.3. Jets (le long de l'âme) des plongements d'un tube dans une variété.

Les hypothèses sur L\ F, M^ À, r et r ' sont celles de (3.2), à ceci près
que F est maintenant une variété arbitraire. Le lemme 3.3.1 est indépendant
de ce qui précède; il est utilisé pour démontrer le lemme 2 de (3.3.2). En
(3.3.2) on se ramène (grâce à un prolongement de F) à l'étude de certains
sous-espaces des espaces considérés en (3.2.3) dans le cas où F était sans
bord. Le principal résultat du paragraphe est la proposition 4, énoncée en
(3.3.3) et dont la démonstration [à partir des lemmes 1 et 2 de (3.3.2)] est
immédiate.

3 . 3 . 1 . LEMME. — Soit f e Hom;v ( 7\, F; f) ; si^ pour tout SCÇ.M, la
restriction de f à un voisinage assez petit de x dans E est un plongement^
alors il existe V (fonction réelle de classe C30, définie sur M^ strictement
positive et plus petite que À ) tel que f'\ T\, soit un plongement.

DÉMONSTRATION. — Soient (^) et (F,) deux recouvrements localement
finis de M dépendant du même ensemble d'indices, tels que les Ui et les Vi
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soient des ouverts relativement compacts, et que, pour tout /, Fic^. On
choisit en plus (£/;•) assez fin pour que, pour toute fonction V assez petite au
sens C°, la condition suivante soit remplie :

(1) f'\ T\, ( Ui, E) est un plongement quel que soit ;.

Il suffit alors d'après I, (1.3.2), propriété 1, de montrer ceci : si }/ est
assez petit au sens (3°, // induit un homéomorphisme de T\. sur son image.

Munissons F d'une distance d^ et appliquons le lemme 1.2 (avec M dans
le rôle de E) ; soit Ç la fonction fournie par ce lemme. Pour tout xç.M^
notons ^ { x ) le diamètre de l'image par // du tube T^(M, E\ [x\'}\ si la
condition suivante est remplie :

( 2 ) p ( ,^ )^^(^ ) pour tout xç.M,

alors on a pour tout i [avec une notation de (1.2)] :

d(f'{T^{Vi, E)),f'{Tv{M-U^E)))^d^(Vi^)^(E-Ui^))

et le nombre de droite est strictement positif d'après le lemme 1.2. On choisit
}/ assez petit au sens C° pour que (1) et (2) soient vérifiés; la démonstration
s'achève comme celle de la proposition 1 de (1.2).

3.3.2. Choix d'un système de cartes locales. — Soit F* un prolongement
de F [cf. I, (3.1.1)]; soient E* un prolongement de E dans jF* et M" un
prolongement de M dans E*. On considère un système (c^-) de cartes locales
de F\ obtenu par le procédé du début de (3.2.3) (appliqué avec F " dans le
rôle de F^ et pour une métrique riemannienne sur F* obtenue par prolon-
gement d'une métrique de F^ adaptée au bord de F et à E). Pour chaque cp;,
il existe alors des décompositions x = {xy,^ cZ?s, x^ x(}\ y= (jg, y^ y ^ ) et
z =z (^ z^) telles que les équations locales de F soient

(III)
^^o,

Jri^O,

z^ ̂  o.

Les équations de Ti et Mi [notations de (3.2.3)] s'expriment de la même façon
qu'en (3.2.3), à ceci près qu'il faut rajouter, à chaque fois, le système (III) .

Résumé de la situation. — D'après (3.2), l'espace JM Hom^( 7\, F * ) est
canoniquement homéomorphe à un certain espace ^>* de sections d'un fibre à
fibre vectorielle. On a le diagramme commutatif suivant :

WM( 7\, F; f) -^ JÏ P1& ( 77,, F; f)

[••
Hom^( 7\, F; f) ——> JM Homï,( 7\, F; f)

Hom&( 7\, F*) —^ J'u Hom&( 7\, F*) w S*
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Toutes les applications de ce diagramme sont continues; ;i, u et j\ sont
des applications d'inclusion topologique; /a est injective; Â"i et k^ sont
surjectives; k:^ est l'application canonique d'un espace sur un espace quotient.
On rappelle en plus que l'image de z'i est un ouvert [cf. (1.2), proposition 1].

On note ^i (resp. 3^2) l'image de j\ (resp. j\) dans S*. On rappelle qu'à
tout élément s de cS* et à toute carte locale cp; est associée canoniquement une
application Mi3x->s(x')^ où s { x ) est un système de n polynômes d'ordre //

en y\ ces polynômes ou « composantes de s ( x ) » sont notés Si (x)^ . . ., .^(J?).

LEMME 1. — Tout élément s de ^.>_ vérifie dans toute carte locale les
conditions suivantes :

( 1 ) pour toute composante Xu de x^ Sa{x) est identiquement nul pour
tout x tel que Xu'==- o ;

(2) pour toute composante y\, de y'^ s^{x) est^ quel que soit x^ divisible
par jp;

(3) pour toute composante z^ de ^p, s^,(x) est^ quel que soit x^ identi-
quement nul.

Si^ en plus, s est dans ̂ i, alors les conditions suivantes sont vérifiées dans
toute carte locale :

(4) s (x) est de rang maximal [c'est-à-dire {m —p)] pour tout xç. Mi\

( 5 ) — ' — - [o] > o pour tout x ç. Mi et pour tout v tel qu'en ( 2 ).
oy^

DÉMONSTRATION. — Soit // ç. IIom;v( T\, F * ) ; on se place dans un système de
coordonnées locales, et on note Xy^.^,.{x^ j), etc., ou encore {Xy,.j,(x)) .y
les coordonnées du point //. (^, y ) ; on note s l'image canonique de // dans y.

Cas où /^çHom^ 7\, F\ f). — Supposons que, pour un certain x tel
que ^ll:= o? 1̂  polynôme Su{x) ne soit pas nul; alors ^Tu;f'(^) prendrait une
valeur non nulle en un point au moins de la fibre de T\ située au-dessus de x\
la relation d'incidence \• Xu = o }, vérifiée sur cette fibre, ne serait pas conservée
par/7; ceci est impossible, d'où (i) . De manière analogue, la conservation de
la relation d'incidence { j p = o } [resp. { z ^ = o } ] entraîne ( 2 ) [resp. (3)] .
On notera que ( 2 ) entraîne en particulier :

(6) ———' [o] == o pour tout ̂ ^ v.

Cas où f €Plïf( T\^ F\ /). — Alors/7 est de rang maximal en tout point;
d'autre part, le fait que // induise l'identité sur M entraîne que la matrice

———.(x^ o) est la matrice unité pour tout xç.M\ d'où (4) .
0X

Soit Yv une composante de y ' ^ \ supposons que pour un certain x^ on ait
as ( x)—'—/- [o] ==o; la transversalité de/' au bord de F en (^, o) [cf. (1.1.2)]
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ne peut alors être réalisée que si Y,,f, est nul au voisinage de (a-, o) et ceci
est en contradiction avec le fait que/' ait mêmes relations d'incidence que /"•

~) / \ s. t/ ^

donc la valeur en o de -M^ est différente de o pour tout x', si cette valeur

était négative, J^ prendrait une valeur négative en un point au moins de 77)
de sorte que l'image de // ne serait pas contenue dans F, ceci est impossible'
doù (5 ) .

LEMME 2. - Sur la partie ^ de ̂  définie par les conditions ( i ), ( 2 ) ,
(3) , (4) et (5) du lemme 1, ilexiste, au voisinage de tout point, une section
locale continue à valeurs dans PljÏ ( T\, F-, /).

^ DÉMONSTRATION. - Soit ^ç5*; soit ̂  un voisinage de s' dans ̂ ; on note
^J'espacedesrestrictionsà^deséléments^de ?\ La famille de fonctions (a )
étant définie comme en (3.2.3), on pose ^=<. Soit ̂  l'élément de
Bom\i(M,x £,A,, F ' ) associé à s'^ par la méthode de (3.2.3) (utili-
sation d'une section de Whitney); on définit comme suit l'élément ^ de
Homï/(^x Z i N i . F ' ) : toutes les composantes ( notées Â\,^ etc.) de/;' sont
égales aux composantes correspondantes de/" (notées X^,, etc.), saufpour
les coordonnées du type ̂  (composantes de ^) ; pour celles-ci on pose

(^ ^;^•(^J/):=^;^•(^J)-^;^.(^.^,J),

où ̂ .x est la projection de x sur j ̂ = o }. On définit bien ainsi, au-dessus
deV, (supposé assez petit), une section continue pour l'application canonique

Hom^(^,x ZiNi, F")->W-(Mi, L^^_^)

[car, d'une part, J^/.(^ o) •=.x^ et d'autre part, d'après la condition (i)
du lemme J , toutes les dérivées d'ordre ̂  de JC,^. (a),.^ j) par rapport
à y sont nulles sur M^ de sorte que // a même jet le long de M, que //].
D'autre part, cette section vérifie la condition (Q) de (3.2.3). Il en résulte
[cf. (3.2.3)] qu'il existe (si ̂  est assez petit) un tube 7\, tel que pour^ç^,

la somme /^^j/;7 7\, soit définie; // est un élément de Hom^( T,,, F " ) ;
;

l'application s " — . / ' est une section continue au-dessus de ̂  pour l'application
canonique Â\ :

Hom^(7\,, 7^)-^.

On note en particulier // l'image de ^ par cette section; pour chaque
système de coordonnées locales, on note J^c;^, etc., les composantes de f'.

Ceci posé, la démonstration se fait en deux étapes :

(aj II existe ï" ̂ V tel que, si ^ est assez petit, f\ T-,,, soit, pour tout
s"ç:^, un élément de Homîv(7^, F, /).
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II faut vérifier dans tout système de coordonnées locales que, pour tout
(^, } ' ) ç T ^ et pour toute composante Xu de x^ J^;^.(.ç, j) est nul
(resp. >o). si et seulement si x^ est nul (resp. >o). La même propriété
est à vérifier pour les î\.^s,, (pour toute composante jp de y^) et pour les
^ a ' ; s " (pour toute composante Zçy de z^). Pour les Zw\s" il n'y a pas de
difficulté : d'après la condition (3) dulemme 1, on peut les prendre tous nuls
(il est inutile pour eux d'utiliser une section de Whitney).

De (7) résulte que, pour tout î, ^~u;s" est nul pour Xu= o; il en est donc
de même de - î ~ u ; s " ' Soit, pour tout /, M[ un cube fermé contenu dans l'inté-
rieur de Mi\ on suppose les M[ choisis de façon que ÇM[) soit un recou-
vrement de M. Soit xç.M[\ si Xu est > o en x, il en est de même de ^~u;s"
(puisque en ce point ^Cu•,s"= ̂ u) ; il existe donc un voisinage Wx de x dans E
tel que si Vi est assez petit, alors Xu-^s" est > o sur Wx' Supposons maintenant
que Xu soit nul en x ; on a vu qu'alors X^ ; s" est nul en x ; mais puisque J " laisse

fixe tout point de M^ . u " ' " est égal à i en tout point de Mi ; il existe donc
ox^

un voisinage W x de x dans E tel que, si Vi est assez petit, alors " u'"<i" est
ÔXu

> o sur Wyc\ si l'on a pris pour Wx un cube d'arêtes parallèles aux axes de
coordonnées, alors X^.^s" est > o sur WxC\ \ Xu> o }. De sorte que, si Vi est
assez petit, il existe z["> o tel que ^fu:s" soit >> o en tout point de M[ x sJTV";
tel que Xu soit >> o. Donc, si 7" est tel que, pour tout i : '^'\M[^z[^ alors
il existe V tel que, pour tout s" ç V, Xu; s" soit > o sur T\,,^ dès que Xu est > o.

La nullité de Y,,^y, pourjp==:o résulte immédiatement de la condition (2)
du lemme 1, et de la formule de Whitney [cf. (3.2.2), formule (4)]- D'après
Ja condition (5 ) du lemme 1 et d'après (6) ci-dessus, pour tout x^M'^
à Y ~
— . " ? est >> o en x^ et toutes les autres dérivées partielles d'ordre i de Y^-^s"oyv
sont nulles en x\ il en résulte que, si "V est assez petit, il existe un voisinage
W^ de x dans E tel que, pour s " çV^ Y^;s" soit > o sur Wx dès que y? est
^> o ; on continue comme ci-dessus.

(b ) Fin de la démonstration. — D'après la condition (4) du lemme 1,
tout/^ est de rang maximal en tout point de M\ et d'après la condition (5) f" est,
en tout point de M^ transversal au bord de F. Ceci est vrai, en particulier
pour/\ donc, d'après le lemme 3.3.1, il existe Y" ̂ ^' tel que //] 7\- soit
un plongement; mais alors, puisque/^ dépend continûment de s\ il résulte
de la proposition 1 [cf. (1.2)], que si ^ est assez petit, f" T\m est un plon-
gement pour tout s " ^ V . Comme en (3.2.3), on se ramène à l'aide du
lemme 3.1.2 au cas où À^^ 7.
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3.3.3. PROPOSITION \. — Soient F une variété^ E une sous-variété de F^
M une sous-variété fermée de codimension >> o de E ; soit f V injection de E
dans F; on note T\ le tube de « rayon » 7 normal à M dans E ( munie
d'une métrique riemannienne adaptée). Soit F* un prolongement de F.

i° J'}i Hom7^ 7\, F*) est canoniquement homéomorphe à un espace ^*
de sections d'un fibre à fibre vectorielle.

2° V image canonique ^2 de JM^M^T}^ F\ f) dans ̂  est caractérisée
par les conditions (1 ) à (5) du lemme 1 de (3.3.2).

3° Soit Ç l'espace topologique quotient de Pl̂  T\^ F\ /) par la relation
d équivalence définie par V application canonique

k, : Pl&( 7\, ̂  /) -^JM Pl&( T^ F', /).

Les espaces ^2, Ç et J'^'i PIS/ ( 7\, F: f) sont canoniquement homéomorphes.

4° U application k^ a des sections locales continues au voisinage de tout
point de JM^VM^ F;f).

5° J'M Pl;y( T^ F\ /) est ouvert dans J'M Hoirie 7\, F-, f).

DÉMONSTRATION. — Le 1° est le rappel d'un résultat de (3.2.3). Le 2° résulte
immédiatement des lemmes 1 et 2 de ( 3 . 3 . 2 ) .

DÉMONSTRATION DU 3°. — L'application k^ se factorise par l'intermédiaire
de Ç; on a donc le diagramme commutatif d'applications canoniques continues

P^(T^F^f)

\
Ç ———^JM PIM( ̂  F , f) —> g-,

les deux applications de la deuxième ligne sont bijectives; d'après le lemme 2
de (3.3.2) elles sont en plus ouvertes, ce sont donc des homéomorphismes.

Le 4° résulte immédiatement du 3° et du lemme 2 de (3.3.2).

DÉMONSTRATION DU 5°. — II suffit de montrer que ^2 est ouvert dans l'image
canonique ^i de J'M Hornïy ( 7\, F', f) dans ^*; d'après le 2°, cela revient à
montrer que si s est un élément de 2>* qui vérifie les conditions (i) à (5 ) du
lemme 1 de (3.3.2), tout^e^i qui est assez voisin de s les vérifie encore;
or, d'une part, d'après le lemme 1 de (3.3.2), s ' vérifie les conditions ( i ) ,
( 2 ) et (3) ; et d'autre part, les parties de ^* sur lesquelles sont respectivement
vérifiées les conditions (4) et (5) sont des ouverts de ^*.

3.^. Deuxième théorème d'isotopie et de prolongement; deuxième
théorème de fibration.

3.^.1. Opérations des groupes d'isotopies dans les espaces de jets. —
Soient r et r ' deux entiers tels que ï ^ l r ' ^ r . Soient F une variété, E une
^-sous-variété de F^ M une r-so us-varié té de E. Soit T un groupe de r-iso-
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topies de F [cf. (1.5)] ; on sait que si l'on munit T de la topologie C1' des
applications de / x F dans F^ alors F opère à gauche continûment dans
Hom^(£\ F) (muni de la topologie (? /). Ces opérations sont compatibles
avec l'application canonique

(i) Hom^, /O—^Hom^, F),

or d'après le lemme 3.1.1, J1^ ' HomJv (£\ F) s'identifie au quotient de
Hom^(.É\ F) par la relation d'équivalence définie par (i) ; donc, par passage
au quotient, T opère à gauche continûment dans JM Hom^j (£7, F). D'autre part,
P\M(E^ F\ f) est stable pour les opérations de T dans Homjj(2T, F) [notation
définie en (1.1.1)]; donc JM^M^E^ F\ /) est stable pour les opérations
de F dans JjafHomïf(£7, F). Donc T opère à gauche continûment dans
JÏW^F^f).

3.^.2. THÉORÈME 6 ( « Deuxième théorème d'isotopie et de prolonge-
ment »). — Soient r et r' deux entiers tels que i^r'^r. Soient E et F
deux variétés et f un r-plongement de E dans F; soit M une r-sous-variété
fermée de codimension positive de E; soit V un voisinage de f(M) dans F.
On note j le r'-jet de f le long de M; on note T le groupe des r-isotopies
de F qui induisent l'identité sur (F— V)\Jf(M); on note Plîj(^, F; f)
l'espace des r-plongements de E dans F qui coïncident avec f sur M et qui
ont mêmes relations d'incidence que f,

II existe un voisinage V de j dans J'^ Pljj (£7, F; f) tel que l'application
canonique

^ : r^Y-^Y.ye^Plï^^,^;/)

admette au-dessus de V une section continue s telle que s ( j ) == e.

DÉMONSTRATION. — On peut se borner au cas où f est de classe C^ ; on
identifie alors E à son image par y. On munit E d'une métrique riemannienne
adaptée; soit T un tube normal à M dans E^ contenu dans V. On a le dia-
gramme commutatif suivant (où toutes les applications sont canoniques) :

r -^^PIÏ/(^^;/)
ç [ a^

piï,(77, F;/| r)—>^ppv(r, ̂ /i T)
D'après le 4° de la proposition ^ [cf. (3.3.3)], l'application J admet au

voisinage de a.y une section continue Si telle que ^i(a .y) ==f\ T. D'après le
corollaire 1 du théorème 5 [cf. (2.2.2)], l'application cp admet au voisinage
de f\ T une section continue s^ telle que ^2 (f\ T) = e. L'application s.^o Si o a
est définie au voisinage de/dans J^PV^(E^ F\ f). Posons s ^ o s ^ o y. =s. On
a bien^(y) ==^; et s est une sectio'n pour ip puisque l'application a est injec-
tive [cf. (3.1.2)].



3l8 j. CERF.

COROLLAIRE 1. — Soient r, //, ^, E, M, f comme au théorème 6. Soit H une
•r-sous-variété fermée de E telle que H r\ M soit une sous-variété de H.

i° L'application canonique

(3) Pl^(^ ^; /) ^^,,P1^(7/, 7^; /| //)

^ une fib ration localement triviale.

2° Si en plus H contient un tube normal à M dans E, alors J'^Pi^ (E, F ; f)
s'identifie canoniquement à un sous-espace; ouvert et fermé de

J M W M ( H ^ F ^ f \ H ) .

3° J'M^VM^E, F\ f) est ouvert dans JMÎîoïn^(E, F', /).

Cas particulier du i° ( « Deuxième théorème de fib ration » ). —
L^ application canonique

P]U^^;/)^^Plî/(^^;/)

est une fibration topologique localement triviale.

Démonstration du corollaire.

1° Soit F le groupe de toutes les /--isotopies de F induisant l'identité
sur M. Sohj'çJ^P\^(ff,F;f\ff), et soitfçP^^i^ F; f\ H)
tel que j ' soit le r-jet de/' le long de Hr\M. D'après le théorème 6 (appliqué
avec 77, IIr\M et /' dans les rôles respectifs de E, M et f), l'application
canonique T 3^-^^.f çJïi^ Pl^n^77. F; f H) a une section continue
au voisinage de/. Comme ceci a lieu pour tout f Ç:JH^M P\ï^^(f/, F ;/[/7) ;
comme d'autre part T opère dans P1X/(A, F', /) et dans Jfi^i Pl&^//(^ F-, f\ H)
de manière compatible avec l'application continue (3), le i° résulte du 2° du
lemme 2 de (0.^.^).

2° L'hypothèse supplémentaire faite sur H entraîne que l'application
canonique

^PlïK^ ^;/)-^Pli,(^ F ^ f \ H )

est injective; le 2° résulte alors du i°.

3° Le 2° est vrai, en particulier lorsque H est un tube normal à M dans E ' ,
or dans ce cas J^Pl^Çff, F; f\ H) est ouvert dans JS/Hom;v(7/, F; f\ H)
d'après le 5° de la proposition ^ [cf. 3.3.3)]. D'où le 3°.

COROLLAIRE 2. — Soient r, r ' ' , F, E, M, /, F, r comme au théorème 6.
On suppose en plus M compact. Les classes d'équivalence définies par les
opérations de T dans J^WM^E, F ; /) sont alors les composantes connexes
de cet espace {en particulier elles sont indépendantes de V). En plus elles
sont connexes par arcs.
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DÉMONSTRATION. — Ces classes d'équivalence sont ouvertes d'après le théo-
rème 6; elles sont donc fermées. On va montrer qu'elles sont connexes (et
même connexes par arcs). Soit yeT, et soient j et / ' deux éléments de
JM^VM^E, F ; f ) tels que ^.j=.j'. Soit T un tube normal à M dans E;
d'après le 2° du corollaire 1, pour montrer que le chemin

/3<-^T.,/eJS;Pl&(^^;/)
est continu, il suffit de montrer que son image dans J'y Pl^ ( T, F\ f\ T) est
un chemin continu; or T est compact, donc d'après la propriété 3 de I,
(^.3.^), y détermine un chemin continu dans Pl^( 77, F: f\ T) ; l 'image
de ce chemin dans ^S/Pl7^ T, F; f\ T) est un chemin continu.

3.^.3. Généralisation du théorème 6 à des espaces de plongements
n'ayant pas même restriction à M. — Soient /''', /', F^ E^ M^ /, j\ V et T
comme dans l'énoncé du théorème 6; soit F le groupe des r-isotopies de F
qui induisent l'identité sur (F— V)\ le groupe P opère continûment dans
J M ^ ' ' ( E , F; f) et dans PI7 ' ( M , F; f\ M) de façon compatible avec l'appli-
cation canonique (continue) du premier espace dans le second; or, d'après
le théorème 5, PI7 (A/, F; f\ M) est localement rétractile sur F M par les
opérations de F; il résulte donc du i° du lemme 2 de (0 .4 .^ ) que
J ' ^ P V ^ E , F; f) est, en y, localement rétractile sur J^P^ÇE, F\ /) par les
opérations de P; il résulte donc du théorème 6 et du lemme 1 de (0 .^ .^ ) :

THÉORÈME 6'. — Soient r'\ r, F^ E^ /, y, F, F, V ci-dessus définis. Il existe
un voisinage V de j dans J'M P\r (E^ F, f) et une application continue

^3/->y(/)er
telle que
(i) ï(/)-/=^
( 2 ) / ç V n JM Pl'v ( K, F; f) entraine y (/ ) € r,
( 3 ) Y ( / )==<? ( isotopie identique de F).

On en déduit [comme en (3.^.2)] le

COROLLAIRE.

i° L'application canonique
PV(E, F;f)^JMP^(^ F;f)

est une fibration topologique localement triviale.
2° JM PV (E, F; f) est ouvert dans JM Hom^''(E, F; f).

3.4.^. Comp lémen ts.

THÉORÈME 6\ — Soient r, r1\ E, F, /, M, j comme au théorème Q'. Soit
en plus^ M' un fermé de M. Soit L un tube local normal à M dans E^
d'âme M'. On note Pl^rÇE, F, f) le sous-espace de Plîv(^ F; f) formé

des plongements qui sont r-tangents à f en tout point de L.
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i° Les espaces e/^P.l^r(^\ F; f) et J'^VM^L^E^ F; f) sont canonique-
ment isomorphes au sous-espace ^{E) de JM^M^E^ F; f) formé des jets
qui ont même image que j dans J^i, Plĵ ^, F ; f).

2° // existe un voisinage V de j dans ^ (E) tel que Inapplication cano-
nique

•^- Ix;,,^(^)

admette au-dessus de V une section continue s telle que s (j) == e.

DÉMONSTRATION, — On a la suite d'applications canoniques

^W^^1^/^ F^f)-^J'M^\wL(E, F ^ f ) - ^ ^ ( E ) .

Les deux applications de droite sont des injections topologiques ; donc le
2° entraîne le i°. [Car on aura une propriété analogue au 2° au voisinage de
tout point / de y - { E ) pour l'application

r^(^)3Y^Y./€3^).]

Démontrons le 2°. Il existe, par définition de Z, un voisinage V de M
dans E et une métrique riemannienne sur V définissant une projection ortho-
gonale pr de but E telle que

(1) Fn/.^pr-^A/).

Soient M^ un prolongement de M dans V et M ' * un ^-prolongement
de M' dans M\ Soient T' un tube normal à AT dans V, et T, T\ T ' ^ les
parties de T qui sont respectivement au-dessus de M, M\ M'^. Soit T le
tube d'âme Afe tde rayon moitié de celui de 77; soit de même T ' ' .

77* est un prolongement de T dans 7T, et T ' ^ est un r-prolongement
de T dans 77*; or, d'après (i) : T^r\Lc T ' c T\ Donc

( 2 ) L est contenu dans un Z'-prolongement de T' dans E.

Soit ^(î) le sous-espace de JjyPIj^T'7, F; f\ 77) formé des jets qui
ont même image dans JM' Pl&( T, F; f\ f) que le jet de/[ T. On a le dia-
gramme commutatif d'applications canoniques

T^(F) -^Ï(E)

PW^^

^y/7^/!77)-^7')
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L'application J admet an voisinage de a.y une section continue s^ telle que
^(a.y)=:/| TC-8). D'après ( 2 ) et le corollaire 2 du théorème ̂  [cf. (2.^.1)j,
l'application q/ admet au voisinage de/| T une section continue s^. telle que
s-î{f\ T) ==/. D'après le théorème 5', l'application cp admet au voisinage de/
une section continue s^ telle que s-^(f)==e. On pose (au voisinage de /) :
s ^ o s ^ o s ^ o cf. ==s. On termine comme pour la démonstration du théorème 6
[cf. (3.^.2)].

COROLLAIRE (Complément au deuxième théorème de jlbration). — Soient
F une variété^ E une sous-variété de F^ M'une sous- variété fermée de codi-
mension positive de E. Soient r et r' deux entiers tels que i ̂ r'^r. On
note f F injection de E dans F.

Soit L un tube local normal à M dans E^ dont Famé est un fermé de M.
Les applications canoniques

% : Plï/uz(^ F; f)-^W\M^iAE, F: f),
/ : Pl̂ (^ F;f)->J^PV^E. F:f)

sont des fibrations topologiques localement triviales.

DÉMONSTRATION. — Montrons-le par exemple pour y. Le groupe TM\JL{E)
opère dans Plïfu^(^ F\ /) et ^ans J'M^M^L^E, F', /) de façon compatible
avec %. Or le groupe T ^ ^ r ( F ) est un sous-groupe de TM\JL(E) ; le corollaire

résulte donc immédiatement du théorème 677 et du 2° du lemme 2 de (0.4.^).

^. Théorème (Tisotopie locale. Applications.

h-.i. Préliminaires.

h-.l.i. Dilatations. — Soit E une variété, soit M une sous-variété de
codimension ^> o de E\ soit DU une métrique riemannienne définie sur E au
voisinage de M^ adaptée au bord de E et à M\ soit pr la projection orthogo-
nale de E sur M^ définie au voisinage de M. Soit x un point de E assez
voisin de M et n'appartenant pas à M\ pour ^ç7?+ (et assez petit) on note
Q(X le point de la géodésique normale à M issue de x^ défini par

dÇo^.x, M)=Lt.d{x, M)

(d désignant la distance géodésique). Soit [^ une fonction de classe C^-,
définie sur M et à valeurs dans )o, oo [ ; lorsqu'il est défini, le point pa(.z)"^
se note pa.^. L'application pa, définie au voisinage de TT, est appelée dilata-
tion de rapport |JL, d'axe .}/, dans E (muni de JTl).

( 2 8 ) Cela résulte d'un complément au 3° de la proposition 4 [cf. (3 .3 .3)1 ; ce complé-
ment est analogue à celui du lemme de prolongement [cf. lemme 1 de ( 2 . 4 . 2 ) ] ; sa
démonstration se fait à l'aide du lemme 2 de (2 .4 .2 ) .
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Soit T\ un tube normal à M dans E\ si T\ est assez petit (i. e., si A est
assez petit au sens C50), pu induit un difïeomorphisme de T\ sur 7\a. En par-
ticulier, si IJL^I, p^ est défini sur tout tube T\.

h. 1.2. Tubes F-intérieur s. — On suppose maintenant donnée une variété F^
une sous-variété fermée E de 777 et une sous-variété fermée M de 7T. de codi-
mension ^o; Jlt est une métrique riemannienne sur /7, adaptée au bord
de E et à M.

LEMME. — Soit T\ un tube normal à M dans E. Il y a équivalence entre
les trois propriétés suivantes :

(a) Pour tout prolongement E* de E dans F [cf. (2.3.1)], et pour toute
métrique OU*, adaptée au bord de E*^ prolongeant 3Vi à E^', il existe un
tube T\ normal à M dans E^^ tel que A{x) >> 'À (x) pour tout xç.E.

(b) Pour toute fonction p. définie sur M^ à valeurs dans )o, i), de
classe C°°, la dilatation py, | T\ a mêmes relations d'incidence (en tant
qu application de T\ dans F) que l'injection de T\ dans F.

(c) Pour tout ^ comme en (b), il existe une isotopie de F qui induise
sur T\ la dilatation pp..

DÉFINITION. — Un tube T>, normal à M dans E^ qui vérifie l'une des trois
conditions équivalentes ci-dessus, est dit F-intérieur.

D'après ( a ) et (c) , on a immédiatement le

COROLLAIRE. — Tout tube normal à M dans E^ suffisamment petite est
F-intérieur. Soient T\ et 7\/, deux tubes F-intérieur s; la dilatation o\'/\ \ T\
{qui envoie T\ sur T\i) peut se prolonger en une isotopie de F.

DÉMONSTRATION DU LEMME. — II est clair que (c ) entraîne (b) .
(b) entraine ( a ) . — Soit D la « surface latérale » de 7\, c'est-à-dire

l'ensemble des points a de T\ qui vérifient d(a. M) = À (p r .a ) ; si m est la
dimension de E^ D est de dimension (m — i). Il existe donc, pour toutaçZ),
un système de coordonnées locales (c^i, . . . . ^,n—ii y ) d'origine a dans E*^
telles que y ==. o sur D et y^o sur 7\. D'après l'hypothèse, y ne peut être
astreint à aucune inégalité au voisinage de a dans F\ E étant dans l'intérieur
relatif de E^^ il en résulte qu'au voisinage de a dans E*^ y n'est astreint à
aucune inégalité. Par hypothèse, Jli* est adapté au bord de E^\ et d'autre
part, OTi* est adapté à D (car il en est ainsi de Jlt, que OU* prolonge); tout
voisinage ouvert assez petit ¥ de a dans D admet donc (pour la me trique OTi*)
un tube normal difféomorphe à V X [— i, 4- r ] ; or les géodésiques normales
à ^issues des points de D sont normales à D\ il existe donc £ > o tel que
les géodésiques normales à M issues des points de F puissent être prolongée?
d'une longueur 5 hors de 7\; d'où (a)

(a) entraine (c). — Soit E* un prolongement de E dans F^ et soit JTL*
une métrique riemannienne adaptée au bord de E^ et prolongeant 3Xi [il
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existe une telle métrique d'après le théorème 3, cf. I, (3.3.2)]; soit Jll* un
prolongement de M dans E\ Soit A comme en (a ) et p. comme en (b) ; on
peut se borner au cas où p. est à valeurs dans )o, i ( (le cas général s'y
ramène : on compose, si nécessaire, deux isotopies). Soit À* (resp. A*,
resp. ^JL*) un prolongement de À (resp. A, resp. [J.) ; en remplaçant éventuel-
lement M^ par un prolongement plus petit, on peut supposer que les tubes 7\*
et TA* (normaux à M* dans E^) existent, que A*(^ )>À*(^?) pour tout
xç.E^^ et que \^ est à valeurs dans )o, i ) . Soient {Ui) et ( U\ ) ( î== i , 2, ...)
deux suites localement finies dans F d'ouverts relativement compacts
de M\ on suppose que M est contenu dans la réunion des V\, et que, pour
tout ?, U[ est contenu dans l'intérieur relatif (par rapport à F ) de Ui\
soit {Vi) une famille de fonctions de classe C* sur ^/*, à valeurs dans [o, i],

telle que y; soit à support dans U[ et que ^. V i ( x ) =zi pour tout xç.M\ on
i

pose pour tout i : (i^r-==^
on a alors

| | | jL;(^)===|ji(^) pour tout^ç M\
i

il en résulte que le « composé localement fini » (et d'ailleurs commutatif)
(^)pu^ défini sur 7\*, coïncide sur T\ avec p^. Soit Vi l'image réciproque

i

de Ui par la projection de T\* sur M*\ on suppose Ui assez petit pour que Vi
soit un fibre trivial; soient (œ^ y ) des coordonnées dans V^ compatibles
avec la fibration. On prolonge pp^ en une isotopie y; de ^*, qui induit l'iden-
tité sur (E*— ï7;), en posant pour (^, j)€ Vi et ^e[o, i] :

y^. (^, y ) = (x, (T -(- t. (^(^) — i).w( \y \ ))j)

| désigne la distance géodésique de (.r, y ) à Af; ûûa. est la fonction
^*(.r),A*(-c)5 ou ^a notation ûûa,6 désigne, pour tout couple de nombres tel que
o<^a<^b^ une fonction réelle de classe C"°, égale à i sur [o, (%], à o sur
(^, oo (, et décroissante sur [a, b]: on suppose en plus que Wa. b dépend diffé-
rentiablement du couple (a, & ) ; une telle famille s'obtient en transformant
linéairement la fonction % de /, (^.2)].

[|J

Soit c7H/ une métrique riemannienne sur F^ adaptée à E^\ soit T ' un tube
normal à E^ dans F\ soit pr' la projection orthogonale de T ' sur ^; soit Wi
l'image réciproque de Vi par pr'. Si les Ui ont été choisis assez petits, Wi est
un fibre trivial (de base ï7^), et ,̂; peut se prolonger en une isotopie de F
(encore notée y;), à support dans FF;, par le procédé de (2 .^ .4 ) , formule (i).
L'isotopie ^i ainsi construite laisse pr o p^ invariant; comme en plus la
suite (Ui) est localement finie dans F^ le « composé localement fini »
Y==(^)"p est défini, et est une isotopie de F\ cette isotopie induit pp, sur T\.

i

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 3. 22
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^.1.3. Tubes F-géodésiques. — Soient F, E et M comme en (^ .1 .2 ) ;
on note / l'injection de E dans F. Soit ;)1l une métriqiie riemannienne sur F,
adaptée au bord de F et à E, et qui induise sur E une métrique adaptée au
bord de E et à M\ il résulte du corollaire 2 du théorème 3 [cf. 1, (3.3.2)]
qu'une telle métrique existe, et qu'elle est adaptée à M. On munit E de la
métrique induite par c)1Z; soit T un tube normal à yT/dans E. 11 existe un
dineomorphisme canonique de T sur un voisinage W de la section n u l l e dans
l'espace normal à Afdans E. Or W s 'identifie à une sous-\ariété de l'espace
normal à M dans F-, il existe donc (si T est assez peti t) un dineomorphisme
canonique de W sur une sous-variété de F, notée L. Il existe donc un diiïeo-
morphisme canonique de T sur Z, on le note /; L s'appelle le tube géodé-
sique (sous-entendu : F-géodésique) associé à T. En tant qu'application de T
dans F, l a même jet d'ordre i le long de M et ( s i T est assez pelil ) mêmes
relations d'incidence que l ' injection / | T.

^.2. Le théorème (Tisotopie locale.

(.^.2.1). — Soient F une variété, E une sous-variété fermée de E^
/l'injection de E dans F^ M une sous-variété fermée de E^ 3Vc une métrique
riemannienne sur F^ adaptée à ÔF et à E, et induisant sur E une métrique
adaptée à ÔE et à M\ on munit E de la métrique induite par 1̂1.

Soit /• un entier ̂  i ; on note Pl^i (L\ F-, f) le sous-espace de P].^(L\ F\ f)

formé des plongements qui ont même jet d'ordre i le long de M que /'.
Soit ;j.eHom00 {M, )o, i ) ) ; on note p^. et o-;x les dilatations de rapport [j.,

d'axe Af, de E et F respectivement [elles sont définies au voisinage de M\
cf.^A.i)].

Soit f çPÏ'M (E\ F\ / ) ; soit T un tube normal à M dans E\ lorsqu'elle est
définie, l'application o-^' o f ' o (p^ T) se note/a [ T.

PROPOSITION 3. — Avec les hypothèses et notations ci-dessus^ soit JC une
partie compacte de Plji (£\ F; /).

1° Si T est assez petite /a | T est défini pour tout /'eX et pour tout
[j. e Ilom" (M, )o, i ) ) et est un élément de Pl̂ 'i ( T, F; f\ T) ; F application

X. x Hom- (M, )o, i) ) 3 (//, .̂) ->/, rçPl;! ( r, 7-'; /| F)

est r-dillérentiable et C' -continue.
2° Ou suppose T asse^ petit pour que le tube F-géodésique L associé à T

existe, et l on note l le dijfcomorphisme canonique de T sur L.

On suppose vé r i fiée l'une des deux hypothèses sui^nîîtes :

(a) M est ré cl fut à un point :
(b) r^2.
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Alors, pour tout C^-voisinage V de l dans PP j ( 7\ F ; f\ 77), // existe un

^-voisinage W de o dans liom' (M^ [o, i]) tel que^ pour tout f'ç^C et
pour tout ^ ç. W n Hom'f M, |o, i ] ) , on ait /a ,! Tç.V.

DÉMONSTRATIOJS. — Soit T un tube normal à M dans E\ suffisamment
petit; soit L le tube 7^-géodésique associé à T; soity l'injection de //dans 7 .̂
Soit T un tube normal à M dans E, tel que Te T\ soit / le difféomorphisme
canonique de T sur son tube /^-géodésique associé Z; soit !K' l'image cano-
nique de JC dans Plji ( 77, F\ f\ T). L'application^t/
(0 Pi^(r, /--;/ ^)^/ /-^/ /o/--epl^(^, ^;7|L)

est un isomorphisme (/-différentiable et topologique). 11 en résulte qui'l
suffit de démontrer le lemme dans le cas particulier ou E ^==. L.

Soit en efîet cîC l'image de J^ par l'application ( i ) ; pour f" ç iK,", notons f
l'image réciproque de / / / par (i) . Supposons q\ief'^\L existe, alors

f'^ o l -==. O-^1 o f " o çr^o l ==. 0-a1 of'o l~1 o <7^o l

=:^ofa^ T

existe également, de sorte que f^ T existe et qu'on a

( 2 ) f^\T=(f^ L).l.

Le i° et le 2° du lemme, dans le cas de E, se déduisent donc respectivement
du i° et du 2° dans le cas de L.

On est donc ramené au cas ou E ~ L. On construit dans ce cas [par le
procédé de (3.2.3)] une famille localement f inie ( c p ^ ) de cartes locales de F[
ayant les propriétés suivantes : si Fi désigne l 'image de î^, la réunion des F^
est un voisinage de J/dans F\ dans F^ c^ défini t des coordonnées (^, j, z }
soumises à des inégalités que nous ne rappelons pas ( e t qui sont i n v a r i a n t e s
par les transformations que nous considérons ici) et vérifiant en plus

(3) \y\^
et

(4) --l^-
(Zi étant un certain nombre positif, et | y\ désignant la distance euclidienne
de y à o).

L'intersection Ei de Fi et de E est définie (outre certaines inégalités) par

(5) ^-o

et l'intersection Mi de Fi et de M est définie dans Ei par

(6) y=~-°'
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Sur F^ la métrique induite par 3VC est le produit de la métrique induite
par Jîl sur Mi et de la métrique euclidienne sur l'espace des ( y , z ) ; de sorte
que, pour (x, j, z ) ç.F, et pour t assez petit, on a

p/.(^,j, z)=(x, ty, tz).

Soit {M'i) un recouvrement ouvert de M tel que, pour tout /, M\ cM,',
soit E\ la partie de E, qui est au-dessus de M\ ; il suffit de démontrer le
lemme dans le cas où M\, E\, F, jouent les rôles respectifs de M, E, F; on
^e place désormais dans ce cas.

Soit/'eJC, on note X\x, j), \{x, j), Z(^, j) (quand elles sont
définies) les coordonnées du point f. (^, y, o). Posons

(7) ^•^j)^^-^^./),
Y(^.J)=J /+yî(^J).

Les coordonnées du point /^.(^, J, o) , lorsqu'elles sont définies, sont

/ X,.(^,j)=^+^(^, ^.(^)j),

(8) ^(^J)^-
^(^)

ïî(^, ^(^)j),

lz^/)=^ Z(^, ^(^)j).

. . . ai àî, àr} Or] 07. ÔT. , ,Les fonctions — , , - , — , —5 —, — sont de classe C7'-1 (donc au moinsôx ôy ox ày àx ày
continues et nulles pour j==o. L'image canonique de JC par chacune des

applications ) f • ^
àx

) fi
} J ^

ày etc., est compacte pour la topo-

logie C°. Il existe donc une fonction a, réelle positive, continue, définie
pour ^^o et nulle pour ^==o , telle que

-(•^j) ^a(|j|)ôx

(9) ) pour tout // ç JC et pour tout (^, j) ç ̂ / .

.(^j) ^a([ j | )

Par intégration, on en déduit qu'il existe une fonction j3, réelle positive,
continue, croissante, définie pour ^^o et o ( t ) pour t=o^ telle que

Oo)
|E(^,j)[^(|j|),

\^.y)\^^\y\Y
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Il résulte donc de (8) que

1 x^.y)—^\^ sup(3( ty\),
<ei

^ (^ y ) -.y | ̂  [j | sup ̂ l/70.(n) ^ei \ty\
I ^ ( ^ J ) ^Ij isup^.1^,0 .

<ei |<7 |

827

Des formules (11) il résulte que, dès que \y \ est assez petit, X^{x^ y) est
un point de M^ et d'autre part, que Y^{x, y ) et Z^(x, y ) vérifient, dès
que |j| est assez petit, les inégalités (3) et (4); / i l est donc défini, sur tout
tube Tassez petit, pour tout /^eX et pour tout ^.çHom^Jf, )o, i ) ) ; on
montre sans difficulté, par les procédés habituels, que/p, | T dépend r-diffé-
rentiablement de/' et de [j.. Enfin, comme sur tout voisinage assez petit de M
dans F, a^ respecte les relations d'incidence, /^ [ T est bien un élément de
Pl^i ( 77, F; f\ T) ; ceci achève la démonstration du i°.

Des formules (8) et (10), et du fait que p est o ( t ) pour t=o, résulte
immédiatement que /a | T tend vers f\ T au sens C° (uniformément pour
f^eJC) lorsque p.—>o au sens C°. Pour démontrer le résultat analogue relatif
à la topologie C\ dérivons (8) :

àX

(12)

à\ du- ( œ , y ) = i + —(.^(^)j) + y-^W^-.^^Wy).àx ^ V1— 5à yàx dx'
ÔA

^ (x. y) = ̂ (^) . (^, ^(^)y) ;ày

-jl ( x ^ y) z= ——- ^ - ^ ( ( x . x ^ y )v v 5 J ' ^(x) d x r v v ? ) J }àx

y v^ï^0^^^^
(i3)

d\Ly^dï^^v-^y^
()f]àY^.^ ^_, , à-n^[':(a',J)=I+^(a•,^(a•)J);

àîy. i dï . . . .~ôx (xîy)=^àï{iv^{x)y)

i dp. àZ
^^^^ày^'^^

dp.(i4)
^^^)Z(^(^),

^ ^ ^-à-L'j- (a•'y)=^-(a;. v-Wy)-
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/., ^Iq à^II résulte donc de ( o ) que, lorsque u.—^o au sens <"'', — — — — ) - i , ——^--^o.x y 1 ' ' l ^ ' ày

——u--^\ et ^ —^ o, uniforméinent pour f ç.^. Ceci achève la démonstra-
^y <//

lion du 2° dans l'hypothèse ( a ) ( M rédui t a un p o i n t ) .
. / , ( ) 1 Y ô1 Zsupposons main tenan t /'-^?.; alors -—— et ———— existent et sont n u l ^rr ~ - ()x à y àx à y

sur M[ ; il en résulte (comme ci-dessus) qu'il existe une fonction "', réelle
positive, continue, définie pour / ^ o et o ( f ) pour ^ = = 0 , telle que

^j) ^ïdj-l)
àZ . ,^(-.j) ^ï(l,r >

pour tout/^X et pour tout (,^, y)ç.E\ .

Par intégration, on en déduit qu'il existe une fonction o. réelle positive.
continue, déunie pour ^^ o et o ( ^2 ) p o u r / r - r r o , telle que

( ^(.r.j) ^ô(|j|) )— ^ i ^ i ^ ̂ ^ /^X et pour tout ( .r, r) çA
( Z(^, y) [^o( j[ ) ) l ' '

et ceci, compte tenu de ( i3) et ( i 4 ) i adiève la démonstration du 9.° dans
l'hypothèse ( b ) .

COROLLAIRE. — Les hypothèses el notations sont celles de la propositions:
on suppose en plus M compact. Soit X un compact de Pl^i (E^ F; f).

M

Soit T un tube normal à M dans E^ suffisamment petite soit l le difféomor-
phisme canonique de T sur le tube F-géodésique associé; soit JC7 l'image
canonique de X dans PKi ( T, F; f\ T) ; pour tout C'-voisinage "V de l

1 M

dans PI7,! ( 77, F ; f\ 77), // existe une application continue

(1) X'x[o, i]->Pl'^(T,F;f\T)
telle que
(2) la restriction de (i) à <'Ky X { o ! est l identité

et
(3) l'image par (i) de V\J x { i {• est dans ^\

DÉMOiNSTRATiON. — D'après la proposition 5, si T est assez petit, /p. | T
existe pour tout /^çX et pour tout p.ellom00 (J^, Jo, i ) ) ; et il existe un
C'-voisinage W de o dans Hom30 (Af, [o, i] ) tel que, pour tout

^e^nllom^Tl/, )o, i ) ) ,
on ait/u. [ Tç.V. Puisque A/est compact, ^<s'1 contient une fonction constante
strictement positive, soit p.. L'application

X^o, i}^{f',t)->f^^\T
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vérifie ( 2 ) et (3), et- est continue d'après le i° de la proposition o et la
compacité de M.

4-.2.2 THÉOROIE T. — Soient F une variété^ E une sous-variété fermée
de F, f l'injection de E dans F, M une sous-variété compacte de codimen-
sion > o de E. Soit r un entier ^ 2 (dans le cas où M est réduit à un
point, il suffit de supposer /'^i); soit r' un entier tel que \^r'^r; on

note P[^(E, E; f) le sous-espace de Plî/(77, F; f) formé des pion céments

qui ont même r ' - j e t le long de M que f. Soit V un voisinage de M dans F;
soitï',.' le groupe des r-isotopies de Fqui induisent l'identité sur (E — î )u^
et qui ont même r ' - j e t le long de M que l'identité.

Soit JC un compact de PI7 ' (E, P': /') : soit T un tube normal à M dans E
M

(pour une métrique riemannienne ^V sur 77, adaptée à ÔE et à M); on
suppose T suffisamment petit. Il e-riste une application continue

^ 3 f'->^ (f')çVr'

telle que

( 1 ) pour tout f'€<X\ l'extrémité }\(f) de ̂ (f) coïncide avec j ' ' sur T;
(2) ^(f) ~-c ( isotopie identique') pour tout /^çJC qui coïncide avec f

sur T.

La démonstration du théorème 7 utilise le

LEALMI:. - Soit /'\ E\ f\ M. /', .'̂ i , T comme ci-dessus. On peut munir F
d'une métrique riemannienne ^IL {adaptée à ÔF et à E^ et induisant sur E
une métrique adaptée à ÔE et à M\ telle que T ^identifie canoniquement
(au moyen de l'application identique f\ T') au f/fhe F-géodésique associé
[ au sens de (^.1.3)] .

Démonstration du lemme. — Soit ^\\" une métrique riemannienne sur F^
adaptée à àF et à E^ et induisant sur E la métrique ^lî/ [une telle métrique
existe d'après le théorème 3, cf. 1 , (3.3.2)]. On suppose Tassez petit pour que
le tube jF^-géodésique associé L existe, et 1 on note / le din'éomorpliisme cano-

nique de 7\sur E. Soit V un Ci-voisinage arbitraire de /dans PI71 (77, E; f\ T);

d'après le corollaire ^.2. 1 , il existe une application continue

[o, i]3^/,ePl;^(7^:/ 77),

telle que/o==/| Teif^çV. D'après le théorème.') [cf. ( 2 . 2 1 ) ] , l 'appl icat ion
canonique
(3) r^_,-^(F)9y-^./| TePI^(77, E:f\ T}

est une fibration localement triviale; en particulier, tout chemin continu dans
la base dont une extrémité se relève dans P'(^_r^^(^)< se relève en entier;
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il existe donc yi çT^F-nuM^F) tel que yi./| T==fi. Toujours d'après le
théorème 5, si V a été choisi assez petit, il existe Yg ̂ ^[F-F^M^F) tel
que Va./i==:/; on a donc y2°yr/| T= l. La métrique riemannienne 3}1,
transportée de 3XL" par le difféomorphisme extrémité de (Y20ïl) - - l , a la
propriété voulue.

Démonstration du théorème 7. — On note J<y l'image canonique de JC
dans Pl^/./ ( 77, F\f\ 77),. On munit 777 d'une métrique riemannienne 3Xi fournie

M
par le lemme ci-dessus ; soit o- une dilatation de F^ d'âme M^ de rapport ̂  i,
relative à la métrique ^11; soit p la restriction de o- à 77; un calcul immédiat
montre que Pl^'(77, F', f\ T) est stable pour l'application f'-><7~i ofF o o.

M

II existe donc d'après le corollaire ^.2.1 une application continue

^x [o, i^CA ^-^./^Pl;. (7-, ^;/| 77)

telle que Ào soit l'identité et que l'image de X7 par hi soit contenue dans un
6^-voisinage arbitraire V de/[ 77.

D'autre part il résulte ( 2 9 ) du cas particulier i° du théorème W [cf. (2.^.1)]
que, si V est assez petit, l'application canonique

(4) r,^y-^y./| TçPÇ. (T, F; f\ T)
M

admet au-dessus de V une section continue s telle que s(f\ T) ==: e.
Il en résulte d'une part que (4) est une fibration topologique localement

triviale (car des sections telles que s existent au voisinage de tout point de
la base). D'autre part la section s permet de relever l'application Ai en une
application JC'—^r/-/; d'après le théorème de relèvement des homotopies
pour les compacts (cf. par exemple STEENROD [l], p. 54), il en résulte que
l'application ho peut aussi se relever dans Fr/; autrement dit, il existe pour
l'application (4) une section continue s ' au-dessus de J<y; dans le cas ou J<y
contient /[ 77, on peut (en translatant au besoin s ' ) supposer en plus
que s ' ( f \ T) == e. En composant s ' avec l'application canonique cX—^JC^ on
obtient une application JC—^IV/ qui a toutes les propriétés voulues.

^.2.3. Conséquences du théorème 7.

DÉFINITION. Soient F une variété, E une sous-variété de F\ M une sous-
variété de E^ r un entier ̂  i; soit T un groupe de r-isotopies de F. Soient^

( 2 9 ) En effet, soit T ' un tube normal à E dans F^ d'âme M; le théorème cité fournit
une section locale Pljy(^ F',f\ T) -^ %-^r/ (JF) dont la restriction à P^r'Ç r, F; f\ T}

va nécessairement dans G ' , p _ ^ . j r ' { F ) ; d'autre part la section locale construite au {b}

du lemme 1.5.3 pour l'application canonique P'(.F') ->• G1' (77), envoie G/E_r^ . j r ' { F )

dans r^_^, ^ r ' { F ) ' , la section s de ( 4 ) s'obtient par composition.
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et /// deux éléments de Hom^ÇE, F ) ; s'il existe yeP tel que y. /// et/
coïncident sur tout un voisinage de M dans 77, on dit que // et /// sont
localement T-isotopes.

La relation ((/et/sontIocalementP-isotopes» est une relation d'équivalence
dans Hom^^, F ) ; elle induit une relation d'équivalence dans Pl^(^ F\f).

Ceci posé, une conséquence immédiate du théorème 7 est le

COROLLAIRE 1. — Soient E, F\ M^ /, r, r\ F, Tr' comme dans l'énoncé
du théorème 7; on suppose en plus que M est sans bord relatif dans E.
Soient f et f" deux éléments de Pl^(^ F; f). Si f et f" sont tangents
d'ordre r' le long de M^ f et f" sont localement Tr'-isotopes.

COROLLAIRE 2 ( Théorème d'isotopie locale). — Soit F une variété, E une
sous-variété fermée de F\ M une sous- variété compacte^ de codimension >> o,
sans bord relatif, de E ; on note f l'injection de E dans F. Soit r un
entier ^ 2 ( si M est réduit à un points r^^i suffit). Soit V un voisinage
de M dans F; soit P le groupe des r-isotopies de F qui induisent l'identité
sur (F— V)\jM.

Soient f et f" deux éléments de PP/y (A\ F'; f) pour que f et f" soient
localement T-isotopes, il faut et il suffit que leurs jets d'ordre i le long
de M soient dans la même composante connexe de JM^M^E, F' ; f).

REMARQUE. — Ce résultat peut encore s'exprimer ainsi : les classes d'équi-
valence définies dans Plj'/(7^ F\ f) par la relation de T-isotopie locale sont
en correspondance biunivoque (canonique) avec les composantes connexes
de JM^M\E, F; f) (en particulier, elles sont indépendantes de V).

Démonstration du corollaire 2. — II est immédiat que la condition est
nécessaire. En effet, s'il existe yeP tel que y. f" et f coïncident au voisinage
de M, alors Y . f" et / ont a fortiori même i-jet le long de M, autrement
dit ^ .J^f =^ J ^ f ' i donc J n f " et J M / ' sont dans la même composante
connexe de JM^YM^E, F; f) [cf. (3.^.2) , corollaire 2; on utilise la partie
de ce corollaire qui s'établit sans l'aide du théorème 6].

Inversement, supposons que Jnf e^ J n f " soient dans la même composante
connexe de J^Plif(£7, F ; f) ; d'après le corollaire 2 de (3.^.2), il existe
alors v^r tel que Y . f" et ff soient tangents d'ordre i le long de M. D'après
le corollaire 1, ^ - f " et f sont donc localement .Ti-isotopes, donc a fortiori
localement P-isotopes; donc/ et f" sont localement P-isotopes.

COROLLAIRE 3. — Soient E^ F^ M^ f\ r, r\ ^Vi! comme dans l'énoncé du
théorème 7. Soit T un tube normal à M dans E ; on suppose que T est
F-intérieur [cf. (^.1.2)]. Alors, pour tout /ePl^^Ê7, F; /), et pour
tout <^o, l'application canonique

( i) ^\^^E,F;f)^f')->r^P\^{E,F;f)^f)
M

est un isomorphisme.
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DÉMONSTRATION. — Pour tout 7'),, normal à Mdans E, l'espace Ply'j ̂ (^, F,f)
sera noté ^r, l'espace PC. (^ ^;/) sera noté ^?; pour tout 0, ?/) tel

* M
que À7^^,, on a ^).CÂ)^C^. Voici deux résultats préliminaires :

( a ) Pour tout couple ( 7\, 77)/) de tubes normaux à ^/dans77. /^-intérieurs,
tels que ?/^À, il existe une application continue îp :

A'x/3(/\ D -^(/^ç^,.
telle que

îpo== identité,
9i(^)/)C^).,

?Z(.4),)C^A pour tout / € /.
?/(/)=/

(b) Soit K un compact de Z^; pour tout tube 7\/ normal à Jf dans ^,
suffisamment petit, il existe une application continue ̂  :

A-x/3( /^ ^-^^^/^ç^)^
telle que

^^0==: identité,
^;i(A:)C^)/,

Lp/c; / induit l ' identité sur .4)/n^, pour tout / € /.

Démonstration de ( a ) . — Soit y une isotopie de F prolongeant la
dilatation p^, de 7\/ (une telle isotopie existe d'après le lemme ^.2.2);
M étant compact, on peut supposer que Y est à support compact. On pose
alors

^(/^(T/)"^0/'0^ pour (//, t ) ç A , x I .

Démonstration de (b) . — Soit V un voisinage compact de M dans F^ et
soit Pi comme dans l'énoncé du théorème 7; d'après ce théorème (et compte
tenu de son corollaire 1 ), il existe une application continue

^/^(/Ocr,,
telle que

^îlYÎ'\Tv=f\T^
^ ( f ' ) = e pour tout/" tel que // TV=/\ TY.

On pose alors
^(.n^W))^.

Application à la démonstration du corollaire 3. — De ( a ) et ( b ) résulte^
en premier lieu, que pour tout À, tout point de B est origine d'un chemin
continu d'extrémité dans A\. L'application canonique

7:o(A) ->^(B)
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est donc un isomorphisme. Il suffit donc de démontrer que, pour tout À,
et pour tout î^ i, l'application canonique

( 2 ) r.i(Ar,f)->r.i(B\f)

est un isomorphisme. Supposons donc /. donné ; pour tout compact A de 7^,
le (b) fournit un //; on peut supposer //^/.; le f b ) donne une déformation
de K dans B^ qui laisse fixe An A;^ donc a fortiori K n A,, et qui envoie K
dans A\i\ puis le ( a ) donne une déformation de A}/ dans lui-même, qui
induit une déformation de \4y dans lui-même, qui laisse fixe f, et qui
envoie A\' dans A\. La composée de ces deux déformations a donc les
propriétés suivantes : elle i n d u i t une déformation de K r\ A\ dans A'^ elle
laisse fixe f, elle envoie K dans A\\ d où le résultat recherché.

COROLLAIRE ^. — Soient E^ F, 47, /, /• corn/ne dans rénonce du théorème "7;
on suppose en plus que M est une sous-variété de F sans bord relatif^
et que^ pour une métrique ^11 convenable^ E s identifie à un tube normal
à M dans E et F-intérieur.

i° Soit Y le groupe des r-isot optes de F qui induisent F identité sur M.
Pour que deux éléments f et f" de P}^(F\ F; /') soient F-isotopes, il faut
et il su/fit que leurs jets d''ordre i le lon^ de M soient dans la même
composante connexe de J\j Plî/ ( E , F\ y').

2° Pour tout entier ?•' tel que i^^^r, pour tout f ç. V\',,' (7^ r ' ; /)
et pour tout / ->.o, on a

^(P\^(I^F^f}:f)^o.

DÉMONSTRATION.
T" La condition est évidemment nécessaire (cf. corollaire ^) . Elle est

suffisante : en euet, d'après le corollaire 2, si J \/f e t J \if' sont dans la même
composante connexe de 7^P1^(^, F; /), alors // et /// sont localement T-
isotopes. On peut donc supposer qu'il existe un tube 7\ normal à J7dans 77,
tel que^ | T —f" \ T\ soit py, la di latat ion qui envoie E sur T. On note E\
T ' ' , Jll', p^ les transportés respectifs par/' de E, T, ^VL (en tant que métrique
sur F)^ et pp,; on a p^ == f o o ^ o f ' - ' . D'après ( b ) du lernme ^.1.2, /^s'iden-
tifie à un tube /^-intérieur pour JP/. Comme on a // o o^== f" o p^, il suffit de
montrer que /'/ et // o p^ sont F-isotopes; cela résulte du corollaire ^.l.9 ,
puisque f o ̂ =~: o^of.

2° II suffi t d'appliquer le corollaire 3, avec T=E.

5. Application des théorèmes généraux à quelques cas particuliers.
.').!. Plongements avec point fixe, plongements des boules.
NOTATIONS. — F désigne une variété de dimension n, F une sous-variété

fermée de dimension ?n de F^ et 0 un point de E\ r et r sont deux entiers
tels que i^y'^r; l'injection de F dans F est notée /'. On note Jï,n la
boule fermée de dimension m.
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5.1.1 . Étude de l'espace J'o Plo (E, F; /).

Premier cas particulier. — E = Bm^Fi'^ [avec 0^7?^ m\ cf. 1,
(1.2.1)]; jF==7?^; 0 est l'origine. D'après (3.2.1), l'espace J'o Plo {E, F ,
f) est alors indépendant de p\ il est homéomorphe au produit d'un espace
contractile et de la variété de Stiefel Vm,n-m (espace des systèmes de m
vecteurs orthonormaux d'origine 0 de -/P71); lorsque m << /î, ou lors-
que m == n = o, cet espace est connexe; lorsque m=zfz^ï^ cet espace
a deux composantes connexes (caractérisées par l'orientation).

Deuxième cas particulier. — E = Bjn C\ P.'^^ ; F = 7?[̂  ( avec/? ̂  g ̂  n) ;
(^ est l'origine. On se borne au cas où E n'est contenu dans aucune face de
codimension > o de F, ce qui entraîne ( m — p ) ^ ( n — q ) . L'espace
J e ' P\o (E^ F \ f) est alors homéomorphe au produit d'un espace contractile
et de JO'PV() (B^n+m-, ^7)? donc, d'après le premier cas particulier, au
produit d'un espace contractile et de la variété de Stiefel Vq—n+m,n—m ; en

particulier, J^PVo (E^ F \ f) est connexe lorsque m <^ 72, ou lorsque m == n
et q == o ; il a deux composantes connexes [chacune homéomorphe au
produit d'un espace contractile et de S 0 ( q - [ - î ) ] lorsque m = n et q^ï.

Cas général. — II se ramène immédiatement au cas où E n'est contenu
dans aucune face de codimension >> o de F. Du deuxième cas particulier et
du 2° du corollaire 1 de (3 .^ .2) , résulte alors le :

LEMME. — Avec les notations ci-dessus^ soit q l 'indice de 0 dans F [cf. I,
(-1.2.3)].

(a) Si m <^ n, Jo'P\o (.E^ F\ f) est homéomorphe au produit d^un
espace contractile et de la variété de Stiefel Vq-.n+m,n—m'

(b) Sim == /î, soit P\'o,+(E^ F', f) le sous-espace de P\o (jË7, F\ f) formé
des plongements qui laissent fixe l'orientation en 0; ./o'PIo,-^^, F', f) est
homéomorphe au produit d'un espace contractile et du groupe S0(q + i).
Si 0 est un sommet de F(ï. e., </==o), tout élément de P\'(), (^ J^; /)
laisse nécessairement fixe l'orientation en 0.

,").1.2. Difféomorphisme laissant fixe un point. — Soit F une variété de
dimension n ; soit 0 un point de F\ d'indice q. Soit G^ le groupe des
r-difféomorphismes de F qui ont mêmes relations d'incidence que l'identité
et qui laissent fixes 0 et l'orienlation en 0; G^ est une partie ouverte,
fermée et non vide de l'espace Pïo,+(F^ F\ f) (ces deux espaces coïncident
lorsque F est compact); donc J ' o ' G'Q est homéomorphe au produit d'un
espace contractile et de S0(q-+-ï). Soit maintenant T un voisinage
tubulaire de 0^ fermé et 7^-intérieur [cf. (^.1.2)], difféomorphe à2?^n7?^.
On note G^,(resp. Gr) le sous-groupe de G^ formé des difféomorphismes
qui sont tangents d'ordre r ' à l'identité en 0 (resp. qui induisent l'identité
sur T). Il résulte du corollaire 3 de (^.2.3) :
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L'application canonique TT; ( Gy) -> TT;:( G1,., ) est un isomorphisme pour
tout ;^o (et pour tout r' tel que i ̂ r' ^r).

Cas particulier. — F est la sphère Snf 0 est le pôle nord, et T l'hémi-
sphère nord fermé; Gy est alors difféomorphe au groupe des r-difféomor-
phismes de la boule fermée Bn qui sont r-tangents à l'identité le long du bord.

5.1 .3 . Isotopie locale avec point fixe. — De (5.1.1) et du théorème
d'isotopie locale [corollaire 2 de (^ .2 .3)] résulte la

PROPOSITION 6. — Soit F une variété^ E une sous-variété fermée de F\
0 un point de E^ V un voisinage de 0 dans F; on note f l'injection de E
dans F^ et T le groupe des r-isotopies de F(r^ï) qui induisent l'identité
sur (F— V) U [ 0 } . Soient f et f" deux éléments de P\o {E, F; f).

(a) si dimT^^ dirnT^, f1 et f" sont toujours localement T-isotopes.

(b) si dim7^== dim7^, pour que f et f" soient localement T-isotopes, il
faut et il suffit qu^il aient même orientation en 0; (cette condition est
nécessairement remplie lorsque 0 est un sommet de F).

5.1.^. Plongements des boules : théorème d'isotopie ( 3 0 ) . — On suppose
maintenant que F est une variété connexe'^ du lemme 2 de (2 .^ .^ ) résulte
immédiatement le

LEMME. — Soient 0' et 0" deux points de l'intérieur de F ; il existe une
isotopie y de F telle que y. 0" ==. 0 ' . Si en plus on se donne une composante
connexe de l'espace des chemins joignant 0" à 0' dans F, on peut choisira
de manière que le chemin décrit par 0" au cours de l'isotopie soit dans
cette composante.

Soit alors Bm la boule fermée de dimension m(m^n)\ soient f et f"
deuxplongements de Bm dans l'intérieur de 7^; on note/7. 0= 0' et f " . 0=0''.
Si 0'= 0\ il résulte du corollaire ^ de (^.2.3) que, si/7 et f" sont locale-
ment isotopes en 0\ ils sont aussi isotopes. Dans le cas général, le lemme
ci-dessus montre qu'il existe une isotopie y de Tutelle que ̂ .f" etf coïncident
en 0\ en plus, si F est non orientable, on peut choisir y de manière que
y./// et / r aient même orientation en 0\ par contre, lorsque F est orientable,
f et /// ne peuvent être isotopes que s'ils ont même orientation. On a
démontré :

PROPOSITION 7. — Soit F une variété connexe de dimension n; soit r un
entier ^i ; soient f et f" deux r-plongements de Bjn (m entier ^n) dans
l'intérieur de F. Si m < n, ou si F est non orientable, f et f" sont toujours
r-isotopes sur F. Si m == /i, et si F est orientable^ la condition nécessaire
et suffisante pour que f et f" soient r-isotopes sur F est qu'ils aient même
orientation.

( 3 0 ) Pour une démonstration directe, cf. R. S. PALAIS, [2].
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COROLLAIRE 1. — Soient F, n, m, r comme ci-dessus. Soit E une r-sous-
variété de l'intérieur de F, difféomorphe à la boule Bm. Soit f un
r-plongement de E dans V intérieur de F. Si m < n; ou si m == n et F est
non orientable; ou si m==n, F est orientable et f respecte F orientation.
alors f peut se prolonger en un r-difféomorphisme de F.

COROLLAIRE 2. — Soient F, n, m, r comme ci-dessus. Soient F ' et F ' '
deux r-plongements de la boule B,n dans l'intérieur de F ; soient E ' et E " les
images respectives de B^par f et f; F — E ' et F — E " sont difféomorphes.

Cas particulier. — Soit // un plongement de la boule B,n dans l'intérieur
d'elle-même, soit E ' l'image de Bn, par/ ' ; B,n — E1 est dineomorphe à la

couronne ) i ^ ^ ^2^ 2 j de f } " ' .

COROLLAIRE 3. — Soit F une variété connexe de dimension n; on suppose
ou bien F non orientable ou bien F orientée. Soit r un entier ^i; soit
^/r^(^) le groupe des r-difféomorphismes de F qui sont r-tangents

à l'identité le long du bord; il existe un homomorphisme canonique

.,(̂ (̂ ))-....(̂ (7.))

(les points de buse pour les groupes d'homotopie étant pris à l'élément
neutre).

COROLLAIRE 4 (MILNOR). - Soit Gr le groupe des r-difféomorphismes (r^i)
de la sphère Sn qui conservent l'orientation. Le groupe 7:0 ( G 1 ' } (groupe
d'homotopie de dimension o de Gr ) est abélien.

Démonstration du corollaire ^. — Soient // et 0 riiémisphère nord
fermé et le pôle nord de Sn; soient H ' et 0 l'hémisphère sud fermé et le
pôle sud. Soient g et g ' deux éléments de G' ' . D'après la proposition 7, il
existe g * (resp. g ' * ) qui soit dans la même composante connexe de G ' ' que g
(resp. g ' ) et qui induise l ' identité sur // (resp. H ' Y On a donc

g^g'^^g'^g^

Donc les éléments de r : o ( G ' ' ) définis respectivement par^-e t^ commutent
pour la loi de groupe de TTo^7 ' ) .

o.l .o . Espaces de plongements des boules : groupes d'homotopie. --
Du 2° du corollaire h de (^.2.3) résulte la

PROPOSITION 8. — Soit F une variété sans bord de dimension n; soient r
et r ' deux entiers tels que i ^ r ' ^ r ; soit m un entier ^n; soit f un
r-plongement de B,n dans F. L'espace des r-plongements de B,n dans F qui
sont r'-tancent s à f en 0. esf (h•relique en fonte dimension.
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De ( o.l . l) et du théorème 6' [cf. (3.^.3)] résulte alors immédiatement le

COROLLAIRE. — Soient jF, n^ m, /• comme ci-dessus. L'espace des r-plonge-
ments de Brn dans F\ et V espace des systèmes de m vecteurs linéairement
indépendants {de même origine) tangents à F^ ont leurs groupes
d homotopie canoniquement isomorphes en toute dimension.

0.2. Cas où la variété M des points fixes est une face compacte de
codimension i de E située dans le bord de F.

0.2.1. Contractilité de F espace J^P\'^(E\ F\ f). Conséquences diverses.
— Soient F une variété, E une sous-variété fermée de F^ /l'injection de E
dans F. Soit M une face compacte de codimension i de 77, qui soit une
sous-variété de E^ et qui soit dans le bord de F. Soit T un voisinage
tubulaire fermé de M dans E. Soient r et /• deux entiers tels que i ^ - r ' ^ - r.
D'après le 2° de la proposition ^ [cf. (3.3.3)], l'espace J^Pl^ÇT^ F\ f\ T)
est un sous-espace de l'espace des sections difïerentiables d'un certain fibre ^*
à fibre vectorielle, de base M\ ce sous-espace est défini par des conditions
du type suivant : rencontrer chaque fibre de cS* en un point situé dans un
certain convexe de cette fibre. 11 en résulte que l'espace ./^Pl^T7, F\ f\ T)
est contractile et a fortiori connexe. 11 résulte donc du 2° du corollaire 1
de (3.^ .2) : V espace J^P\'^(E, F ' , f) est contractile.

Il résulte alors immédiatement du deuxième théorème de fibration
[corollaire 1 du théorème G, cf. ( 3 . ^ . 2 ) ] et du corollaire 2 de (4- .2.3) la

PROPOSITION î). — Soient F, E, M', f comme ci-dessus.

i° On suppose /•-^i; soit PI,/- ( 7-̂  F'^ f} le sous-espace de P['^(E\ F', f)

formé des plo7ïgements qui sont r-tangents à f le long de M. Inapplication
canonique

7-/(P1;^(7,, F;/))--^.(P1^(^, F ^ f ) )

est un isomorpliisme pour tout ^^o.
2° On suppose r^2; soient f e t f " deux éléments de P[^(E, F ' , / ) ;

il existe une r-isotopie y de F^ ijiduisaut r identité sur .V, telle que ^. f"
et f coïncident au voisinage de M.

C O R O L L A I R E 1. — Soient F^ /T, M, f comme ci-dessus; soit T un voisinage
tabulaire fermé F-intérieur [cf. (^ .1.2)] de M dans E: soit r un entier ̂  2.

i° P\^r(T, F; f\T) et Pl^(77 , F\ f\T) sont acy cliques en toute

dimension.
2° Soient f et f" deux éléments de P\'^(T, F, f\ T ) ; // existe une

r-isotopic v de F^ induisant l'identité sur M^ telle que ^. f" •==. f. En
particulier, tout f'çPÏ'^ÇT, F; / [ T ) est isotope à /, et peut par
conséquent se prolonger en un difféomorphismc de E.
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[Le corollaire 1 est une conséquence immédiate de la proposition et
de (4 .2 .2 ) , corollaire o.]

COROLLAIRE 2. — Soit r un entier ̂ i. Soit F une variété dont le bordàF
est compact. On suppose que M est réunion de faces de codimension i de F

{par exemple^ M est une telle face^ ou encore M=àFT); on note G'^ (resp. G1 r )

le groupe des r-difféomorphismes de F gui induisent Videntité sur M
(resp. qui sont r-tangents à l'identité le long de M) ; l'application canonique

^^)--^(^)

est un isomorphisme pour tout i^o.

Démonstration du corollaire 2. — Soit M' (resp. M") une réunion de
faces (resp. une face) de codimension i de F. Soit G' (resp. G") le groupe
des r-difféomorphismes de F qui induisent l'identité sur M et qui sont
r-tangents à l'identité le long de M' (resp. M ' \ j M " ) . Il suffit de montrer
que l'application canonique 7ii(G") -> n:i(G') est un isomorphisme pour
tout î^o, ce qui résulte du complément au deuxième théorème de fibration
[cf. (3.3.4) , corollaire du théorème 6].

o.2.2. Application : décomposition régulière d^une variété; recollement
régulier de deux variétés.

DÉFiNiTiOiN 1. — Soit F une variété [au sens de I, (1.2.2)]. Soient Fi
et Fj deux sous-variétés fermées de codimension o de F. On dit que le
couple {Fr;, Fj) est une décomposition régulière de F si :

(a) F=Fi\jFj.

(b) FiC\Fj est une sous-variété de codimension i de F.

PROPOSITION 10. — Soient Fi et Fj deux variétés de même dimension^
soit Ei (resp. Ë j ) une face de codimension i de Fi (resp. F j ) qui soit une
sous-variété compacte de Fi (resp. F j ) ; soit f un difféomorphisme Ei->Ej.

Il existe une variété F, une décomposition régulière (F^ F j ) de F et un
couple de dijfféomorphismes

fi: Fi->Fi', f j : F j - > F j

tels que fi \ Ei (resp. f j \ E j ) soit un difféomorphisme de Ei (resp. E j )
sur Fir\F^ et que

(i) /710/d^•=/•

En plus^ pour tout système (7^, F^ F'^ f'i, /y) ayant les propriétés
ci-dessus^ il existe un difféomorphisme de F sur F' compatible avec les

décompositions (/^-, F j ) et (^/, F'-).
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DÉFINITION 2. — Avec les notations ci-dessus, on dit que F est la variété
(définie à un difféomorphisme près) obtenue par recollement régulier de F
et Fj suivant Ei et E] à V aide de f.

Démonstration de la proposition 10.

(a) Existence. — Soit F l'espace topologique obtenu par recollement
de Fi et Fj suivant Ei et Ej à l'aide de /; on a un homéomorphisme
canonique/ de Fi sur un fermé Fi de F; on a de même// et Fj\ on a bien (i) .
Soit hi un difféomorphisme de Ei X [o, i] sur un voisinage tubulaire Ti
de Ei dans .F;; soit de même hj\ on munit F d'une structure différentiable
comme suit : sur ^-(resp. Fj\ c'est celle transportée par/(resp. /y); au
voisinage de j?^n?y, c'est la structure transportée par l'homéomorphisme 0
de Ei x [— i , -+-1] dans F, défini comme suit :

_ ( hi.{x, t ) pour XÇ.EI et tç.[o, i],
' " ' ~\ h j . { f { x } , — t } pour XÇ.EI et ^ e [ — i , o ] .

(b) Unicité. — Soient F, F^ etc. et F ' , F [ , etc. deux recollements régu-
liers de Fi et F j suivant Ei et E/ à l'aide de /; posons // o/f1 == ^ i ' i ^i est un
difféomorphisme de Fi sur F^ ; soit de même cpy; cp; et cpy coïncident sur
FiÇ\Fj. Soit T un voisinage tubulaire fermé et /^-intérieur de Fir\F/ dans
F\ Tr\Fi est noté 77,; soient de même Tj, T ' , 77/, 7^. La restriction de cp;
a F i ( \ F / se prolonge canoniquement en un difféomorphisme 6 : T — ^ T ' .
D'après le •2° du corollaire 1 de la proposition 9, cp71 o 0 [ Tapent se prolonger en
un difféomorphisme de T^-; soit gi un tel difféomorphisme, soit de même ^7;
c^-o gi (resp. (py-o g j ) coïncide avec 0 sur T^resp. Z7/) ; ^iogi et cp/o ̂ y défi-
nissent donc un difféomorphisme de F sur 7^, compatible avec les décompo-
sitions (^, ^•)et(^;,^;.).

6'a.ç particuliers.

1° (THOM) jF; et F , sont deux variétés à bord compact; Ei est le bord
de Fi^ E/ celui de F / , e t /est un difféomorphisme de 7^ sur j6/.

2° J^ et T^/ sont orientables; F est alors orientable. D'une façon plus
précise, supposons Fi et Ej orientées; /^(resp. Fj) induit une orientation
sur 2^(resp. £/); si / est un difféomorphisme de Ei sur Ej inversant les
orientations, il existe sur F une orientation compatible avec/- et //.

Application : Somme de Seifert de deux variétés orientées connexes de
même dimension ( 3 1 ) . On suppose Fi et F/ orientées, connexes^ de dimen-
sion n. Soit /^(resp. h / ) un plongementde la boule fermée £,1 dans l ' intér ieur
de jF;(resp. F / ) ' , on suppose que hi conserve l'orientation et h/ l 'inverse.

( 3 1 ) Cf- SEIFERT et THRELFALL [i], p. '218, exercice 3, où la somme est définie dans le
cadre des variétés combinatoires ; cf. aussi MILNOR [2].

BULL. SOC. MATH. — T. 89, l 'ASC. îî. 2;î
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Soit F^ la variété orientée Fi— À;(/^), soit E^ son bord; soient de mèmeF*
et 7^.; la restriction de hjo Af1 à E^ est un difféoniorphisme de E^ sur F*,
inversant les orientations. Soit F la variété obtenue par recollement régulier
de F^ et FJ suivant E^ et E^ à l'aide de À/o /^-J. D'après la proposition 7 et
le cas particulier 2° ci-dessus de la proposition 10, F est bien déterminée à un
difféomorphisme près (conservant l 'orientation) par la donnée de F, et F j
(orientées). La variété Fest appelée somme de^etT^-; on la note F-^Fj.
11 est immédiat que la somme est associative et commutative.

5.3. Application aux groupes de difféomorphismes des sphères et des
boules.

5.3.1. Décomposition du groupe des difféomorpidsmes de Su. — Soit r
un entier ̂ i ; on note G le groupe des /'-difféomorphismes de Sn respectant
l'orientation. Soil 0 le pôle nord de Sn\ on note Go (resp. Gi) le sous-groupe
de G formé des difféomorphismes qui laissent fixe <9(resp. qui laissent fixe 0
et sont i-tangents à l'identité en 0). Les groupes G, Go et Gi sont munis
de la topologie C'\ On suppose Sn plongée dans T?^1, de manière que le
groupe de ses rotations s'identifie à S0{n + i) .

Les groupes G, Go, Gi et S O ( n - ^ ï ) sont dans la situation algébrique
suivante :
( i ) Gi est un sous-groupe distingué de G'o,
( 2 ) G=SO(n-^i). Go,
(3) SO{n-^i)r\G,=\e}.

Le groupe S 0 ( n - } - i ) x G^ opère à gauche continûment dans G de la
manière suivante :

((j) ^ ) î x)->y.x.z-^

II résulte de ( i ) , ( 2 ) et (3) que ces opérations sont simplement transitives
sur chaque classe, et par conséquent déterminent sur G une structure
d'espace fibre principal (au sens du Séminaire Cartan [l], exposé 6).

Le groupe S0(n 4- i ) n Go s'identifie canoniquement à S0(n). On note a
(resp. j3, resp. ô, resp. Ç) les projections canoniques de S0(n-{-i) x Go
sur Go [resp. de Go sur Go/G^ resp. de Go sur Go/SO(n)^ resp. de Go/Gi
sur (Go/G,)/SO(n)] [les notations G^/SO{n) et ( Go/G,)/SO(n) désignent
des espaces homogènes de classes à droite] ; on note Y l'application

SO(n-^-ï) x Go3{x,y)-^œ.yç.G.

Soient OL' et ^ ' les applications bien déterminées par la condition de rendre
commutatif le diagramme

S0(n+i) x Go -^-> Go -^->( Go/G,)

|ï |o
^ a' ^ o, ^
G ——^Go/SOÇn)-^ (Go/G,)/SO(n)
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Les applications a' et jY sont surjectives, et (^o y! détermine dans G la
même relation d'équivalence que les opérations de S0(n 4- i ) x Gi ; la base
de l'espace fibre principal G s'identifie donc à (Go/G^)/SO(n). Or Go/G^ est
canoniquement isomorphe à J^G; et d'après (5.1.1 ) et (5.1.2), Jo Go est
isomorphe au groupe linéaire GL^Çn). Ce dernier isomorphisme peut être
réalisé en prenant les n premières coordonnées de Z?^1 comme coordonnées
locales sur Sn au voisinage de 0; il est alors compatible avec l'injection
de S0(n) dans GQ/G, et dans GL+(n), de sorte que ( G^/G^/SOÇn) est
isomorphe à 7^+i)/2 (cf. STEENROD [l], p. 57).

L'espace fibre principal G a donc une base contractile; or il est localement
trivial [en effet, les applications Ç, a, et j3 sont des fibrations, cette dernière
d'après le deuxième théorème defibration, cf. (3.^.2), corollaire 1; donc^oo^
a des sections locales au voisinage de tout point de sa base, ce qui entraîne
sa trivialité locale] ; donc il est trivial (cf. par exemple Séminaire Cartan [l],
exposé 8).

On a donc démontré la :

PROPOSITION 1 1 . — Soit r un entier ^i; soit G' '(Sn) le groupe des r-
difféomorphismes de la sphère Sn conservant l'orientation; soit G'^(Sn) le
sous-groupe de G'^Sn) formé des difféo m o rp hismes qui laissent fixe un
point de Sn et qui sont tangents d'ordre i a l'identité en ce point; ces
groupes sont munis de la topologie C'\ II existe un homéomorphisme de
G'^Sn) sur le produit S O ( n ^ r - i ) x G^(Sn) X /?^+i)/2, compatible avec
l'injection canonique de S0(n 4- i ) X G[(Sn) dans G'^Sn).

REMARQUE. — D'après le cas particulier de (5.1.2) et le corollaire 2
de (5.2.1), le groupe G ' ^ ( S n ) a mêmes groupes d'homotopie que le groupe
Gs,^(Sn) des /-difïéomorphismes de la boule Bn qui induisent l'identité sur
le bord. Il résulte donc en particulier de la proposition 11 qu'on a, pour
tout ï'^o, des isomorphismes

^i(Gf•(Sn))^7:,(SO(7^-{-l))-^7:,(G^(Bn)).

MILNOR a montré en [1] que le groupe G^ relatif à la sphère S& n'est pas
connexe par arcs différentiables, d'où il résulte immédiatement que 7ro(^°°)
n'est pas nul. Donc le groupe (%(^?c) "'est pas connexe.

5.3.2. Groupes de difféomorphism^s des boules et des variétés étoilées.

DÉFINITION. — Soit F une variété de dimension n. On dit que F est diffé-
rentiablement étoilée s'il existe un plongement f de F dans T?^, tel que
l'image F de F par /soit étoilée par rapport à l'un au moins de ses points
intérieurs.

Exemples. — Les cubes, les cylindres, les demi-boules sont des variétés
différentiablement étoilées; le produit de deux variétés différentiablement
étoilées est différentiablement étoile.



34'--' J. CERF.

LEMME. — Soit F une variété compacte différentiablement étoilée de
dimension n ; on choisit une orientation sur F; soit r un entier ^i. Soit

G^pÇ F) \resp. G' r (F)~\ le groupe des r-difjeomorphismes de F qui induisent
L l àF J

Videjitité sur à F [resp. qui sont r-tangcnts à V identité le long de ()F\;

pour tout /^.o, les groupes 7^( G^(F))^ TT;Y^/. {F')\ TT/ ( Gs,_,{B,,}} et

TT^G^r (^n)\ sont canoniquement isomorphes.
" '^11—i /

DÉMONSTRATION. — Notons simplement G,.(F^) le groupe G ' r ( F ) . D'après

le corollaire 2 de (5.2.1), il suffit de montrer que 7:; (Gr ( F ) ) et 7:,;( G,- ( £,i) )
sont canoniqaement isomorplies. Or d'après le corollaire 3 de (5.1 .4-), il
existe, pour tout /, un homomorphisme canonique 7^(G'/.(^?/J ) --> 7:/( G,.(F)).
Identifions F à une sous-variété compacte de R^ étoilée par rapport ;\ l'ori-
gine; soit F ' rhomothétique de F dans le rapport / . ( o < < Â < i ) ; G , . { F ' )
s'envoie canoniquernent dans G , - ( F ) [a tout^ç Gr(F' ' " ) on associe son prolon-
gement par l'identité sur F - - - F ' ' ] ; celte application est une Iiomotopie-équi-
valence comme le montre la rétraction d 'Alexander [cf. I I I , (3.2.^)] .
Supposons À assez petit pour qu' i l existe une boule B' de centre 0 telle que
F1Ç. B ' C . F " \ soit B une boule de centre 0 telle que F c ^ ' . pour tout /, les
composées de deux en deux des applications canoniques

7:,(Gr(F!))-^T:,(G,.(B!))-->7:,(Gr(F))->7:,(Gr(B))

sont des isomorphismes ; d'oii le résultat.

Cas de la dimension 3 ." conjecture de Smale. La conjecture de Smule
peut s'énoncer : pour tout entier r-^i le groupe G's,{B^) groupe des r-
difféomorphismes de la boule fermée B:, qui induisent Videntité sur la
sphère-bord} est acy clique en toute dimension.

Il résulte d'une part du 1° de la proposition II [cf. ( 5 .3 .1 ) ] , et d 'autre
part du lemme ci-dessus, que l'exactitude de la conjecture de Smale entraî-
nerait les deux conséquences suivantes :

CONSÉQUENCE 1. — L'homomorphisme canonique

^(SO(^))-^^(Gf•(S,))

est u/i isomorpfiisme pour tout i^^o (et pour tout entier /'^ i ).

CONSÉQUENCE 2. — Soit r un entier ̂  i. Soit F une variété compacte

différentiablement étoilée de dimension 3; le groupe G^r (7^) des r-difféo-

morphismes de F qui sont r-tangenis à V identité en tout point du bord^
est acy clique en toute dimension.
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CHAPITRE III.

GROUPES D'AUTOMORPHISMES ET GROUPES DE DIFFÉOMORPHISMES

DES VARIÉTÉS COMPACTES DE DIMENSION 3.

1. Généralités sur les complexes singuliers cubiques
d'une paires d'espaces topologiques.

1. l. Définitions et propriétés immédiates.

1 . 1 . 1 . Notations. — Soit .1 un espace topologique; pour tout entier /i^o,
on note ^n(A ) l'espace des /z-cubes singuliers à valeurs dans y4, muni de la
topologie de la convergence compacte (ou topologie C°).

Pour tout couple ( / ^ , p ) d'entiers ^.o, on a un homéomorphisme canonique

( l ) ^n+p(A') ^lp(In(A)).

De même, on note ^n(A) l'espace ( m u n i de la topologie C°) des applica-
cations continues du bord al'1 de 7^ dans /L

1.1.2. Définition. — On dira qu'un couple ( A , B) d'espaces topologiques
est une paire topolog'ique si :

1° l'ensemble support de B est une partie de l'ensemble support de A ;
2° la lopologie de B est plus fine que la topologie induite par A.

NOTATIONS. — Soit (A^ B) une paire topologique; pour tout entier n ̂  o,
on note ^(^l, B) l'espace suivant : en tant qn^ensemble^ c'est la partie
de ^n(A) formée des /î-cubes singuliers dont l'image canonique dans ^,^(A)
est un élément de ^ n ( B ' ) .

La topologie est la suivante : topologie la moins fine qui rende continue
chacune des deux applications canoniques

ln(A,B)^Î^A),

în(A,B)->^(B).

Pour tout n^ le couple (Z^(^4, /?), ^(2?)) est une paire topologique et
pour tout {n^ p ) on a un homéomorphisme canonique

(•2) ^(A,B)^1,(^(A, B)^n{B)).

1 .1 .3 . Equivalence homotopique de A et B. — Soit (A , B) une paire
topologique. On dit que A et B sont /loniotopiqiœment équivalents si l'homo-
morphisme canonique

7:o ( B} -^TTo {A )
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est bijectif, ainsi que Fhomomorphisme canonique

7în(B', b)->7Tn(A^ b)

pour tout b ç B et pour tout n ̂  i.
Pour que A et £ soient homotopiquement équivalents, il est nécessaire et

suffisant que, pour tout entier ^^o, et tout açî^(A, B), il existe un
élément a de în+i(A) dont a soit une face, et dont toutes les autres faces
soient des éléments de J^(2?).

Une condition suffisante pour que A et £ soient homotopiquement équi-
valents est que, pour tout entier n^o, la condition suivante soit satisfaite :

(ê/,) Pour tout açln(A, B), il existe aeii(Z^(^, B)) tel que :
i° a ait pour origine a;
2° la restriction de a à )o, i) soit une application continue de )o, i)

dans In (S).

1.2. Une condition suffisante d'équivalence dans le cas d'une paire
métrisable.

1.2.1. DÉFINITION 1. — Une paire topologique (A^ B) est dite métrisable
si A et B sont des espaces métrisables.

[Noter que si (^4, B ) est une paire métrisable. alors ^n(A ), ^n(A^ 2?), etc.,
sont des espaces métrisables.]

DÉFINITION 2. — Soit (^4, B) une paire topologique; soit açA. On dit
que B est dense dans A en a, si a est adhérent à B (au sens de la topologie
de A) .

Soit n un entier ̂  o, on dit que B est n-localement connexe dans A en a
si, pour tout voisinage U de a dans A^ il existe un voisinage V de a dans A
tel que, si l'on munit UC\B et V C\B de la topologie forte (celle induite
par B), pour tout élément (3 de Ïn+i (VC\B), il existe un élément y de
^n+i(Ur\B) tel que le bord y de y (i. e. la restriction de y à àF^1) soit (3.

Si (pour un entier n^o) B est /i-localement connexe dans A pour
tout açA^ on dit que B est ^-localement connexe dans A.

Dans le cas où B=A^ on dit simplement « A est /î-localement connexe
en a ». Pour n = o, on retrouve la notion de locale connexion par arcs.

On utilisera l'abréviation n-\.c. pour a /î-localement connexe ».

LEMME. — Soient (v4, B) une paire métrisable^ d une distance compatible
avec la topologie de .4, K un compact de A^ n un entier ^ o. Si^ pour
tout açK\ B est n-l.c. dans A en a, alors cette propriété a lieu unifor-
mément pour açK au sens suivant : pour tout s > o, // existe YÎ > o, tel
que

aç.K^
pel^(^),
d(a, (3.(7)^Yî pour tout o-e^/^1
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entraine V existence de Y€l^+i(jÇ) tel que

i d{a^ v.o')^£ pour tout o-çT714"1,
( (3 est le bord Y.

DÉMONSTRATION. — Soit a ç. A ; supposons B n-\. c. dans A en a ; à tout £ >• o
est alors associé un certain YÎ > o qu'on peut, en plus, choisir plus petit que £,
tel qu'une certaine propriété P{a^ s, Y}) ait l ieu; mais P ( a ' , 2 s, Yî/2) a alors
lieu pour tout a' tel que d(a, a ' ) ̂  "^/2. Il en résulte que, si /?est^-l.c. dans A
en a pour tout aç.K^ à tout z > o on peut associer Ç > o tel que P{a^ 23, Ç)
ait lieu pour tout aç.K.

1.2.2. PROPOSITION 1. — Soit ( A , B) une paire métrisable. Si

i° B est dense en A^
2° pour tout entier n'^o^ B est n '-localement connexe dans A^
3° pour tout couple (n^ n') rentiers ^o, ^(Z?) est n1-localement

connexe^

alors A et B sont homotopiquement équivalents.

La démonstration utilise les deux lemmes suivants :

LEMME 1. — Soit (d, d3) une paire métrisable. Si (^ est dense et o-l.c.
dans cl, alors^ pour tout a€CX, il existe un chemin continu d'origine a
dans Cl, dont la restriction à )o, i) soit continue pour d3.

LEMME 2. — Soit (d, d3) une paire métrisable.

i° Si 61 est dense et o-l.c. dans cl, alors ^i (tô) est dense dans Zi (d, tô).
2° 60^ n ̂ ^ entier ̂  o, 5^ d3 est n-l.c. dans d et {n -\- î)-l.c. dans cl et

si d3 est n-l.c.^ alors ^i(ôï) est n-l.c. dans ^i(d, Ûï).

Démonstration de la proposition 1 à partir des lemmes 1 et 2. —
D'après (1.1.3) elle lemme 1, il suffît de montrer que pour tout entier/i^o,
^n(B) est dense et o-l.c. dans I^(y4, £). Ce qu'on va montrer en fait, c'est
que, pour tout couple (/î, n ' ) d'entiers ^o, ^n(-Z?) est dense et n'-\.c.
dans 1^(^4, B). On le montre par récurrence sur n. D'après les hypothèses
1° et 2° de la proposition, c'est vrai pour n ==o. Supposons que ce soit vrai
pour un certain n"^o\ posons ^-n(-4, B) == d, 1^(2?) ==d3; d'après 1 hypo-
thèse 3° de la proposition et le lemme 2, il en résulte que ^i(<B) est dense
et TÎ'-I.C. dans 2i(d, d3) pour tout n'^o. Or, d'après (1.1.1), formule ( i ) ,
et (1.1.2), formule ( 2 ) , on a des homéomorphismes canoniques

^(tô)^^(^),
^(d,tô)^I^(^,J5);

d'où la proposition.
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1.2.3. Démonstration du lemme 1. — Soit a 6 Cl ; soit ( Ui ) ( < " = = i, 2 , . . . )
une suite fondamentale de voisinages ouverts emboîtés de a dans Cl. Il existe
une suite ( Vi) ( î ' = = i , 2 , . . . ) de voisinages ouverts emboîtés de a dans €i tels
que tout couple de points de Ôï n T^- puisse être joint par un chemin tô-continu
restant dans d3n Ui. Or, oï étant dense dans (SI, il existe une suite (bi) (i== i ,
2, .. .) telle que ^-ed3n F,.

Il existe alors, pour tout /, une application tô-continue v^:

telle que

Le chemin y défini par

r i ,
J Y . < = = = Y ^ pour tout fç\———., -.
[ ' i r L I + i î

satisfait aux conditions voulues.

1.2.^. Démonstration die lemme 2. — Soit 6/ une distance sur cl compa-
tible avec la topologie.

Démonstration du 1°. — Soit a € ^ i ( C X , d3) ; soit £ > o. D'après le fait
que d3 est o-l.c. dans Cl et le lemme 1.2.1, il existe -n > o (on choisira en
plus • / ;<£) tel que, pour tout tçl et tout couple (7^, b ' ) de points de d3 tels
que

^(a.^, ^) et d ( y . . t , b') ^-_r^

il existe un chemin d3-continu joignant b à b' et restant à une distance de a . /
moindre que £/2. Soit 7^ un entier positif, assez grand pour que

( i ) d ( c y . . t ' , y . . t " ) ^^/2

dès que
\ l ' - t " . ^ i / p .

D'après le fait que d3 est dense dans cl, il existe pour tout /= o, i, . . . , p
un point biÇ.i^> tel qu'en posant ^== i/p(i==: o, i , . . . , / ? ) on ait

11 résulte alors de ( i ) :

d(<x.f^ bi) ^ry/2.

d[y . . t i , b^} ̂ Y,.
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11 existe donc (pour tout i'== o, . . .. p — i ) une application continue p;:
\th ti+i] -> ̂ , telle que

(2) ^.ti==.bi, ^.^i==^i;
(3) d ( a . t i , (3^)^£/2 pour tout tç.[ti, ^+1].

De ( i ) et (3) résulte

( 4 ) d ( a . t , ;3;.^)^£ pour tout tç[tj., ti+i].

Le chemin [3 défini par

(5 ) ^.t==.Ç)i.t pour tç.[ti,t.i^\ {i= o, . . ., p — i )

vérifie d'après (4) '•
d(a, (3)^£.

Si, en plus, on a choisi b^ en a . o e t ^ e n a. i ,comnie |3 vérifie d'après (2)
et (5)

|3.o==<^o et ^.i==bp^

j3 sera arbitrairement voisin de a au sens de Zi (CX, tô).

Démonstration du 2°. — Soit encore a€Zi(cl, d3) ; soit & > o. D'après le
fait que tô est (/î-4-i )-1. c. dans d et le lemme 1 . 2 . 1 , il existe ^ > o (on
choisira en plus TÎ^£) tel que

( /e/, (3eX^(^);
( d( (y.. t, (3.7) ̂  •/} pour tout o- e ̂ //î+2

entraîne l'existence de rç^n+ïÇ0^) t^l que (y désignant le bord de y)

(,) ' ï=?'
( d { Œ . t ^ Y . f 7 ) ^ £ / 2 pour tout o-eT^2.

D'après le fait que c? est /z- l .c . dans Cl et le lemme 1 . 2 . 1 , il existe Ç >• o
(on choisira Ç^'^) tel que

( î ç : i , bçin+d^y;
\ d( Œ.f, b. s ) ̂  f pour tout s ç. àl11^

entraîne l'existence de cç^+i(c'3) tel que

( c==b,
(2 ) •<'

( d ( a . f ^ c . s ) ^-/}/2 pour tout sçr1^1.

Soit alors (3 el^+i (ii (tô)) ^ ^i(l^+i(rô)) tel que

(3 ) d ( ( x . t , ^ . ( f , s ) } ̂ r/2 pour tout ( t , s)çl x ôi'1^.
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Soit p un entier positif, assez grand pour que

(4) d ( Œ . t ' , a.^)^ï}/2,

dès que
\ t ' — t " \ ^ \ / p .

Posons t. = i / p (pour ( := o, i, . . . , / ? ) ; pour chaque /„ soit ̂  l'application

/^^-^.(^ 5)€d3.

D'après (3) et ( 2 ) , il existe c,el^i(tô) tel que

r Ci-=bi,
^ \ d^.ti, d.s)^/1! pour tout^e/^'.

Pour tout 1=0, i, . . . , / ? — ^ la donnée de G,, ^-+1 et de la restriction de j3
à [^, ^-+i] détermine canoniquemcnt un élément de In+zW, qu'on note p;.
D'après (4) et (5) :

d^.ti, c^.s)^d(cf..t^ a.^+i) +û?(a.^+i, c^.s)^r^.

D'après (4) et (3), pour tout tç[ti, ^+1] :

d(a.t^ (3.(^ s ) ) ^ d ( Œ . t i , Œ . t ) +â?(a.^ p.(/, .î))^^.

Il en résulte que j3; vérifie

d(oi.t,i, ^.cr)^7i pour tout 0-e^714-2,

et par conséquent, d'après ( i ) , il existe y,e^+2(^) tel que -p== ̂  et que

<^(a .^ , y, .o-)^£/2 pour tout o-e/^2.

Il existe donc une application continue

[t,, t,+i] 3 t -> Y,,< € i^+i ( tô )

telle que

J ^^ti^ Gh ï^+i^ ci+ï ;

(6) y,^.5=i3.(^ s ) pour tout ( t , s ) €[^ ^4-1] x ^7^-1,
^(a. / , , y , , / .5)^£/2 pour tout (^ ^)e[^-, ^+1] X l^,

et par conséquent, d'après (4) '-

( ^ 7 ) ^ ( a . ^ , r ^ ' s ) ^ pour tout (^ ^)€[^- , ^+1] X 7"4-1.

L'élément y de I^(^(^)) ^ I-i(^^(tô)) défini par

( 8 ) ^^s)==^•s P^S^^^J (^o,.., /.-.),
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vérifie d'après (6) et ( 7 )

C v . (^ s)=^.(t, s) pour (t, s ) ç J x ^H-1,
{ d ( c ^ . t , y . ( ^ s ) ) ^ _ z pour ( t , s ) ç l x //;+1.

Si, en plus, (3 est voisin de a au sens de i^+i(Zi(Cl, tô) ) , cela signifie
que (3.(o, ^) et ;3 . ( i , ^ ) sont, uniformément pour sçl^^ respectivement
voisins de a. o et a. i. Comme ôï est ?i-\. c., on peut donc choisir yo et y^, tels
que Yo.5 et ^ p . s soient, uniformément pour tout sçl^^ respectivement voi-
sins de a.o et a. i.

D'après (8 ) , Y sera alors voisin de a au sens de ^+i(,2i(CX, (-•?)) .

2. Paires d'espaces homogènes.
Condition de relèvement des petits cubes.

2.1 Définition et premières propriétés.

2 . 1 . 1 . DÉFINITION 1. — Soient G un groupe topologique, //un sous-groupe
de G muni d'une topologie (compatible avec sa structure de groupe) plus
fine que celle induite par G; on dit alors que ( G, I I ) est une paire dégroupes
topo/uniques.

DÉFINITION 2. — Soit (6', H) une paire de groupes topologiques; on dit
que (Go, ffo) est une sous-paire de (G, H ) si Go est un sous-groupe de G,
et si HQ est le groupe //n Go, muni de la topologie induite par H.

On a immédiatement le

LEMME. — Soit (G, H) une paire de groupes topologiques^ (Go, Ifo) une
sous-paire; soit A (resp. B) l'espace homogène des classes à gauche
G/Go(resp. ff/ffo); soit p (resp. q) la projection canonique de G (resp. H)
sur A (resp. B). Il existe une application de B dans A canoniquement
définie par la condition de rendre commutatif le diagramme

H-^B

^ P AG——> A

Cette application est injective et continue.

Ce lemme justifie la

DÉFINITION 3. — Soient (G, //) une paire de groupes topologiques, (Go, ffo)
une sous-paire, A (resp. B) l'espace homogène des classes à gauche G/Go
(resp. H / H o ) . On dit que (A , B) (muni de l'injection définie au lemme)
est la paire homogène (de classes à gauche) (G, 7/)/(Go, Ho).
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Dans la suite, on supposera toujours en outre que G, est fermé dans G,
alors 7/o est fermé dans 77, et A et B sont séparés; si, en plus, G et 77 sont
métrisables, A et B le sont aussi.

^.1.2. - Soit (A,.B)==(G, I . l ) / { G ^ H , ) une paire homogène. Soit e
l'élément neutre de G', on note encore e l'image de e dans d par p . On
note t2,((9) le sous-espace de 1,(G) [cf. (i.iA)] formé des applications du
cube I ' 1 dans G qui envoient l'origine 0 de 771 en e.

Définitions analogues pour^(^), 0^(A), 9^ (B), ̂ (^, etc., ^(G,77) etc.

L K M M E . — ^c les notations ci-dessus, on suppose H, dense dans G,.
Soit n un entier ̂  o; pour que B soii n-l. c. en e, [cf. (1.2.1), définition 2],
il suffit que la condition suivante soit T'emplie : pour tout voisinage U de e
dans A, il existe un voisinage V de e dans A, tel que, si F on munit Uc\B
et Vr\B de la topologie forte, pour tout élément ;6 de Ù^(VnB) il
existe un élément y de t2,^i ( Ur\ B) tel que f == ,3.

DÉMONSTRATION. - Soit -U=p-^(U); c'est un voisinage de e dans G;
soit W un voisinage de e dans G, tel que

( l ) Wc'U.

Notons p ( U ' ) = U ' ; soit T un voisinage de e dans A, que la condition du
lemme permet d'associer a U' ; on choisit V tel que T C V \ soit V=^p-^ ( F);
soit ̂  un voisinage ouvert symétrique de e dans G tel que

( 2 ) w^cv.

Notons 7-^(^) = TF; soit (3€l/^i( î^n/^ ; notons p .o = ^.
Puisque ^ç7?, il existe h tel que

( 3 ) lt^IlC\p-\\b\}

et puisque ^o est dense dans G^ et que bç. ÎF, on peut en plus imposer à h
d'être un élément de W ; puisque ̂  est symétrique, il en résulte h~] çW
et par conséquent, d'après ( 2 ) :

h-l.^çÏn+^ V)

et même, d'après (3) :

A-'.|3ei^(Fn7?).

11 existe donc y 7 ç.^^(U'r \B) tel que ^'=h-^.^\ posons Ji.^=-.
D'après ( i ) , rç^^(Ur\£)', et d'autre part f = ,6.

2.1 .3 . LEMME. - Soit (A, B ) •= (G, 77)/(6'o, ff,) une paire homogène
On suppose II dense dans G. Pour tout entier /î^o, si B est n-l. c. dans A
en <?, alors B est n-l. c. dans A [cf. (1.2.1)].
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DÉMONSTRATION. — Soit aç.A\ soit U' un voisinage de a dans A.
Soit ^çp~~1 (a) ; notons

^-j . U' — ^/; p-' ( U) :-r: 01.

Soit ''V un voisinage de e dans 6', tel que

( i ) ^C-U.

dotons p ( V ) = ^ ; c'est un voisinage de e dans .1. Soit H un voisinage
de e dans A^ associé à T du fait que B est ^-/. c. dans A en ^. Notons
/> ' ( T^) =='^\ D'après l'hypothèse « //dense dans G », il existe h ç. H tel
que
( ^ ) .r'.Ae^,
(3 ) A-'.^e^.

D'après ( i ) et (?/) :
^ - ' . A . 1 c f f

et par conséquent :
( 4 ) h .Vç .g . i ^ - .U ' .

D'après ( 3 ) :
A"1. a ç î{ ,

donc : A . fl est un voisinage de a dans A; le lemme en résulte, compte
tenu de ( 4 ) , puisque tout élément de Ïn+i (Br\ {h. W} ) est bord d'un
élément de în^(Bï^(h. F)).

2.2. Relèvement des petits cubes dans une paire homogène.

En (2.2.1), on définit ce qu'on entend par « relèvement des petits cubes »,
et en (2 .2 .2) , on démontre quelques propriétés immédiates relatives à cette
notion. En (2 .2 . ^ ) , on donne une condition suffisante pour le relèvement
des petits cubes. En vue d'applications ultérieures, cette condition est donnée
sous une forme plus forte que celle où nous aurons effectivement à l'utiliser :
elle se réfère à la notion de presque locale connexion par arcs [définie et
étudiée en (2.2.3) ], alors que dans tous les cas où nous utiliserons (2 .2 .4-) ,
la locale connexion par arcs sera en fait vérifiée. En (2 .2 .5) , on donne un
lemme qui est l'analogue d'une conséquence immédiate de la suite exacte
d'homotopie classique des espaces fibres.

2.2.1. — Soit ( r i , B) == (6', H ) / ( Go^ Ho) u11^ paire homogène. On note
/// l'espace 77 muni de la topologie faible. On note ^(7/) l'espace 1^(/7)
muni de la topologie faible, i. e. induite par Ï . ^ ( H 1 ) . Définitions analogues
pour77,,^,i,(^o), I ' n ( B ) .

Pour tout couple ( / ? , p} d'entiers .̂ o, on a un homéomorphisme
canonique
(I) ^(în(B))^^(£).
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[En effet, ^(^(^?) ) s'identifie en tant qu'ensemble à ^n+p(^) et sa topo-
logie est celle de 1^(^, ( . /?)) , c'est-à-dire de I p ( l ^ ( B ' ) ) , donc, d'après la
formule ( i ) de (1.1.1), celle de în+pÇ-B1).]

À l'application q : H--> B est canoniquement associée, pour tout entier
/?^o, une application continue q,^ :

l,,(ff)->l^B).

Notons encore e l 'élément de ^,i(JB) canoniquement défini par e\ le
« nojau » de q^ [c'est-à-dire q^ ( [ e } ) ] n'est autre que 1^(^/0)7 de sorte
qu'à Çn 6st canoniquement associée une application continue ~q^ ''

^(7/)/^(//«)-^^(7?).

En général, l'application q^ n'est ni surjective, ni ouverte. Si le triple
(//, /?, q) est un fibre au sens de SERRE, l'application q^ est surjective. En
plus, on a le

LEADIE. — Si le triple (/^, 7?, q) est un fibre localement triviale alors,
pour tout entier n ̂  o :

i° Le triple (2^(/7), 2^(7?), q^) est un jibré localement trivial.

2° U application q^ est un homéomorphisme.

Démonstration du lemme. — Le 2° est une conséquence immédiate du i°.
Pour le i° il suffit de montrer l'existence de sections au voisinage de tout
point de ^(-Z?); par translation, on se ramène à montrer l'existence de
sections au voisinage de e; or, l'existence dans (//, 2?, q) d'une section au
voisinage de e permet de relever continûment les éléments de 1^(2?) qui
sont assez voisins de e, car ceux-ci ne sont autres que les cubes singuliers
de B dont l'image est dans un voisinage assez petit de e.

A l'application q,^ est canoniquement associée une application q,^ :

Î'^H)^^(B)

qui, au point de vue enseinbliste, ne diffère pas de q,^ et qui est continue
[car elle est induite par l'application canonique -S^( H ' ) —> ^ ^ ( B ' ) ]. 11 en
résulte que l 'application ~q^ :

S,,(//)/!'„ (ff,)->î',,(B)

canoniquement associée à q'^ (et qui , au point de vue ensembliste, ne diffère
pas de ~qn) est continue. L'application q^ (e t l 'application 7 / ' ^ ) sont surjec-
tives dès que (7/, B^ q) est un fibre au sens de SERRE. Mais, même lorsque
(//, 2?, q ) est un fibre localement t r ivial , l 'application q^ n'est en général pas
ouverte. Ceci conduit à poser la
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DÉFINITION. — Soit (A, ^ ) = = ( G , H ) / ( G o ^ T/o) une paire homogène.
Soit n un entier ^o; si l'application canonique q'^ :

I'^ff)->^(B)

est ouverte, on dit que (A, B) vérifie en e le relèvement des petits n-cubes.
La condition « (.4, B) vérifie en e le relèvement des petits /î-cubes » peut

donc s'expliciter comme suit : Soit ^U un voisinage arbitraire de e dans H ' ,
il existe un voisinage U de e dans B' tel que, si l'on munit U et 'U de la
topologie forte (i. e., celle induite respectivement par H et -Z?), tout élément
de ^Ln(U) soit l'image par q^ d'au moins un élément de 1 (̂11)

2.2.2. Quelques propriétés immédiates relatives au relèvement des petits
cubes.

[Les notations A, B, G, H, etc., sont celles de (2.2.1)].

PROPRIÉTÉ 1. — Si (^4, B) vérifie en e le relèvement des petits n-cubes
(pour un certain entier ^^o), et si le fibre (H^ /?, q) est localement
triviale alors l'application q'^ :

^(H)/^W^1'^B)

est un homéomorphisme. Inversement^ si q'^ est un homéomorphisme^ la
paire (.A, B) vérifie en e le relèvement des petits n-cubes.

[Ce sont des conséquences immédiates de (2.2.1).]

PROPRIÉTÉ 2. — Si HQ est dense dans Go, alors l'application canonique q' :
H ' / H ' Q —> B' est un homéomorphisme [et par conséquent, d'après la pro-
priété 1, (A-, B) vérifie en e le relèvement des petits o-cubes^.

DÉMONSTRATION. — L'application canonique q ' '. H ' -> B' est surjective; il
faut montrer qu'elle est ouverte. Or, 7/o étant dense dans Go, pour tout&çZ?,
HÇ\ q~1 ( { b j ) est dense dans q~1 ( [ b } ). Donc, pour tout ouvert IL de G, on a

p { c ^ ^ \ H I ) = p { c ^ ) r \ B '

Donc p { ' - \ i r \ H ' ) est ouvert, ce qu'il fallait montrer.

PROPRIÉTÉ 3. — Soient n et n' deux entiers tels que /î^/^^o. Si (^4, B)
vérifie en e le relèvement des petits ^-cubes, a fortiori (A^ B) vérifie en e
celui des petits /^-cubes.

PROPRIÉTÉ k. — Si (.4, B) vérifie en e le relèvement des petits ^o-cubes,
alors pour tout voisinage ^U de e dans H\ il existe un voisinage V de e
dans H1 et un voisinage T de e dans B' tels que, pour tout couple (^, n ' )
d'entiers ̂ o tels que (n -+- n ' ) ~ p^ et tout açl^,( V) tel que la restriction
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de a à 7^x { o } se relève en un élément |3 de ^(^), il existe un relèvement"
de a dans I^('U) qui prolonge p (11, -"̂  et F sont munis de la topologie.
forte).

DÉMOiNSTRATiON — On choisit V symétrique et tel que V-'' C ̂  ; à ^?, la
propriété de relèvement des petits p-cubes associe un certain r ; il existe
y 7 ç.^p(V) qui relève a; on pose. pour (o-, o-^ç/^x/^ :

y.(^ ^ /) ̂ (^.(^ ^.(y^.^, o))-'.(p.(^ o)).

2.2.3 . — Soit (.1, B) une paire topologique.

DÉFIMTION. — Soit a ç. A. On dit que B est presque localement connexe
par arcs dans A en a^ si, pour tout voisinage U de a dans A il existe un
voisinage T de a dans A tel que tout couple (b, b ' ) de points de V r \ l î
puisse être joint par un chemin ;3 de Ur\B^ continu pour la topologie faible,
et « presque continu » pour la lopologie forte au sens suivant : il existe
Oç[o, i] tel que j3 soit continu sur (o, 9 ( et [6, i].

On utilise l'abréviation p. 1. c. a. pour : presque localement connexe par

Conséquences de celte dé/inition.

\. — Soient (A^ B) une paire topologique et n un entier ̂  o. Si B est
p. l. c. a dans A en a^ alors ^n{B) est p. l. c. a. dans ïn(A ) au point de
\n{ A} canoniquement défini par a.

\ En enet, notons encore a le point de ^^(A) canoniquement défini par a;
soit 1 un voisinage de a dans A, et soit V =:^( V) ; les 'V forment un
système fondamental de voisinages de a dans ^n(A). Notons, d'autre part /.T
pour ( À ç / ) , rhomothétique dans le rapport ^ du point cr de In. Pour tout
À ç ^ n ^ n ( ^ ) , on déun i t un chemin fortement continu (3 : / . — > / . b. dans
^') H ^/i ( B ) ^ en posant

À b. o- "= b. ÀG- pou r /. ç / et a- ç I ' 1 .

L'extrémité de ce chemin est ^, et son origine est un cube ponctuel Z^o-
Soit V un autre point de Vr\^n(^)'i on obtient de même un chemin p7,
d'origine b'^. Si V est assez petit, l'hypothèse « B est p. 1. c. a. dans A en a »
fournit un chemin ^o joignant b^ à b'^ dans le sous-espace de ^n(B) formé
des cubes ponctuels. En composant les chemins |3, |3o et ^/, on obtient un
chemin joignant l) à b' et a v a n t les propriétés voulues.]

2. Cas des paires de groupes. — Soit (G, / / ) une paire de groupes
topologiques. On peut alors, dans la condition de presque locale
connexion par arcs, remplacer la condition « 6ç[o, i] » par 0 =^i .
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[En effet, soit ç3 un « petit » chemin joignant b à b' et correspondant à un
certain 9ç[o, i j ; posons

^ ==pe/.p61..Se4-/(l-6) pour tç[o, i].

Le chemin ̂  ainsi défini est encore « petit », et est continu sauf pour t==i.]

2.2J+. Une condition suffisante pour le relèvement des petits cubes.

PROPOSITION 2. — Soit (A, B) == ( ̂ , H)/(GO^ Ho) une paire homogène'^
supposons que :

i° (ff^B,q)soit un fibre localement trivial.
2° H Q soit dense dans Go.
3° 7/o ^o^ e/î ^ presque localement connexe par arcs dans GQ.
Alors, ^o^r /o^ entier /î^o, (^4, 7?) vérifie en e le relèvement des petits

n-cubes.

DÉMONSTRATION. — D'après l'hypothèse 2° et la propriété 2 de (2 .2 .2) ,
(A^ B) vérifie en e le relèvement des petits (-cubes pour ^'==0; supposons
qu'il en soit ainsi pour o^î^A', où k est un certain entier ̂ o. Posons
[cf. début de (2.2.1)] :

Ik (B) -^ tô, ^ ( H ) = ̂  1k (ffo) == ̂ o ;
l',(B) ̂  ̂ , ^ ( H ) = ̂ , 2,(//o) = ^o.

D'après l'hypothèse 1° et le i° du lemme 2 .2 .1 , ^ est fibre localement
trivial sur tô; donc, d'après l'hypothèse de récurrence et la propriété 1 de
(2.2.2), l'application canonique

^'/S€'Q -> dY

est un homéomorphisme. Comme il en est de même, d'après le 2° du
lemme 2 .2 .1 , de l'application canonique

00/^0 -> tô,

(C^1', oï) s'identifie canoniquement à la paire homogène (X', <9€)/(Xo, ^Co) .
Cette paire homogène vérifie l'hypothèse 1° de la proposition 2; elle en
vérifie aussi l'hypothèse 2°, puisque SC' et 3C, et par conséquent ^Cy et ^Coi
coïncident au point de vue ensembliste; et l'hypothèse 3°, d'après (2.2.2) ,
conséquence 1 [car, Ho étant, en ^, p. 1. c. a. dans 6'o, l'est a fortiori dans H\,
donc I^(7/o) l'est dans ^ (T /o)? dûiîc a fortiori dans l^(77o)]- Or, on a
déjà vu qu'une paire homogène qui vérifie les hypothèses de la proposition 2,
vérifie en e le relèvement des petits o-cubes. La paire {(^' ûï) vérifie donc les
hypothèses du lemme ci-dessous. Donc, d'après ce lemme, (d3, o ï ' ) vérifie
en e le relèvement des petits i-cubes; donc d'après la propriété 1 de (2 .2 .2) ,
l'application canonique

^(^)/r,(^o)->r,(tô)
BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 3. 24
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est un homéomorphisme. Mais d'après la formule (i) de (2.2.1), I^(^C)
est canoniquement homéomorphe à l^+i (^O? etc- Donc, l'application
canonique

^(H)/1^(H,)->Î^(B)

est un homéomorphisme, ce qui, d'après la propriété 1 de (2.2.2), prouve
que la paire (^4, B) vérifie en e le relèvement des petits (k -\- i)-cubes. De
sorte que tout revient à démontrer le

LEMME. — Soit (A^ £) = ( G^ II) /( Go, ffo) une paire homogène vérifiant
les conditions i° et 3° de la proposition 2, ainsi que la condition :

(2') (A^ B) vérifie en e la condition de relèvement des petits o-cubes.

Alors (A^ B) vérifie en e la condition de relèvement des petits i-cubes
(i. e. des petits chemins).

Démonstration du lemme.
(a) On va d'abord montrer que les fibres de (H^ d3, p) voisines dep^Çe)

sont « uniformément p. l. c. a. » au sens suivant : pour tout voisinage •U
de e dans 7/7, il existe un voisinage V de e dans B' et un voisinage V de e
dans H1 tels que
(1) bçV

et
(2 ) h et h'ç.p-^b)^

entraine Inexistence d^un chemin Ç dans p~1 ( b ) n "U (continu pour la
topologie faible^ continu sur (o, i ( pour la top ologie forte) tel que

^=h et ^=h.

En effet, soit W un voisinage symétrique arbitraire de e dans ///. D'après
la condition (2 ' ) , on peut choisir V pour que (i) entraîne l'existence de

(3) Â-e^-^^nw.
De ( 2 ) et (3) résulte

( 4 ) k-^.h et k-^.h'ç.H^^W.V).

Si X est un voisinage arbitraire de e dans H\^ on peut choisir W et V
pour que (4) entraîne l'existence d'un chemin ô dans X^ d'origine /r"1.^,
d'extrémité y:"1. A', continu pour la topologie faible, continu sur (o, i ( pour
la topologie forte. Posons

/c.^==^ pour < € [ o , i],
On a bien

k.^=h, k.^=h^
/t.^e^-^^r^W.^) pour tout tç.1,

il suffit donc de choisir W et X tels que W.XcU.
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( b ) Soit U un voisinage de e dans ///; soient V et V donnés par le ( a ) .
La condition (2 ' ) permet d'associer à V un voisinage W de e dans B' tel que
tout bçW se relève dans V. Soit ^7 un voisinage ouvert de <° dans ^/ tel que
Uc Vr\ W\ munissons U de la topologie forte.

Soit a e I;i ( U ) ' , pour tout ^ç/, il existe un relèvement de y..t dans V ; on
peut supposer ^ ouvert; il résulte alors de la condition ]° qu'il existe un
entier q assez grand pour qu'en posant ti=i/q pour i==o, i, . . . . y, il
existe pour i z= o, i, . . ., q — i une application

[th ti+l]3t-^^i,tÇV

qui soit un relèvement de la restriction de a à [^, ti+i]. Posons

ïo;^^ r^i,=^
et soit Ç donné par le (a). Soit À € )o, i ) ; posons

(5) ïo;/•ïo; l/l.Ç)^=Yo;< pour^ç[o , t^].

L'application [o, ti]3t~>^o;i est encore un relèvement de la restriction
de a à [o, i?i], et vérifie

(6) ÏO;O==TO;O-
(7) ïo;^ ==?)..

On pose alors

(8) ïl;^ï^; l<.^=ï /l;< pour tç[t,,t^

ce qui définit un relèvement de la restriction de a à [^i, t^] vérifiant

(9) ï^=^-

De (7) et (9) résulte qu'on définit un relèvement continu y de la restriction
de a à [o, t^] en posant

, ^( ïo;< pour tç[o, ^J,
( ïi;< pour t ç [ t ^ t ^ ] .

Pour tout <e[o, ^i] on a, d'après (5) :

•^e^.oi

et, en choisissant 1 assez voisin de i, on a, d'après (8), pour tout tç[ti^ t^]

ï<€^

de sorte qu'en répétant ce procédé, on obtient de proche en proche un
relèvement de a, continu sur tout [o, i], et contenu dans V2.^.

2.2.5. Un lemme « de suite exacte ».

LEMME. — Soit (A, B) ==: (G, H ) / { G ^ Ho) une paire homogène telle que
pour tout entier n^o :
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(cin) (A^ B) vérifie en e le relèvement des petits n-cubes.
(bn) Ifo soit n-l. c. dans Go en e.
(Cn) Pour tout voisinage U de e dans A, il existe un voisinage 'II de e

dans G tel que (si F on munit Ur\B et ̂  r\ H de la topologie forte), pour
tout élément (3 de ^^('ILnT/), il existe un élément y de ^^i(Ur\B)
tel que y ==p o p.

Alors pour tout entier n ̂  o .•

i° B est n-l. c. dans A en e.
2° H est n-l. c. dans G en e.

DÉMONSTRATION. — Elle suit pas à pas celle de la suite exacte classique
d'homotopie pour un espace fibre au sens de SERRE.

On choisit une application continue /: /"—^/^+1, envoyant a l ' 1 en 0^ et
dont la restriction à 2^ — a i ' 1 soit un homéomorphisme.

i° Preuve de : B est n-l. c. dans A en e pour tout entier n ̂  i (Pour
n == o, la démonstration est un peu plus simple). — Soit U un voisinage de e
dans A ; (c^) lui associe un voisinage ""IL de e dans G\ à '•lir\Goi (^—i)
associe un voisinage Vo ^e e dans GQ^ donc un voisinage V de e dans G tel
que ^ H Go •==- "Vo ; on choisit en plus V tel que^c^L. Enfin, à ^'), (a^) associe
un voisinage V de e dans A. On munit U r\ 2?, ILn^, etc., de la topologie
forte.

Soit açÙn^(Vr\B) f cf. (2.1.2)] ; soit ( x o f = a ' ; yJ est un élément
del^(Fn2?) dont le bord est en e. Il existe donc, d'après (a^), (3'e ̂ (^ n 22)
tel que p o ^ - = = ^ y ' \ ^ ' est nécessairement un élément de ^n(VQr\ffo)'•, il

existe donc, d'après {bn-i)i ^^^('ILn^o) tel que Ç ) " = z ' ^ ' \ par conséquent
j^ et Ç)" définissent un élément ,6 de ^+i(1ln^), et, d'après (c/,), il
existe y' e ̂ n+i ( ̂ n ̂ ) tel que y ==/? o j3 ; or p o ^ et a ont même image et
sont homotopes sur cette image; il existe donc y€Z^_i(^7n 2?), tel que v==a;
<et œci est suffisant d'après le lemme 2 .1 .2 .

2° Preuve de : H est n-l. c. dans G en e pour tout entier n ̂  o. — Soit U
îun voisinage de ^ dans G\ à "Un^o, (^) associe {cf. i°) des voisinages ^o
«et V de e dans Go et 6' respectivement; on choisit V tel que ^C'U; d'après
(^4-1) et la propriété ^ de (2.2.2), à ^ sont associés un voisinage W de e
dans ^ et un voisinage U de e dans .A ; à U est associé d'après le i° un
voisinage V de e dans ..4. On note W n/?""1 ( V) == ̂  ; on munit U r\ 2?, F n 2?,
•^ILnH, etc. de la topologie forte.

Soit ff.ç.Ù^{Xr\H)', il existe, d'après le i°, (3 e^_^(^/n2?) tel que
S>==poa. Soit ao /==a ' ; il existe (3'e^+i (^7n 2?), tel que ^ ait même
image que (3, soit homotope à (3 sur cette image, que

^ ' . y ^ p o a'.o- pour tout o'e(/"x { o } )
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et
^ .a=e pour tout o- ç. àl^ — ( ^ ^ x { o } ) .

D'après (û^+i) et la propriété k de (2.2.2), il existe donc ̂  ç ̂ ,,+i (^ n H)
qui relève (3' et prolonge y . ' ; ^ ' définit un chemin y dans i~ln^(Vr\H)
d'origine Yo=a , d'extrémité yi dans i2^(^on^o); il existe, d'après (^),
un élément ode ̂ +1(010^0) tel que o == v^ ; y et ô définissent un élément y
de ^^(ILn^) tel que y = a.

COROLAIRE. — Soit ( A , £ ) = ( G , ff)/(Go, ffo) une paire homogène,
supposons que :

i° (//, 7?, q) soit un fibre localement trivial.
2° Ho soit dense dans Go.
3° Z/o soit n-l. c. dans Go en e pour tout entier /î^o.

Alors, il y a équivalence entre la propriété : H est n-l. c. dans G en e
pour tout entier n^ o, et la propriété analogue relative à la paire (A^ B).

DÉMONSTRATION. — Les hypothèses 1° et 2° du corollaire coïncident respec-
tivement avec les hypothèses i° et 2° de la proposition 2 [cf. (2.2.4)], et
l'hypothèse 3° du corollaire est plus forte que l'hypothèse 3° de la propo-
sition 2 (puisque o-l. c. est plus fort que p. 1. c. a). Donc, d'après la
proposition 2, la paire (^4, B) vérifie en e le relèvement des petits /z-cubes
pour tout entier ^^o, autrement dit (A^ B) vérifie, pour tout n^ la condi-
tion (a,,) du lemme de suite exacte. D'autre part, l'hypothèse 3° du corollaire
n'est autre que « (bn) pour tout n ». Enfin, chacune des hypothèses :
« H est n-\. c. dans G en e pour tout entier n ̂  o )), et « £ est n-\. c. dans A
en e pour tout entier n ̂  o )), est plus forte que l'hypothèse « (Cn) pour
tout^ ». Le corollaire résulte donc du lemme de suite exacte.

3. Application à la comparaison des groupes d'homotopie
du groupe des automorphismes (continus)

et du groupe des difféomorphismes d'une variété compacte
de dimension 3.

3.1. Préliminaires.

3.1.1. Décomposition régulière d'une variété compacte. Notion de
hauteur. — Soit F une variété compacte, de dimension n^ de classe C^
[variété est pris au sens de/, (1.2.2)]. La définition 1 ci-dessous est un
rappel de 77, (5 .2 .2 . ) .

DÉFINITION 1. — Soient Fi et F ] deux sous-variétés fermées (de classe C^ )
de dimension n de F. On dit que F^ et Fy définissent une décomposition
régulière de F si :

(a) F=F,\jFj',
(b) FiC\Fj est une sous-variété E de F^ de dimension (?i — i).
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DÉFINITION 2. — On dit que F est de hauteur 1, si F est différentiablement
étoilée [cf. II, (5.3.2)]. On dit que F est de hauteur ^/?, s'il existe une
décomposition régulière (F^ F / ) de 7^ telle que Fi et 77^ soient de
hauteur ^_{p — i).

LEMME. — Soit F une variété compacte; soit (Fi) une famille finie de
sous-variétés compactes^ de codimension o, de hauteur finie^ de F. On
suppose que :

i° pour tout couple ((', i') d'indices distincts^ Fi\j F y est une sous-variété
de F dont (F^ Fi) est une décomposition régulière;

2° pour tout triple^ (/, i\ i " ) d 1 indices distincts^ Fi r\ F i< c\ F i'i =^0.

Alors F est de hauteur finie.

Ce lemme, dont la démonstration est immédiate, sert à établir la

PROPOSITION 3. — Toute variété F compacte^ de dimension ^ 3 est de
hauteur finie.

DÉMONSTRATION. — On se borne au cas où F est de dimension 3. On munit F
d'une triangulation différentiable ( : j 2), notée'S; la démonstration va consister
à effectuer sur © une construction qui est l'analogue a différentiable » du
classique diagramme de HEEGAARD {cf. SEIFERT et THRELFALL, [l], p. 219).

On munit F d'une métrique riemannienne adaptée au bord [cf. /, (3.3.1)],
et l'on désigne par d la distance géodésique. Soit (^-), ( F j ) ^ (F^) et ( F ^ )
la famille des faces de dimension o, i, 2 et 3 de ^.

On entoure chaque Fi d'un voisinage tubulaire Bi de rayon p; (on notera
que B; n'est difféomorphe à une boule que si Fi est intérieur à F\ mais dans
tous les cas Bi est de hauteur i). On choisit les p; assez petits pour que,
pour tout /, Bi ne rencontre, parmi les faces de î?, que celles qui sont
adjacentes à 7^, et pour que le bord ôBi de Bi rencontre transversalement
celles de ces faces qui sont de codimension ^i; on suppose, en plus, que,
pour i' y^ î, Bir\Bu = 0.

Soit F/ une i-face, soient Fi et F^ ses extrémités; on « rapetisse » un
peu/^y, c'est-à-dire qu'on choisit surT^y un pointa tel que o<^ d(F^M) << p^
et un point analogue M ' ' . Soit Tj un tube normal à MM' dans F\ de rayon py
assez petit; T j est difféomorphe à un « cylindre )> , produit de /par une 2-variété
de hauteur i. On munit Tj d'un système de coordonnées (^, y ^ z) d'origine
0 sur MM' et à l'extérieur de Bi et B^, d'axe Oz suivant MM' et dirigé
vers M. On note (^, 6, z) les coordonnées cylindriques associées à (^", y^ z ) ;
si py a été choisi assez petit, on peut supposer que r est la distance géodé-
sique à MM'\ que les plans z = Cte sont les plans géodésiques normaux

( 3 2 ) Comme dans le cas des variétés au sens habituel, la possibilité de munir F d'une
telle triangulation se démontre à l'aide du théorème de plongement dans un espace
euclidien.
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^MM', et que les intersections avec T] des 2-faces de © adjacentes à F/ sont
des morceaux de plans (c'est-à-dire vérifient 6==Cte ) . On suppose en plus
que T • ne rencontre pas les faces de ^ non adjacentes à F^-. Soit^ la cote du
point où MM' perce 2?;; soient b et c deux nombres tels que a << b < c,
assez voisins de a pour que, pour tou t^o€[^ , c], le plan z = ZQ coupe Bi
suivant une 2-variété de hauteur i intérieure à T^ et coupe transversa-
lement àBi (il existe effectivement deux tels nombres b et c, pourvu que p^
ait été choisi assez petit). Soit r= cp(^ 6) l'équation de ÔB^ valable pour
zç.[b^ c]; soit 7 une fonction de classe C30 : R — ^ [ o , i] nulle pour z ^-b,
égale à i pour z ̂  <?, et telle que

d'y(1) —^^o pour tout zç.R.

On définit de manière analogue (relativement à Bu) : a ' , b1\ c\ Q' et ' / r .
Soit o-/ un nombre >> o tel que

(2) o ,< infcp(^ 6)

et que

(2 ' ) Œ/ < infq / (^ , 0 ) .
6

On pose

(3) ^ ( ^ 0 ) = ( i - 7 ^ ) ) Œ , + 7 j . - ) c ? ( ^ 6 ) pour b^z^c

et l'on définit d/ (^, 0) de manière analogue. On définit alors

^•; j par ;̂ y r= B, -(T^[z<c } ) ,
,̂;, par ^^^-(^/nS^^j)

et Zj comme étant la partie de T j vérifiant

( r^^ ( z , G ) pour b^z^c
{ r ^ ' ( z , 0) » c ' ^ z ^ b ' ;(4)

(5) r^, » V^z^b\

Zy est de hauteur i (c'est un cylindre) ; 2?;; y est de hauteur i si p^ est assez
petit et c assez voisin de a; Zj\jBi.j est une variété dont ( Z y , ^ ;y) est une
décomposition régulière; résultats analogues pour -Z^;y et (Zy, ^';y).

On fait cette construction successivement pour tout j\ en choisissant des
Tj tels que T/n 7>=0 pour/^y et 77;n^=0 pour ^(t^;. On obtient
ainsi une famille (^-) est une famille ( Z y ) ; les 2?; et les Zj sont tous de
longueur i ; soit W leur réunion : W est de hauteur finie d'après le lemme.

Soit W=F— W\ pour toute 3-face jF/, soit F^=F/r\ W*. On va montrer
(pour un choix convenable de W) que la décomposition (F^) de W* satisfait
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aux conditions du lemme; il en résultera que W* sera de hauteur finie, ce
qui achèvera la démonstration. Or la décomposition (F^) satisfait à la condi-
tion 2° du lemme ; elle satisfera aussi à la condition i° si :

(a) le bord relatif (33) àWp de W coupe transversalement les 2-faces de ^
qu'il rencontre.

Il restera en plus à vérifier que pour tout /, F^ est de hauteur finie. Or les
F^ seront tous de hauteur i s'il existe pour tout / un point Pi dans l'intérieur
de F^, tel que :

(b) pour tout /, àWp^Fi coupe transversalement les demi-droites de la
structure affine de Fi issues de P/.

On procède en fait comme suit : on choisit a priori, pour tout /, un point PI
dans l'intérieur de Fi ; puis on choisit W de façon que (a ) et (b) soient réa-
lisés. Or, soit V la partie de àWp formée des points qui appartiennent à la
partie d'un Zj définie par l'inéquation (4 ) ; et soit V"-=^àWp—V. Il suffit
que W soit assez petit pour que (a) et (b) soient vérifiés en tout point de
V" \ il reste à s'arranger pour qu'il en soit ainsi en tout point de V.

Reprenons le système de coordonnées locales (a?, j7, z ) introduit dans Z^
et posons

<D(^j, z)==r-o(^ 0),
^(^j ,^)==r-4^ , 6) .

Soit Ç(.a?,j, z) un champ de vecteurs dans la partie [ b ^ z ^ c } de Z/ ;

soient (E, r^ Ç) les composantes de Ç. Il résulte immédiatement de (3) que

(6) Çi.gradï ̂  (i — /J ' x ̂  riy — (o — <7/) -Â Ç -r- ^Ç.gradO)./' cii ^s

— Si l'on prend £=== x. r\ ^—- y et Ç ;== o, (6) donne

^ .grad^F^i—^) r 4- ^Ç.gradO»,

—y ____^ -> ————^
or Ç.grad<I> est >o, puisque (a) a lieu aux points de V"\ donc Ç.grad lF>o;
donc (a) a lieu aux points de V.

— Si l'on prend pour Q (dans la partie { b ̂ z ^_c \ de Z j C\ Fi)un champ
en chaque point porté par la demi-droite (au sens de Fi) joignant ce point à

PI et dirigé vers Pi, alors Ç.grad<Ï> est > o, puisque (b) a lieu aux points
de V " \ si W a été choisi assez petit, Ç est < o, donc d'après ( i ) et (2 ) on a

_ ( c p — o - ; ) — ^ - ^ > o ; enfin, on peut choisir ( 3 4 ) le système de coor-

( •^ ) Cf. I, (2.3.1).
( 3 4 ) Par exemple en s'arrangeant pour que le vecteur Q(o, o, b} soit clans le plan bissec-

teur des deux 2-faces de F^ qui passent par F .
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données (x^ y, z ) de façon que Ï,x -h 'f\y > o ; de sorte que finalement
> ———-^
Ç.gradW> o, ce qui entraîne (b ) aux points de V.

3.1.2. La paire homogène associée à une décomposition régulière d^une
variété compacte. — Soit F une variété compacte ; soit (F^ Ff) une décom-
position régulière de F^ on note

FiC\Fj=E.

On note G le groupe des automorphismes de la structure topologique de
F qui induisent l'identité sur le bord ÔF de F. On note Go le sous-groupe de
G formé des automorphismes qui induisent l'identité sur E.

Les groupes G et Go sont munis de la topologie C0, qui en fait des groupes
topologiques (cf. BOURBARI, Topologie générale^ chap. X, § 2, exercice 17),
en plus ces groupes sont évidemment métrisables.

Soit r un entier ̂ i ; on note H le groupe des /'-difféomorphismes de F qui
sont /-tangents à l'identité en tout point de ÔF\ on note Ho le sous-groupe
de H^ formé des difféomorphismes qui induisent l'identité sur^. Les groupes
// et Ho sont munis de la topologie Cr•, ce sont des groupes topologiques
métrisables [cf. II, (1.^.2) et I, (^ .3 .^) ] .

(G, H) est une paire de groupes métrisables; (Go, ffo) en est une sous-
paire fermée; on note (A^ B) la paire homogène (de classes à gauche)
quotient [cf. (2.1.1)] : c'est une paire métrisable.

Soit rB l'espace, muni de la topologie 0\ des r-plongements de E dans F
qui sont r-tangents à l'identité le long de àE. L'application canonique //—^B
est continue ; elle est constante sur les classes à gauche de 77mod ffo ; elle se
factorise donc en la suite d'applications continues

H^B-^ûl.

Mais d'après le corollaire 2 du théorème ^ ' [cf. II, (2.^.1)], l'application
canonique ff-XJï est une fibration localement triviale.

Il en résulte le :

LEMME 1. — Avec les notations ci-dessus :

i° Uapplication canonique B->ôï est un homéomorphisme de B sur un
ouvert de d3.

2° Le triple (H^ 2?, q) est un fibre localement trivial.

Notons d'autre part Gi le groupe analogue à G, relatif à Fi ; on définit de
même H^ G^ H j . On a le :

LEMME 2. — Soit n un entier ̂  o. Si (avec les notations ci-dessus) //, et Hj
sont n-l.c. dans Gi et G/ respectivement en leur élément neutre^ alors Ho
est n-l.c. dans Go en e.
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DÉMONSTRATION. — Soit L le sous-groupe de Ho formé des difféomorphismes
dont le r-jet le long de E est celui de l'identité. D'après l'appendice au
chapitre III, quel que soit l'entier ^^o, et quel que soit le voisinage faible
de e dans Ho, il existe un voisinage faible V de e dans HQ tel que [si l'on
munit U et V de la topologie forte], pour tout cy.çÏn+iÇV) il existe
|3el;i(l^i(^))telque

Po==a, ^çI^i(Ur^L).

Or L s'identifie canoniquement au groupe produit Hi x H ^ et il résulte
immédiatement de l'hypothèse que Hi x Hj est, pour tout n, /z-l.c. dans
Gi x G/, c'est-à-dire dans Go. Donc, si U est assez petit, (3i est le bord d'un
petit élément y de ^+i(Z); (3 et y définissent un petit élément o de I^+i(//o)
tel que 3 == a.

3.1.3. Rappel de résultats fondamentaux de la théorie des variétés de
dimension 3.

THÉORÈME ( CAIRNS-MOÏSE - BING ). — Soit F une variété diffèrentiable
compacte de dimension 3. Soit (Fi, F^-) une décomposition régulière de F.
Soient G, Go, H, HQ, A, B, les espaces définis en (3.1.2); soit B1 l'espace
B muni de la topologie induite par A. Alors :

1 ° H est dense dans G, Ho ssl dense dans Go.
2° B' s' identifie canoniquement à un sous-espace ouvert de l'espace,

muni de la topologie C°, des r-plongements : E-> F qui sont r-tangents à
l'identité le long de ÔE.

3° A ^identifie canoniquement à un sous-espace ouvert de Vespace
(muni de la topologie C°) de « bons » homéomorphismes ( 3 5 ) de E dans F
qui induisent l^identité sur ÔE.

Indications sur la démonstration. — On munit F d'une triangulation
diffèrentiable. La possibilité d'approcher à s près un homéomorphisme d'une
3-variété compacte triangulée dans une autre telle variété, par un homéomor-
phisme semi-linéaire, est démontrée par MOÏSE (cf. [l], théorème 2) dans le
cas des variétés sans bord ; dans le cas des variétés à bord, le résultat
analogue est dû à BING (cf. [l], théorème 3, ou [2]). La possibilité d'appro-
cher à £ près, par un difféomorphisme, un homéomorphisme semi-linéaire
d'une 3-variété diffèrentiable différentiablement triangulée dans une autre
telle variété, est établie par CAIRNS (cf. [l], [2]).

Le i° résulte de la conjonction de ces résultats.

( 3 5 ) Un homéomorphisme f de E dans F qui induit l'identité sur àE est dit bon s'il
existe un voisinage tubulaire V de E dans F (d'ailleurs nécessairement homéomorphe
au produit E x /) tel que F se prolonge en un homéomorphisme V'—>- F^ qui envoie
Vr\ôF dans 0F.
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Démonstration du 2°. — Soit dV l'espace, muni de la topologie C0^ des
r-plongements de E dans F qui sont r-tangents à l'identité le long de ÔE\
le groupe H ' opère à droite continûment (par composition) dans dV, et, en
particulier, l'application canonique H ' —^(^' (qui à tout g ç . H ' associe sa
restriction à E) est continue ; comme cette application est constante sur
chacune des classes à gauche de H ' mod H'^ elle se factorise en la suite
d'applications continues

H ' - . B ' - . C ^ ' .

Tout revient donc à démontrer que l'application H'-X^' est ouverte, et il
suffit pour cela de montrer qu'elle est ouverte en e, c'est-à-dire : pour tout
f ç. Ûï' assez voisin de F injection f de E dans F^ il existe g ç. H ' ^ voisin de e^
tel que g.f =f. La démonstration de ce résultat est assez longue, et comme
elle suit pas à pas celle du lemme k de MOÏSE [ 1 ], nous ne la donnerons pas ici.

Démonstration du 3°. — Soit Cl l'espace (muni de la topologie C°) des
bons homéomorphismes de E dans F qui induisent l'identité sur àE' \ le
groupe G opère à droite continûment dans (fl, et, comme ci-dessus, l'appli-
cation canonique de G dans Cl se factorise en la suite d'applications continues :

G-^A->a,

et tout revient à montrer que l'application G—>QL est ouverte en e\ compte
tenu du 2°, il suffit pour cela de montrer que : pour tout /€CX, il existe
gç: G, arbitrairement voisin de e, tel que g . /€tô'' ' Ce résultat est essentiel-
lement contenu (36) dans le théorème o de MOÏSE [1].

3.2. Le théorème principal et ses conséquences.

3 .2 .1 . — THÉORÈME 8. — Soit F une variété compacte de classe C^ de
dimension 3. Soit r un entier ̂ i. Si la conjecture de SMALE ( : î7) est exacte^
alors :

i° Soit G le groupe (muni de la topologie <7°) des automorphismes de la
structure topologique de F qui induisent l'identité sur le bord ÔF. Soit H
le groupe {muni de la topologie 0') des r-difféomorphismes de F qui sont
r-tangents à l'identité le long du bord. Alors H est n-localement connexe
dans G en e pour tout entier n ̂  o.

2° Soit (T^-, F j ) une décomposition régulière de F ; soit F i C \ F j = E ;
soit (A, B) la paire homogène associée [cf. (3.1.2) ] . Alors B est n-locale-
ment connexe dans A en e, pour tout entier /i^o.

( ? 1 6 ) Soit en effet V un voisinage tubulaire de E dans F ; le théorème de Moïse
affirme (dans le cas où E est sans bord) que / peut se prolonger en un homéomor-
phisme de V dans F dont la restriction au complémentaire de tout voisinage de E soit
« semi-linéaire ».

( 3 7 ) Cf. II, (5.3.2) .
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Le théorème 8 sera démontré en (3.2.2). En voici quelques corollaires,
tous vrais sous réserve de V exactitude de la conjecture de SMALE.

COROLLAIRE 1.

i° Soient JF\ 6', H comme dans lé théorème 8. Alors G et H sont homo-
topiquement équivalents.

2° On suppose en plus F orientable; on note G^ et H^ les sous-groupes
respectifs de G et 77, formés des automorphismes conservant l^ orientation.
Alors G^ et 11^ sont homotopiquement équivalents.

Démonstration du corollaire 1. — D'après le 1° du théorème 3.1.3, H est
dense dans G. Donc, d'après le lemme 2.1.3 et le i° du théorème 8, H est
/r'-Lc. dans G pour tout entier /^^o, en tout point de G. D'autre part, il
résulte de la contractilité locale de H [cf. II, (1.^.2)] que .2^(77) est n'-\.c.
en c pour tout couple ( /? , n ' ) d'entiers ̂  o ; il résulte du lemme 3 de (2.1.3)
que cette propriété a lieu en tout point de H. Le i° résulte donc de la pro-
position J [cf. (1.2.2)] appliquée à la paire métrisable (G^ H ) .

Démonstration du 2°. — G-^ est ouvert dans G', et H^= H C\ 6'4", donc la
densité de // dans G entraîne celle de //+ dans G^~ ; de même, la propriété
« II est fi'-\.c. dans G en e pour tout entier /z '^o», entraîne la propriété
analogue pour la paire (G^~^ //4-). La démonstration se fait ensuite comme
celle du 1°.

COROLLAIRE 2 (« Hypothèse de FELDBAU pour / î==3» ; cf. Introduction).—
Soit G-^ le groupe (muni de ta topologie C0) des automorphismes de la
sphère S:>, qui conservent l^ orientation. L' homomorphisme canonique

7r,(6'(9(4))-^(^)

est bijectif pour tout î^o.

Démonstration du corollaire 2. — C'est une conséquence immédiate du 2°
du corollaire 1 (dans le cas où F est la sphère S^) et de la conjecture de SMALE
[cf. III, (5.3.1), conséquence Ij.

COROLLAIRE 3. — Soient F = F i \ j F / , E = F i C \ F j , G, H, A, B comme
dans le théorème 8.

i° A et B sont homotopiquement équivalents.
2° Les images canoniques de G et H dans l^ espace des homéomorphismes

de E dans F\ munies respectivement des topologies CQ et 0\ sont des espaces
homo top iquemen t équivalen ts.

Démonstration du corollaire 3. — La densité de H dans G entraîne celle
de B dans A. Le i° se démontre ensuite comme le i° du corollaire 1, sauf
qu'on utilise le 2° du théorème 8 au lieu du i°. Le 2° du présent corollaire
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résulte immédiatement du i°, compte tenu du 3° du théorème 3 .1 .3 , et du
lemme 1 de (3.1.2).

COROLLAIRE ^. — Les notations étant celles du, théorème 8, l'application
canonique de G dans l'espace des homéomorphismes de E dans F définit
une quasi-fib ration (3 8 ) au sens de DOLD et THOM [1 ] .

Démonstration du corollaire h'. — D'après le 3° du corollaire 3.1.3, il
suffit de montrer que le triple (G, A. p ) est un quasi-fibre, et, pour cela,
que l'image par^? du complexe singulier cubique de G. et le complexe singulier
cubique de A^ sont homotopiquement équivalents. Or cela résulte du i° du
corollaire 3, puisque, d'après le 2° du lemme 1 de (3.1.2), tout élément de
^(2?) est l'image par/? d'un élément de ^n(G-).

COROLLAIRE o. — Soient F^ G, H comme dans le théorème 8. Soit G* un
sous-groupe de G tel que Ha G*. Alors H est n-localement connexe dans 6r*
en e, pour tout entier n^o, et G^ G* et II sont homotopiquement équiva-
lents.

(La démonstration de ce corollaire, qui s'applique en particulier au cas où
6r*est le groupe des automorphismes semi-linéaires d'une triangulation de F,
est immédiate : le fait que H est n-\.c. dans G en e pour tout entier /z^o,
entraîne la même propriété pour la paire (G*. //); de même, II est dense
dans 6r*; la suite de la démonstration est la même que celle du corollaire 1.)

3.2.2. Démonstration du théorème^.

Plan. — En partant de cas particuliers simples, on s'élève par étapes
jusqu'au cas général à l'aide de décompositions régulières. La démonstration
utilise trois lemmes : le lemme 1, par l'intermédiaire duquel intervient la
conjecture de SMALE ; ce lemme permet le démarrage de la démonstration ; les
lemmes 2 et 3, par l'intermédiaire desquels interviennent la plupart des
résultats du § 2 et de (3.1); ces lemmes sont ceux qui permettent à chaque
fois de passer d'un cas particulier au suivant.

LEMME 1. — Si F est une 3-variété compacte différentiablement étoilée^
alors H est n-l.c. dans G pour tout entier n ̂  o.

Démonstration du lemme 1. — Soit 0 un point intérieur de F^ et {Q€\ \ la
famille d'homothéties de centre 0 de F [cf. II, (5.3.2)]. Rappelons que
la rétraction d } Alexander de G {cf. ALEXANDER [1]) est l'application
Gxl-^(f, A)—^a\(f)çG définie par (^o(f) == e, et, pour À € )o, i ) :

(^o/o^.^ pour ^e^(^),
( -"—/ \ f ) ) ' x — \
' v " \ x pour X^.^{FY

( 3 8 ) On peut montrer, à l'aide de procédés plus fins que ceux utilisés ici, et ne
s'appuyant pas sur la conjecture de SMALE, que cette application définit même une
fibration au sens de SERRE.
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La rétraction d'Alexander induit une application continue

(J) ^x(o, i(^(f^)->a,_,(f)çff

et par conséquent pour tout entier n ̂ i une application continue

(2) ln(ff)x (o, i(3(p,^)->a^(p)ç^(77).

Au cours de la déformation (i), la distance (au sens de la convergence
uniforme) de €i\(f) à l'origine e de H décroît et tend vers zéro uniformément
en /; il en est donc de même pour la déformation (2). Soit U une s-boule
(au sens de la distance de la convergence uniforme) de centre e dans //; on
munit U de la topologie forte. Soit ael^(£7); d'après la conjecture de SMALE
[cf. II, (5.3.2), conséquence 2] il existe ^çl^(ff) tel que (3 ==. a. Pour ^
assez voisin de j , Oi_^((3) ç^(U)', mais en plus le cylindre y :

à^-x [o, ^o]3(cr, ?0—ai_^(a.cr)

a son image contenue dans U\ 0,_^(^) et y définissent un élément (S7 de
^n(U) tel que ^==(x.

LEMME 2. — Soient F, F,, F^ G, II, A et £ comme dans l'énoncé du
théorème^', soient G,, 11, (resp. G^ H;) les groupes analogues à G, H et
relatifs à F, (resp. F^). Si, pour tout entier n^o, H, et II j sontn-l.c. dans
Gi et Gj respectivement en leur élément neutre, alors il y a équivalence
entre : H est n-l.c. dans G en e pour tout entier /?,^o, et la propriété
analogue relative à la paire (A, B).

Démonstration du lemme 2. — La paire {A, B) vérifie les conditions du
corollaire 2.2.^ : la condition 1 d'après le 2° du lemme 1 de (3.1.2); la
condition 2 d'après le i° du théorème 3.1.3 ; la condition 3 d'après le lemme 2
de (3 .1 .2 ) ; d'où le lemme 2.

LEMME 3. — Les notations étant celles du théorème 8, soit V un voisinage
tubulaire de E dans F difféomorphe à E x [—1, -4-1] ; on identifie V à
Ex [—1, +i] de façon gué E s'identifie à Ex { o } . Soit ¥,== E x [o, i]
€t Vj=^Ex [—i , o] ; (F,, V j) est une décomposition régulière de V; à cette
décomposition est associée [cf. (3.1.2)] une paire topologique qu'on note
Ç4, B). Alors B et B sont localement isomorphes au sens suivant : il existe
un voisinage V de e dans B et une bijection {d'ailleurs canonique) de VM w
sur un voisinage V de e dans B qui soit un homéomorphisme pour la topo-
logie forte et pour la topologie faible.

[Le lemme 3 est une conséquence immédiate du i° du lemme 1 de (3.1.2)
et du 2° du théorème 3.1.3. On notera que, compte tenu du 3° de ce théo-
rème, on peut même affirmer que les paires (A, B) et (À, B) sont locale-
ment isomorphes; mais nous n'utiliserons pas ce résultat dans la suite.]
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Premier cas particulier du théorème 8 .' F est un cylindre dont la base
est étoilée.

LEMME a. — Soit E une variété compacte de dimension 2, différentiable-
ment étoilée^ soit F=Ex [ i —, + i ]; soient F{=EX [o, i ] et Fj=Ex [— i, o] ;
soient 6r, H^ A^ B comme dans le théorème 8. Alors

i° H est n-l.c. dans G en e pour tout entier n^o.
2° B est n-l.c. dans A en e pour tout entier n ̂  o.

Démonstration du lemme a. — Le i° est un cas particulier du lemme 1.
D'après ce même lemme, si G;, ffi (resp. 6ry, Hf) désignent les groupes ana-
logues à G, H et relatifs à Fi (resp. F j ) ^ Ht et H' j sont n-l.c. dans Gi et G/
respectivement en leur élément neutre, ceci pour tout entier n^o; le 2°
résulte donc du i° et du lemme 2.

Deuxième cas particulier du théorème 8.' F est un cylindre dont la base
est une couronne circulaire.

LEMME (3. — Soit E une variété difféomorphe au produit S^ x [o, i] (où
Si désigne la sphère de dimension i); soient F^ F^ F'y, G, ff, A^ B comme
au lemme a. Les conclusions i° et 2° de ce lemme subsistent.

Démonstration du lemme p. — Soit (E^ Ej) la décomposition régulière
de E canoniquement définie par une décomposition régulière de Si en deux
hémisphères. On note

^•x[-i, +1]=^; ^x[-i, +1]=:^;.; F^F}=E^

(F^ F*-) est une décomposition régulière de F. Soit V* un voisinage tubu-
laire de E* dans F^ difféomorphe au produit E^ x[—i, +i]; on définit T^*,
V - -A*. jÇ*, A*, 7^ de façon analogue à celle du lemme 3. En particulier, A*
et ê* sont relatifs à la décomposition (V^ F}) de F*. Or E* est difféomorphe
à la somme (disjointe) de deux carrés. Donc, d'après le 2° du lemme a, B* est
/z-l.c. dans A* en e pour tout entier /z^o. D'après le lemme 3, il en résulte
que £* est n-l.c. dans A* en e* pout tout entier n^o. D'autre part, F^ et F*j
sont tous deux difféomorphes au cube; donc H^ est, pour tout n, n-l.c. dans
G^ en son élément neutre, et de même H*, dans G^-. Donc, d'après le lemme 2,
H est n-l.c. dans G en e pour tout entier n^o : c'est le i°. Puisque Fi et Fy
sont tous deux difféomorphes à 77', le 2° résulte du i° et du lemme 2.

Troisième cas particulier du théorème 8 .' F est un cylindre quelconque.

LEMME Y. — Soit E une variété compacte de dimension 2 ; soient F, F^ Fy-,
G) H^ A^ B comme aux lemmes a et [3. Les conclusions 1° et 2° du lemme a
subsistent.
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Démonstration du lemme y. — On procède par récurrence sur la hauteur
de E, ce qui est légitime d'après la proposition 3 [cf. (3.1.1)]. Le lemme a
n'est autre que le lemme y dans le cas particulier où E est de hauteur i.
Supposons le lemme y démontré pour tout E de hauteur ^(p — i) et
démontrons-le pour E de hauteur ^,p. Soit (E,, E/) une décomposition
régulière de E telle que E^ et Ej soient tous deux de hauteur ^(p —i). On
définit F^ J7^, £7*, V*, etc. comme dans la démonstration du lemme 3
Comme EiC\Ej est difféomorphe à la somme d'un nombre fini de segments
et de cercles, E* est difféomorphe à la somme d'un nombre fini de carrés et
de couronnes circulaires. Donc, d'après le 2° des lemmes a et J3, B* est /î-l.c.
dans A* en <?* pour tout entier n^o. La suite de la démonstration est ana-
logue à celle du lemme (3, sauf qu'ici c'est l'hypothèse de récurrence qui
entraîne que H^ (resp. H^-) est, pour tout entier n^o, n-l.c. dans G^
(resp. G^-) en son élément neutre.

Cas général.

Démonstration du i°. — On procède par récurrence sur la hauteur de F.
ce qui est légitime d'après la proposition 3 [cf. (3.1.1)]. Le cas où cette
hauteur est i est résolu par le lemme 1. Supposons le résultat établi pour tout
F de hauteur ^(p — i), et soit F de hauteur ^p. Soit (F^ Fj) une décom-
position régulière de F telle que Fi et F ] soient tous deux de hauteur
^(p -- i) ; soit E=FiC\Fj et soient F, F,, Vj, A, B comme au lemme 3.
D'après le 2° du lemme y, B est n-}.c. dans À en e pour tout entier ^^o.
D'après le lemme 3, il en est de même pour la paire (^4, B). Or, d'après
l'hypothèse de récurrence, Hi (resp. Hf) est n-\.c. dans d (resp. G/) en son
élément neutre. D'où le résultat, d'après le lemme 2.

Démonstration du 2°. — Soit cette fois (F^ Fj) une décomposition régu-
lière quelconque de F. D'après le i°, H (resp. H^ resp. Hj) est, pour tout
entier ^^o, n-\.c. dans G (resp. G,, resp. G / ) en son élément neutre.
Il suffit donc d'appliquer le lemme 2.

Appendice au chapitre III.

LEMME. — Soit F une variété compacte ; soient F\ et F^ deux sous-variétés
de F définissant une décomposition régulière [cf. (3.1.1)] de F. On note
F,c\F^E.

Soit r un entier ̂  i, soit H le groupe des r-dijféomorphismes de F qui
sont r-tangents à V identité en tout point de ÔF et qui induisent l'identité
sur E. Soit L le sous-groupe de H formé des difféomorphismes qui^ en
plus, sont r-tangents à l'identité en tout point de E.

Soit K un espace compact arbitraire^ et soit f une application continue
K->H. Il existe une homotopie h : K x I->H telle que Ao==/, et que



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES DE PLONGEMENTS. 871

l'image de K par hi soit dans L ; en plus, h peut être choisie arbitrairement
petite au sens de la top ologie faible sur H [i. e. si d est une distance sur H
compatible avec cette topologie, h peut être choisi de manière que

sup d ( f . (7 . ht.cr)
^k;tçl

soit arbitrairement petit].

DÉMONSTRATION. — Soit T un voisinage tubulaire de E dans F, difféo-
morphe à Ex[—ï, +j], on identifie T à Ex[—ï, +i], de manière que E
s'identifie à E x { o } . Soit (JÇ.K et soit (œ, y ) ç . E ' x[— i, 4-i], tels que
(/.o-).(^, j)e 77; on note ^a-^-'x et Y^.^.y les projections sur E et
[ — ^ - t - i ] respectivement du point (/.o-).(.r, j). Il existe un voisinage
symétrique J de o dans [— i, -+-1 "] tel que les applications

( Arx^Œ.j^^.eHom^^),
{ KxE^{f7, .^-^J^.eHonr^ [-1, -+-1])

soient définies; elles sont alors continues d'après I, (^.3.^), propriété 3, et
BOURBAKI, Topologie générale^ chap. X, § 2, proposition 9.

Ceci posé, la démonstration se fait en deux temps :

i° Cas particulier : il existe YÎ > o, tel que X^;y.x=-x pour tout
yç[—r^ +^î], tout xç.E et tout <jçK. — Pour tout (a, x ) ç : K x E , on a

dY,,,
—-,—- • o > o.dy

II existe donc Ç > o e t ^ € [ o , i] tels que, pour tout (o-, x)ç.KxE, on ait

(1 ) ——————.y^., pour tOUt J€ [-2;, 2^]

et par conséquent

( 2 ) (Y^.^.y — v y ) est du signe de 7, pourje[—;, Ç j .

Soit cp un difféomorphisme symétrique de J, de classe C30, tel que

^jj pour [ j l^vÇ/2,

• ' \^y » Ijl^;
et que

aî^(3) -,— a un seul zéro dans ) 'yÇ/2, Ç[.

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 3. 25
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Soit co la fonction définie par

i pour | y \ ̂  vÇ/2
/ / \ — îp. y — •yy
(4) ^^ /_ ,/ » </2^|y|^Ç,

- 0 » î ^ l j l .

a) est une fonction continue et paire, telle que

(5) 9.j==j(c,j.y) +vj( i—ûJ.j).

Notons -L-^- == d/. y ; on ay
â?ûû _ i d^
dy i — -y û(y

^ d^} ,
^y sannule aux extrémités de l'intervalle (vÇ/2, Ç) et d'après (3)

garde un signe constant dans >Ç/2, Ç( ; donc nécessairement :

, r \ d(x)
( b ) ' d y ' y < o ^WY j e )^ /2 ,Ç( ,

ce qui entraîne d'après (4) :

(?) GO . j > o pour tout y ç J ,

Soit ^ la fonction définie en I, (4.2), posons
vç.K,

Y^,t,^y=(^t)^.y)y^-^t)^.y))(Y^,,.y) pour t ç l '
xç.E,
je[-2Ç,2Ç].

Dérivons

^•^ (,.,)((«./)^^(|./))
-^•"(^-^^•--•'^(•-te-'X"-/))^^-/)-\ ^ / \ ay j

Bornons-nous par exemple à l'intervalle [vÇ/2, Ç]; on a alors, d'après (2 )
et (6) d'une part, ( i ) et (7) d'autre part

^,^(,.)((^)^(^.^_(,,)^.^^

•(I-(X.<)(&).J))v=(x.<)( r fï•J/)+(I-(y.<))1;>o.
Y"/ /
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II en résulte que pour tout (o-, t)ç.KxI, on définit un élément hf.a de //
en posant, pour tout xç.E :

( h t . ( J ) . ( ^ , y ) :
{^^<j;t;x'y) pour |j|^2Ç,
( f . a ) . ( ^ , y ) pour |j|^Ç

(étant entendu qu^en plus hi.(j coïncide avec/.cr en dehors de E x ./).
L'application

K x /3 (cr, ^) ->ht.^ç.H

est visiblement /--différentiable, elle est donc continue (pour la topologie
forte).

D'autre part, pour |j |^^Ç/2, (/^ .0-) . (œ, y) == (œ, j); donc a fortiori
Âi.crçZ.

Enfin, on a

sup d(f.a, ht.a)^ sup |r^.j|
<yeA', <e^ I r 1 ̂  ç, •X-€Ê', CTC^

qui peut être rendu arbitrairement petit, puisque Ç est arbitrairement petit.

2° Le cas général se ramène au i°. — Pour tout je J, ^o;y est une
application r-différentiable de E dans E qui est r-tangente le long de ÔE à
l'application identiques àeE\ et l'application A 30--^JT^; y dépend conti-
nûment de y au sens C°. Comme l'application a-^Aa; o est l'application
constante définie pare, il résulte du i° delà proposition 2 de II [cf. II, (1 .4- . 2)]
que si YÎ > o est assez petit, alors JT<j; y est un r-dineomorphisme de ^Tpour
tout o-e/r e t tout je[—Tî, Y]].

Soit (xj une fonction paire de classe C00, déunie sur/?, à valeurs dans [o, i],
nulle sauf sur )— YÎ, -|- Y l ( , égale à i sur [— Yî/2, ^î/2].

Soit % la fonction déjà utilisée au i°. Posons
creA,

((^îty.^^.y)^^),^)^^;/^^, j) pour xç.E,
yçf.

Posons ensuite, pour tout (o-, t ) ç K x I :

h ^^•a)o^•^)~l ^^X^
^(7 { /.cr sur F — (Ex J).

Pour tout (o-, t ) , ht.a est un élément de // qui vérifie la condition du 1°,
(ïî/2 jouant ici le rôle du Y] du i°) ; ht.a dépend continûment de (o-, t) au
sens 6 .̂ Enfin, il suffit de prendre f] assez petit pour que /^.o" soit [unifor-
mément en (o-, t)] arbitrairement voisin de/.o- au sens C°.

25.
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recollement r é g u l i e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II (5 .2 .2 )
recouvrement standard de W h i t n e y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II, (2 .1 .1 )
régulier au sens de WHITNEY. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II, (2 .1 .1)
régulière (décomposiuon ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II, (5 .2 .2 ) et III, (3 .1 .1 )
relations d ' i n c i d e n c e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II, (1 .1 .1 )
relèvement des petits c u b e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III, (2 .2 .1 )
restriction d'un système homogène de c a r t e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, ( 2 . 1 . 7 )
rétraction d ' A l e x a n d e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III, ( 3 2.2)
saturé (système de c a r t e s ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, ( 2 .1 .4 )
somme de S e i f e r t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II, (5 .2 .2)
sous-modèle, s o u s - v a r i é t é . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, (1 .3 .1)
sous-paire d'une paire de g r o u p e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III, (2 .1 .1 )
A'-sous-carte d'une / - - ca r t e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , ( 2 .1 .2 )
squelette d'une v a r i é t é . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .... , (1 .2 .3)
structure linéaire loca le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , ( 4 . 4 . 2 )
suppor t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , (1 .3 .2)
système de car tes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 2 . 1 . 6 )
totalement géodésique ( sous-variété ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , ( 3 . 3 . 4 )
tube ./^-géodésique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II (4 1.3)
tube ^-intérieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H ( 4 . 1 . 2 )
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tube local normal à une s o u s - v a r i é t é . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II, (2 .4.1)
tube normal à une s o u s - v a r i é t é . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, (3 .4 )
variété, — à bord, — sans b o r d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, (1 .2 .3 )
variété différentiablement éloilée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II, (5.3.2)
voisinage prismatique fermé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, ( 2.1.6)
voisinage prismatique o u v e r t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, (2 .1 .4)
voisinage tubulaire n o r m a l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I, ( 3.4 )

(Manuscrit reçu le 3i mai 1960,
remanié le 3 décembre 1960. )

Jen CERF,
M. Conf, Fac. Se. Lille,

23 bis^ rue Denfert-Rochereau,
Boulogne (Seine).


