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UNIFORMISATION ET DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE
DE LA SOLUTION

DU PROBLÈME DE CAUCHY LINÉAIRE,
A DONNÉES HOLOMORPHES;

ANALOGIE AVEC LA THÉORIE DES ONDES
ASYMPTOTIQUES ET APPROCHÉES

(Problème de Cauchy, Ibis et VI)

PAR

LARS GÂRDING, TAKESHI KOTARE
et JEAN LERAY.

« Regardez les singularités : II n'y a
que ça qui compte. »

Gaston "JULIA.

Sommaire.

Résultats. — Cet article décrit les singularités de la^solution u du
problème de Cauchy linéaire, à données holomorphes :

u est holomorphe en les points non caractéristiques de la sous-multi-
plicité S qui porte les données de Cauchy;

en les points caractéristiques de S, u peut être uniformisé (1) par une
application holomorphe, que définit un système différentiel ordinaire;
en général, u est algébroïde;

le support de la singularité de u appartient à la caractéristique (2) K
tangente à S;

par quadratures le long des bicaractéristiques engendrant K, on peut
construire un développement asymptotique de u : son reste d'ordre m

(1) rendu holomorphe par composition avec cette application.
(2) K est la réunion des bicaractéristïques issues des covecteurs caractéristiques de S.
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s'annule m fois sur S et est uniformisable (3) jusqu'à l'ordre m; ce déve-
loppement donne donc les dérivées de tous ordres de u, à des fonctions
bornées près;

le calcul de ces bicaractéristiques et du premier terme de ce déve-
loppement est celui de trajectoires de particules et d'une densité à'énergie-
impulsion conservative;

ce calcul fait correspondre au système différentiel linéaire que vérifie u
(équations d'ondes) une équation non linéaire du premier ordre :
V équation de Jacobi (4) (elle régit des particules associées à ces ondes);

ce calcul est analogue à celui des ondes approchées qu'emploie l'optique
géométrique; il fait correspondre, en employant la même équation de
Jacobi, à d'autres ondes, régies par le même système, d'autres particules :
celles que leur associe la Mécanique quantique.

Méthodes. — P. ROSENBLOOM [13] et L. HÔRMANDER [6] ont prouvé
le théorème de Cauchy-Kowalewski (°), dans le cas linéaire, par la méthode
des approximations successives; cette méthode permet de donner à ce
théorème une extension (chap. 1, n° 10) telle que la preuve (chap. 1,
n^ 11 et 12) du théorème d'uniformisation (th. 1, n° 4) se réduise à
ceci : par un changement de variables, on compense l'annulation du
polynôme caractéristique en les points caractéristiques de S [n° 11 : réso-
lution de (11.8)]. Le calcul du développement asymptotique de la solution
résulte, lui aussi, de ce changement de variables (th. 1, n° 4; chap. 2);
il emploie, en outre, un nouvel invariant, la matrice bicaractéristique (n° 3)
qu'emploie aussi la théorie des ondes approchées (th. 5, n°8; chap. 6).

Ce changement de variables, qui constitue une première uniformi-
sation, s'obtient en résolvant un problème de Cauchy, non linéaire,
du premier ordre, défini au moyen du polynôme caractéristique. D'autres
uniformisations plus simples (th. 2, n° 5; chap. 3; th. 3, n° 6; chap. 4)
s'en déduisent en explicitant la solution de ce problème du premier
ordre : elles s'obtiennent en résolvant un système différentiel, du type
d'Hamilton, qui est défini au moyen de ce même polynôme caracté-
ristique.

L'interprétation mécanique du premier terme du développement
asymptotique au moyen d'une densité d'énergie-impulsion conservative
de particules consiste à caractériser ce premier terme par un invariant
différentiel des trajectoires de ces particules (th. 5, n° 7; chap. 5); l'ana-

(3) Ce reste est la différence entre u et la somme des m premiers termes du déve-
loppement; il peut être uniformisé en même temps que toutes ses dérivées d'ordres ̂  m;
c'est ce que signifie : uniformisable jusqu'à l'ordre m.

(;t) Elle n'est pas entièrement déterminée par la donnée de ce système.
(5) Rappelons que ce théorème a été généralisé par RIQUIER, JANET et LEDNEV [10].
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logie de cette interprétation avec l'association de particules à certaines
ondes approchées résulte d'une caractérisation analogue de ces ondes
approchées (th. 6, n° 9; chap. 7).

Applications que ne développe pas le présent article. — Les
résultats qui précèdent permettent d'analyser les singularités de la solution
d'un problème de Cauchy à données analytiques non holomorphes ; il faut
d'abord définir et étudier (cf. l'article : aperçu de [V]) les transfor-
mations fonctionnelles qui transforment en solutions de tels problèmes
la solution d'un problème à données holomorphes (solution unitaire).
C'est ainsi que l'article « Problème de Cauchy [IV] » a décrit les singu-
larités de la solution élémentaire d'un opérateur différentiel hyper-
bolique; [IV] se contente d'employer le premier terme du dévelop-
pement asymptotique qu'expose le présent article; l'emploi d'un plus
grand nombre de termes donnerait une paramétrix de l'opérateur hyper-
bolique.

Ce développement asymptotique, qu'expose le présent article, garde
un sens quand on ne suppose plus les données holomorphes; il pourrait
donc servir à calculer les dérivées de tous ordres d'un problème de Cauchy
hyperbolique, bien posé, à des termes près qui resteraient bornés quand
ce problème tendrait vers un problème mal posé.

Enfin la théorie des ondes approchées, que le présent article développe
et où il introduit la matrice bicaractéristique, est certainement d'un
emploi commode en Optique géométrique.

Historique. — L'article « Problème de Cauchy [I] » avait donné,
pour une seule équation, une preuve tortueuse du théorème d'uni-
formisation; en déduire le développement asymptotique de u était
impossible; seul, son premier terme avait été obtenu : résumé de [VI].

Introduction.

1. Énoncé du problème de Cauchy.

Donnons-nous une multiplicité (6) analytique complexe X, de dimen-
sion complexe L; x désigne un point de X; (x\ . . . , ^L) sont les coor-
données locales de x; la dérivée de u par rapport à x est notée

au. , , à'-uu^i== —-, ; de même u^i ̂  = . , , -, •ôx1 5 ôx1 ôx^

(6) Variété sans singularité.
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Donnons-nous aussi un espace vectoriel complexe 2 : nous étudions
un problème dépendant du paramètre $€3.

Donnons-nous sur X un système d'équations aux dérivées partielles :

(1. i) a;(x, à ) î e, x) == ̂ Ê, x) (^ v = i, 2, ..., M),
\ ux /

où : les a^ sont des opérateurs différentiels linéaires à coefficients holo-
morphes, constituant une matrice carrée; les v^ sont des fonctions holo-
morphes données, constituant les composantes d'un vecteur v; les u^
sont les fonctions inconnues; ce sont les composantes d'un vecteur u.

Nous convenons qu'il y a sommation par rapport à tout indice répété
deux fois dans un monôme :

M

a^=^a^.
\L=l

Choisissons des entiers m^ et n^ tels que

ordre (a^)^ n^—m^- [ordre (o) =—oc],

sup|Vordre(a^)| =2^—]^(1.^) ^,
[t-

(7 ^^ -——— -———
L ^ J ^ ^

a- désignant une permutation arbitraire de (i, ..., M).
D'après VOLEVIÊ [14], un tel choix est toujours possible, sauf si tous

les a^ sont nuls, ce que nous excluons; en général, il est possible de
plusieurs façons. Nous dirons que m^ est l'ordre de u^ et que n'' est l'ordre
de y\

Les données de Cauchy sont :
— une sous-multiplicité analytique *S(;) de X, de codimension i^

dont l'équation locale

S(0 : sÇ,, x)=o (s^o)

dépend linéairement de ^;
— des fonctions holomorphes w^Ç,, x) :
— enfin un entier

(1.3) n^supn\
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Le problème de Cauchy consiste à trouver une solution de (l.i) véri-
fiant les conditions de Cauchy (7).

(1.4) iï^,x)— w^(^x)

s'annule n—m^ fois sur S(^).
Vu (1. i), ce problème n'est évidemment possible que si

(1.5) ^ (;, x) — a^ (x, . \ w^ (Ç, x) s'annule n — n^ fois sur 5 (Q,
\ o x }

ce que nous supposerons.

2. Les notions qu'emploie l'uniformisation.

Nous notons (x, p) un covecteur d'origine x, de composantes.
p==(pi , . . . ,p^); par exemple, le gradient au point x d'une fonc-
tion f(x) est le covecteur

fx=(f^, . . ., /^).

Le produit scalaire en x d'un vecteur dx et d'un covecteur p est noté

p. dx = pi dx1 +... + PL dx1',

Nous nommons polynôme caractéristique de l'opérateur a^x, , ); dont\ dx /
l'ordre est ^n^—m^, la somme des termes de degré n''—m^ du poly-
nôme (8) a^(x, p) de p; nous le notons

^ P).

Ce polynôme dépend du choix des entiers n^ et m^\ mais il ne dépend
pas du choix des coordonnées; en effet g^(x, f^) est le coefficient du terme
de degré n^—m"- du polynôme en ûo,

e-^f^a^x0^^^.

Nous nommons polynôme caractéristique de la matrice ( a^( rr, ,- ) ) le
. \ \ o x ) /déterminant

dét(^(rr,p));

(7) CAUCHY-KOWALEWSKI supposent tous les seconds membres y du même
ordre n'' = n; ils font, de ce fait, des hypothèses que détruisent les opérations suivantes:

— adjoindre aux inconnues certaines de leurs dérivées et remplacer à volonté
dans le système ces dérivées par ces nouvelles inconnues;

— passer au système adjoint (au sens de Riemann).
(8) Autrement dit : la partie principale de ce polynôme.
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vu (1. s), c'est un polynôme en p, homogène de degré

2^-2^ = su? fS0^^))];v p- a L v J
il est indépendant du choix des coordonnées : en effet chacun des g^(x, p)
est indépendant de ce choix; il est indépendant du choix des n^ et m"- :
en effet, vu (1.2), il est la partie principale de dét (a^(x, p)), considéré
comme un polynôme en p de degré V/î^—^m^,

^ pi
Nous nommons fonction caractéristique de cette matrice (aî) toute

fonction g(x, p), homogène en p, multiple (9) de dét(g^(x, p)) au voisi-
nage de l'ensemble des covecteurs (x, s^) de 5(E) : le théorème 2 aura
besoin de choisir cette fonction caractéristique homogène de degré i,
donc différente du polynôme caractéristique (sauf si le système se réduit
à une équation d'ordre i). •

Quand g(x, p) est tel que ^/dét(^) -^ o, les définitions suivantes
sont indépendantes du choix de g : on nomme

— points [covecteurs] caractéristiques de S(^) ceux de ses points x
[de ses covecteurs (x, s^)] vérifiant g(x, s.r) = o;

— bandes (10) bicaractéristiques de X les bandes vérifiant le système ( l l),
nommé système bicaractéristique :
/o \ dx dp , .<2-0 ^P)"^^)' ^'^=0;

— courbe bicaractéristique la courbe que parcourt x quand (x, p)
parcourt une bande bicaractéristique;

— caractéristique K(i) tangente à S(i) la réunion des courbes bicaracté-
ristiques issues des covecteurs caractéristiques de SÇ);

— conoïde caractéristique K(y) de sommet y la réunion des courbes
bicaractéristiques issues d'un point donné y e Y.

Le système (2.i) est un système d'Hamilton d'un type particulier,
pour lequel la forme différentielle p.dx est invariante (12). On a donc,

(9) telle que gidét (^) soit holomorphe au voisinage de ....
(10) Une bande est, dans l'espace des covecteurs (x, p) de X, une courbe, le long de

laquelle p . dx == o.
(u) (2. i) signifie que {dx\ ..., dx1', dp,, ...,dp^ sont proportionnels à (^ . ...,—^z,).
(12) Autrement dit : quand (x, p) et (x + dx, p + dp) décrivent deux bandes

bicaractéristiques infiniment voisines, alors p.dx est constant : p.dx s'exprime au
moyen des intégrales premières de (2. i).

On le prouve en vérifiant que, sur la multiplicité g(x, p) = o, (g^ g^) ̂  o, le sys-
tème (2. i) est le système caractéristique de la forme p.dx, au sens d'É. CARTAN [3],
chap. 8.

Il est essentiel que l'équation g(x, p) = o soit homogène en p.
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sur la réunion des bandes bicaractéristiques issues des covecteurs carac-
téristiques de S(î) ou de y :

p.dx == o;

aussi nomme-t-on covecteurs de K(i) ou de K(y) les covecteurs appar-
tenant à cette réunion; KQ et K(y) vérifient donc V équation caracté-
ristique

g(x, p) =o;
•c'est-à-dire

g(x, k,) = o,

en les points où K est une hypersurface d'équation k(x) == o.
Les deux conditions suivantes sont donc équivalentes :

ye^©;

K(y) et S(c.) sont tangents, c'est-à-dire ont un covecteur commun.
NOTE. — Si g(x, p) est identiquement nul, la conclusion de nos raison-

nements est vide (l:î).
NOTE. — Nos conclusions sont d'un intérêt minime aux points y

de S(:) tels que (x, s y) annule deux ( l4) fois g(x, p); mais alors on peut
parfois procéder comme suit.

NOTE 2.1. — Si la matrice (^) est une somme directe de sous-
matrices 7, il faut, pour obtenir des conclusions intéressantes, choisir g(x, p)
multiple non pas de dét(^), mais de chacun des dét(y); nos conclu-
sions restent vraies, compte tenu de la note 3.1 ; la modification à apporter
à la preuve du théorème d'uniformisation est banale et évidente; les
notes 3.1, 16.1, 19.1, 22.1, 23.1 disent comment est modifié le calcul
du développement asymptotique.

Points exceptionnels. — Un point caractéristique x de S(i) est dit
exceptionnel quand il possède au moins l'une des deux propriétés
suivantes :

i° *S(£) et le conoïde caractéristique K(x) sont tangents, au voisi-
nage (10) de x, en une infinité de points [le lemme 15.2 prouve que S(^)
et K(x) se touchent alors le long d'une courbe analytique passant par x;

(13) par exemple, dans le théorème 1 : ï[t, x] = s(x); u'^o ̂  désigne u^sÇx), x),
qui est donnée.

(u) c'est-à-dire annule g, g^ et g . En un tel point y , on a, avec les notations du n° 4 :
^ y) = Y. P{t, y) = s y, Ç[/, y] = s (y), iz^o ^ = ^(s(y), y),

qui est donnée.
(15) On emploie seulement la partie de K(x) voisine de x : elle est engendrée par

les arcs bicaractéristiques, issus de x et suffisamment petits.
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si le vecteur bicaractéristique gp(x, Sx) n'est pas nul, alors cette courbe
est régulière en x et est tangente en x à ce vecteur],

2° La courbe bicaractéristique issue du covecteur (x, Sx) de 5(Ï)
consiste en le seul point x.

Exemple. — Tous les points d'une bande bicaractéristique appartenant
à S(î) sont exceptionnels.

Exemple. — Un point x, où g(x, p) = o implique ^= o, est excep-
tionnel.

3. Les notions qu'emploie le développement asymptotique.

Supposons donné un élément de volume de X, c'est-à-dire une forme
différentielle holomorphe de degré maximum,

p (x) dx1 A • • • A dx1', où p (x) -^- o ;

la matrice adjointe (a*^) de (û^) est définie, suivant Riemann, par la
condition

p [v(a^u) —(—îV-^uÇa^u)] dx1 A . • • A dx1-

est la différentielle d'une forme dont les coefficients sont bilinéaires par
rapport aux dérivées de u et de v. Explicitement : si

^(.^àx) =:2aa(tr)y où a = = ( a J 5 • • - a ^
a

alors

(3.i) ^^.^^(^^^^(-ir-^-i^^Jp^aa^P^^
a

Le polynôme sous-caractéristique de a'^ est, par définition, la somme
des termes de degré n'—m^—i en p de

il^[a;(x,p)—a^(x,p)],

qui est un polynôme en p ayant au plus ce degré; c'est donc le poly-
nôme caractéristique de

ll^{x'^)-a^(x'^)}
il ne dépend donc pas du choix des coordonnées. Explicitement, si

^(x, p) = g^(x, p) + g'^(x, ?)+...,
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^» ffï» • • • étant de degrés décroissants n^—m^, n^—m"-—i, ..., alors

a^(x,p)=^(x,p)+^^^-g',(x, ?)+. . . ]

et le polynôme sous-caractéristique de a'^ est donc

^3 ^ i^x D}-a^ ï à2(?g;)
< t5•2) J^P)-9^ ,p^^

^ et a*^ ont le même polynôme caractéristique et des polynômes sous-
caractéristiques opposés :

9^=9^ J^=-J^

Autrement dit : la matrice caractéristique ( g * ^ ) de l'adjointe (a*^) de
la matrice (û0 s'obtient en transposant sa matrice caractéristique (^);
la matrice sous-caractéristique (j^), en transposant et multipliant par— ï
sa matrice sous-caractéristique (j^).

Une matrice (û^) self-adjointe a donc une matrice caractéristique symé-
trique et une matrice sous-caractéristique antisymétrique.

Le vecteur h(x, p) et le couecteur Ï)(x, p). — Les covecteurs (x, p) de X
vérifiant

<3.3) g (x, p) == o, (^, g p ) ̂  o

constituent une multiplicité analytique, où dét(^) == o. Notons (G^;)
le produit par g de la matrice inverse de (^); autrement dit, G^ est le
mineur de (g^) :

G^(x, p) est holomorphe au voisinage de l'ensemble des covecteurs (x, s.r)
de 5©;

dg^G^dg^ (mod^);

donc, sur la multiplicité (3.3), (G^^o.
Au voisinage de chaque point de la multiplicité (3.3) on peut donc

définir un vecteur h(x, p) de composantes h1, . . . ,7^ et un covec-
teur î)(x, p) de composantes t)i, . .., Î)N tels que .

(3.4) ^=o, g;î)^o, G^h^, dg^h^dg^ (modg).

Les restrictions de h et t) à cette multiplicité sont évidemment définies
à la multiplication près de h par y et de Ï) par i//*, f(x, p) étant une fonction
holomorphe, arbitraire, ne s'annulant pas.
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La fonction j(x, p) est définie localement sur la multiplicité (3.3); c'est
la forme bilinéaire de (h, h^ h,) et (I), ï).,, Ï^) que voici :

(3.5)

•g; ^
àg^ à^

h^
ôh^

j ( x , p) == h^(x, p)j^ +1/2 àx^ àx^ àx^

àh^ àg^ ^
àp\ àp^ 6^

La fonction J(x, p ; y , q) est définie quand les deux covecteurs (x, p)
et (Y. q) appartiennent à une même bande bicaractéristique, c'est-à-dire
à une même solution de (2.i); la définition de J s'obtient en complé-
tant (2.i) comme suit : quand (x, p) varie, (y, q) étant fixe, alors

dx dp
(3.6) \ 9 p ( x , p )

__ ^_ dJ(x, p; y, q)
g.^(x,p) j ( x , p ) J '

^O/» ^;ï/^)=i.

g(x, p) == o,

La matrice bicaractéristique G^(x, p; y , q) est d'abord définie sur l'en-
semble des couples de covecteurs (x, p ; y, q) appartenant à une même
bande bicaractéristique : sur cet ensemble, sa définition est

(3.7) G^(x, p; y, q) == i/P^)^(rc, p ) J ( x , p; y, q)^(y, q)

et ses propriétés, qu'établira le n° 21, sont les suivantes :
i° G ^ ( x , p ' , x , p ) = G^(x,p).
2° G^(x, p ; y, q) est homogène en (p, q).
3° G^(x, p; y , q) dépend de g, g^ et g^, sans dépendre des choix

de p, h et I); alors que h et t) ne sont définis que localement, G^ est donc
définie globalement.

4° Multiplier g(x, p) et G^(x, p) par une fonction holomorphe F(x, p)
multiplie G^(x, p; y, q) par \/F(x, p) F (y, q).

5° La matrice bicaractéristique (G*^) de la matrice adjointe (a*'^)
de (û^) s'obtient en transposant sa matrice bicaractéristique ( GÇ) mul-
tipliée par p(.r)/p(y) et en permutant (x, p) et (y, q) :

G^(y, q; x, p) = ̂  Gï(x, p; y, q).

6° Si, pour un choix convenable de p, la matrice (ff^) est self-adjointe,
alors

(3.8) G^x, p ; y, q) == ± ̂ /^ Gî(x, p) G^(y, q).
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Nous étendrons la définition de G^(x, p; y , q) à tous les couples de
covecteurs (x, p), (y, q) appartenant à une même solution du système
différentiel

dx __ dp
9 p ( ^ P ) ~~ 9^,P)'(3.9)

nous le ferons de sorte que G^(x, p; y , q) soit holomorphe et ait la
propriété i° : c'est évidemment possible, au moins localement.

Si le système (l.i) se réduit à une seule équation

^(^^)u(^x)=u^,x),\ ux /

et si n^ = n, alors nous supprimons les indices ^ et v et prenons m^- == o :

M=i , n^==n, m^=o;

quand g est le polynôme caractéristique, nous choisissons, en accord
avec (3.4)'. :

h=î, I) = = i ;

donc j(x, p) est le polynôme sous-caractéristique, qui est défini même
quand g ( x , p ) ^ o ; dans les définitions (3.6) et (3.7) de J et G
nous supprimons la restriction g(x, p) == o : la fonction bicaracté-
ristique G(x, p; y , q) est définie sans ambiguïté pour tous les couples de
covecteurs appartenant à une même solution de (3.9).

NOTE 3.1. — Supposons qu'on ait réalisé l'hypothèse (3.3) en
employant la note 2.1 : la matrice (^) est une somme directe de matrices

ï=(^), où ^ .e tveM(Y),

les M(y) constituant une partition (1(;) de i, ..., M;

g^== o si ^çM(^) et V^M(^.

Notons G^(x, p) la somme directe du produit par g des inverses des
matrices y. Au voisinage de chaque point de la multiplicité (3.3), on
définit, pour chacune des sous-matrices y, un vecteur ^h(x, p), de compo-
santes A^[^.eM(Y)] et un covecteur yî), de composantes Ï)v[^eM(v)].
En remplaçant dans (3.5) h et Ï) par ^h et pt), c'est-à-dire en y pre-
nant p.eM(a) et VÇM(^), on définit une fonction numérique ^](x, p)
sur la multiplicité (3.3); en particulier :

(3.io) y=^^^v, où p-eM(a) et ^çM^, si a ̂ (3.

(16) [ I M ^ == { i , 2, ..., M }, M^r\M^== o si a ^ p.
ï
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Définissons des fonctions numériques ^J(x, p; y, q) de deux covec-
teurs (x, p) et (y, q) appartenant à une même bande bicaractéristique,
par les équations analogues à (3.6) :

dx ___ dp ___ d ^J(x, p ; y, q)
9p(^ P) g^ P) Jj(rr, p) ^J

pour dy = dq == o, g(x, p) = o;<3.ii)

^(î/» ̂  V ' q ) = î si a == (3, =o sinon.

Définissons enfin comme suit la matrice bicaractéristique sur l'ensemble
des couples de covecteurs (x, p; y , q) appartenant à une même bande
bicaractéristique :

<3.12) G^(x, p ; y , q) = ̂ /^h^(x, p) ^J(x, p ; y, q) ̂ (y, q),

a et (3 étant définis par les conditions

^eM(a(, ^eM(p).

Cette matrice possède encore les propriétés i°, 2°, 3°, 4° e^ 5°; (3.8) ne
vaut plus. On prolonge comme ci-dessus cette définition à l'ensemble
de tous les couples de covecteurs appartenant à une même solution
de (3.9).

4. Uniformisation portant sur un paramètre.

Nous supposons dim ̂  == i et l'équation SÇ,) résolue en ^ :

SÇ): s(x)-^=o.

Soit u(i:, x) une fonction, holomorphe au moins en un point de *S'(;);
soit ^[t, x] une fonction numérique de la variable numérique t et du
point x, holomorphe pour t petit (17) et telle que ^[o, x] = s(x);
notons uoÏ, la fonction composée de u(^, x) et î,[t, x] :

uo^==u(î,[t, x], x);

nous disons que i[t, x] uniformise u(^, x) quand uo^ est une fonction
de [t, x] holomorphe pour t petit (17); nous disons que î,[t, x] uni-
formise u(Ç, x) jusqu'à l'ordre m quand î,[t, x] uniformise u(^ x) et
toutes ses dérivées d'ordres ^m; vu la formule (ll.i) de dérivation

(n) \t\ <^).
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d'une fonction composée, il suffit que Ç[/, x] uniformise les dérivées
de u en \ d'ordres ^m; nous les notons

"7(S^)==(—^y"e,rr).

Nous disons que u(^ x) admet un développement asymptotique

"M-2 "-M
r=0

quand nous avons (l8), pour o^j^m :

(4. i) 1 "7—^ u7} j o ^ =E o [modZ, donc (lf)) mod^1-^].

La définition (4.i) équivaut à la condition

/ m \
(4.2) ^ "/.—^ u,̂  j ° \ == o, u7 o ^ = o (modQ, si j < m ;

\ r=0 /

cette condition montre en particulier que î,[t, x] uniformise u7 (;, a;)
jusqu'à l'ordre r — i et que yo^ s'annule r fois pour t = o.

La formule (l l . i) de dérivation d'une fonction composée permet
d'écrire (4.2) comme suit :

(4.3) I (u — u°) o Ç EEE o (modZ) ;
r/ m~l \

^(U;;î_,o0^1 (u^-^U^)oÇ

L \ ^==o /
[mod(^<)] si o <m;

u')1 o ; ̂  o (mod t) si o ̂ j ̂  m.

Par suite, construire le développement asymptotique le plus général (20)
de u, c'est obtenir l'expression de

^(";;!-^9 [mod(^)],

(18) F •== o (modf) signifie que Fff est holomorphe.
(19) Vu la formule (ll . i) de dérivation d'une fonction composée.
(20) C'est ce que fait le théorème 1. Mais, bien entendu, ce qui est intéressant, c'est

de construire, le plus simplement possible, les premiers termes d'un développement
asymptotique particulier : quelques-uns des corollaires et exemples le font.

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 3. 1g
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en fonction de u°, . .^u^-1 vérifiant (4.2) : si Fon choisit u^ tel

que „ (u;;î_i o Ç) ait cette expression mod (^) et que (21) u;" 0 ^ = 0 (mod 0

pour o^j <m, alors u°, ..., u^ vérifient eux aussi (4.2).
La définition (4.i) et le lemme 11 montrent ceci : la connaissance

d'un développement asymptotique de u jusqu'à l'ordre m, c'est-à-dire la
connaissance de u°, ..., u"1, permet le calcul des dérivées de u d'ordres r^m,
à une fonction bornée près, que î\t, x\ uniformise et qui, composée
avec î,[t, x], s'annule m—r+i fois pour t = o.

La fonction uniformisante î\t, x] sera la solution du problème de
Cauchy non linéaire du premier ordre
(4.4) \t 4- g (x, ̂ ) = o, \ [o, x] = s (x).
La résolution de ce problème, que rappelle le n° 13, est classique :
soit x(t, y), p(t, y) la solution du problème de Cauchy ordinaire :

(4.5) ^ = gp(x, p), -^ =—y^, x(o, y) =y, p(o, y) = Sy;

on a, N désignant le degré d'homogénéité de g(x, p) en p :

l[t,x]==s(y)+(N-i)tg(y,s,),
(4.6) U^ x] =p, ^[t, x] =—g(y, Sy) ==—g(x, p),

pour x = x(t, y), p = p (t, y).

Les fonctions qu'emploie le développement asymptotique sont la matrice
bicaractéristique (n° 3), le déterminant fonctionnel

D(x) ^.àx^^y) , . D(y) /D(x)—v-/ = det——-4— et son inverse —^ = i/fïT-r-D(y) ày^ D(x) / D(y)

Nous emploierons une variable numérique î variant de o à t et nous
noterons

fî \ - (î \ D(x) D ( x ) / D ( x )x=x{t,y\ p=p{t,y\ ^=^y/^y.
Voici le théorème essentiel :
THÉORÈME 1.
i° CAUCHY-KOWALEWSKI. — En chaque point non caractéristique

de 5Q, le problème de Cauchy (n° 1) possède une et une seule solu-
tion u^, x), qui soit holomorphe.

(21) Vu la formule (11. î) de dérivation d'une fonction composée, les u ' ^ o ï ,
(j = m -— 2, ..., î, o) se déduisent des u^_^ o ^ par les quadratures

^(^o^)=-^(^o0, i z 7 o S = o pour f = o .

Rappelons que uy désigne um,


