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SUR UNE CLASSE D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES
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Introduction.

Plusieurs auteurs ont étudié des problèmes aux limites elliptiques
dans des espaces de Sobolev avec poids. On peut renvoyer par exemple
à GEYMONAT et GRISVARD [8], LIZORKIN et NIKOL'SKIJ [26], MOREL [28],
ainsi qu'à leurs bibliographies.

Ils ont ainsi étudié des problèmes aux limites pour des opérateurs de
la forme
(i) '^A(D),

(*) Thèse Se. math., Paris, 1967.
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où A(D) est un opérateur elliptique dans l'adhérence d'un ouvert i2
de R71, et ^ une fonction s'annulant sur son bord r (ou devenant infini).

Notons que KIPRIJANOV [12], LIZORKIN [25], etc. ont examiné des
problèmes voisins.

Le but de ce travail est d'étudier des problèmes aux limites dans des
espaces du type L2, pour une classe d'opérateurs elliptiques dans i2 qui
dégénèrent au bord (i. e. qui cessent d'être elliptiques sur F). Nous ne
supposons pas la dégénérescence totale comme dans (i). Plus précisément,
nous considérons des opérateurs de la forme

(2) A (û) = A* A + cp P B (D) cp F,

où A est un opérateur d'ordre i défini dans i2 et transversal à r, B(D) est
un opérateur elliptique d'ordre 2 dans i2, <p est une fonction C* telle que r
soit défini par cp (x) == o, enfin p est un entier positif.

Nous nous limitons ici, au cas des opérateurs d'ordre 2, mais les
méthodes utilisées et les résultats obtenus pourraient probablement être
étendus à l'ordre supérieur.

Chapitre J. — Dans le chapitre I, nous étudions des espaces de Sobolev
avec poids dans le demi-espace R" == { ( x , y), y > o }.

Désignons par W'̂ o:, s) l'espace des fonctions u dans R^ vérifiant

y^eL:(7P(R-1)),
JD^ueL^R;).

Nous démontrons l'inclusion

W^a.^cW^fS.r),

avec

-^^a, r^^-t^
2 ' — a -\-m

ainsi que le résultat de « dérivée intermédiaire » suivant :

w^,^w.(-^),
U Y^Dyll,

Nous utilisons, ensuite, ces résultats pour établir des « lemmes de
commutation » utiles aux chapitres suivants.

Chapitre I I . — Le chapitre II est réservé à la régularité des solutions
des problèmes de Dirichlet et de Neumann pour l'opérateur A(D) défini
par (2). Ainsi on démontre que, si le second membre est dans JF(^2)
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(k entier ̂  o), et u est la solution, on a
(3) A2 u ç H1- (^), cp2? u e J^+2 (^).
JF(^) étant l'espace habituel de Sobolev d'ordre /c.

Nous utilisons, pour cela, la « régularisation elliptique » qui consiste
à approcher (2) par un opérateur elliptique non dégénéré (en lui ajou-
tant — sA). Ceci nous permet de considérer notre solution comme « limite »
d'une suite de fonctions C* (voir KOHN et NIRENBERG [14], LIONS [15],
OLEJNIK [3l], etc.).

Nous nous ramenons, ensuite, au cas du demi-espace et nous utilisons
les résultats du chapitre I.

Nous remplaçons l'utilisation des « quotients différentiels », dans l'étude
de la régularité, par celle des dérivations fractionnaires parallèles au bord,
comme le font KOHN et NIRENBERG [14].

Notons que nos résultats [(3) par exemple] sont plus précis — dans
ce cas — que ceux obtenus par ces auteurs dans un cadre voisin et plus
général.

Chapitre I I I . — Soit U un ouvert de R" vérifiant ̂  c U. Nous supposons
que l'opérateur (2) est donné dans U. [A étant toujours transversal à r,
bord de i^, défini par ^(x) = o.]

Nous démontrons des résultats de régularité à 1' « intérieur » par des
méthodes semblables à celles du chapitre précédent. Nous en déduisons,
en particulier, l'hypoellipticité de cet opérateur dans U.

Notons H (A) l'espace des u appartenant à H°(^) et telles que
A(D) ueJP(^). Nous montrons, alors, à partir du résultat précédent,
que ^)(^) est dense dans H (A), et que u^(yu , yAu) se prolonge en
une application continue de H (A) dans

jjr-'/^+n(r) x jî-w?+-')(r).
Nous démontrons, enfin, que nous avons les deux isomorphismes

H{A) l^^ ^JP(^) X ̂ -^-^(r),

H(A) i^^jp^) x iï-^+^r),
ce qui étend des résultats de Lions et Magenes dans le cas elliptique
{voir [23]), aux opérateurs que nous considérons.

Je suis très heureux de pouvoir exprimer ici toute ma gratitude
à M. Bernard MALGRANGE à qui je dois ma formation mathématique.

Je remercie également M. Jacques-Louis LIONS pour tout l'intérêt
qu'il a porté à mes recherches, et M. Laurent SCHWARTZ pour ses continuels
encouragements. Je leur suis très reconnaissant de m'avoir permis
d'exposer l'essentiel de ce travail dans leur séminaire (1965/1966).

Ma reconnaissance va également à M. Jacques DENY qui a bien voulu
me proposer le sujet de seconde thèse et présider le Jury.



CHAPITRE I.

Espaces de Sobolev avec poids.

1. Espaces avec poids.

Soient A et B deux espaces de Hilbert séparables. On suppose que A c B,
algébriquement et topologiquement, A étant dense dans B. On définit,
alors, un opérateur A auto-adjoint, positif, non borné dans B, tel que A soit
le domaine de A1/'2 :

A =Û(AV2).

On pose, comme dans [18], pour o ̂  9 ̂ i :

Ai-9^9=D(A(1-0)/2).

Si X est un espace de Hilbert, on désigne par L'-(X) [respecti-
vement 14 (X)] les classes de fonctions y ^> u(y) de carré intégrable
sur R (respectivement R+ = { y e R, y > o } ) à valeur dans X. On munit
ces espaces des normes

/ -+- \v^
" 1 ^ ( X ) = ( ^ J \u(y) xdy ) ,

/ r00 N
\U\L^(X)==[ / l"0/)l i^/

Wo y

Désignons par W^a, A, B) les classes de fonctions u telles que

(1.1) y^eL^A),
(1.2) u^çL^B)

(a désignant un nombre réel, m un entier positif, et u^ la dérivée d'ordre m
de u).

Nous prenons pour norme :

|" ^-(a,^,5)= ( \ y " U 4.(^)+ ^m) ^(fi))17'2.

Si u€W^(a, A, B), LE^"^ est intégrable sur [o, i], et u', . . . , u^-1) sont
égales, presque partout, à des fonctions absolument continues sur [o, i]
à valeur dans B. Nous pouvons donc définir des traces à valeurs dans B :

y u == (Yo ", .. . , ïm-i "), avec y, u = u^ (o).

Désignons par W7"^, A, B) les u appartenant à W^^a, A, B) telles
que yu == o.

Nous avons le théorème suivant :
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THÉORÈME (1.1). — Pour tout nombre réel a, tout entier m positif et
tout 6, o^ 6 ̂ i, nous avons l'inclusion algébrique et topologique

W^a, A, B)cWm^, A^B\ B),

avec P=(i—9) a—6m.

Démonstration.
i° On commence par démontrer le théorème pour 6 = i (i. e. [3 ==—m).

yu étant nulle, on a pour tout ueW^a, A, B) :

^=-rdtJlldt,....flm-•^^
y y «/n i/n t-/n

ou encore

"(y) ^I r^i r^.../iu^ni r 'd t i r^dt,
y " 1 B - y j , tj, t. 1 I" ^U^(t,n)\sdt,n

et finalement, en appliquant m fois l'inégalité de Hardy, on obtient

(1.3) "^ -Cl..,.»!,,.,,

où C est une constante indépendante de u. Ceci démontre le théorème
dans le cas p = — m.

20 Soit ueW^a, A, B). On a, d'après (I. i) et (1.3) :

( ï ^ [^u €LÎ(A)Î(^u eL:(A),
1 y^uçL^B),( l ' ^ ) } -—.,.-^ r./^

Ç = Ç + l Y ^ étant un nombre complexe, considérons la fonction holo-
morphe à valeur dans L^(B) :

w^y^^y^-^-^uÇy).

Nous vérifions à partir de (1.4) :

( w(ir], y) €L^(A), sup ] w(iri, .) L^)<+ oo,
Tl

w(i+ irî, y)çL^(B), sup |w( i+ i 'Y î , .)\L^(B)<+^.
\ r,

Nous avons, alors, en utilisant la théorie de « l'interpolation holo-
morphe » (voir [5], [21]) :

^-^-^uQ/) =w(6, y)e[L:(A), L:(B)]o,
|w(6, .) ^^L^B^C^y^u L^)+\y-mu L^).

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 1. 4
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Comme [14 (A), L^B)]^ coïncide avec L^A1-9^9) (cas hilbertien de
l'interpolation holomorphe), nous obtenons finalement (') :

1 u l/^(i3,^^-0^0,fi)^^l " l^m(a,^,5)*

Ce qui démontre le théorème.
THÉORÈME (1.2). — Pour tout entier m et tous nombres réels a et j3,

vérifiant —-<p^a, nous avons l'inclusion algébrique et topologique

W^(a, A, B)cWm(^ A1-0^9, B),

avec 6 == ——p .
a + m

j ^ _ 3
Démonstration, — Supposons — - < 3 ^ a , et posons 6=—— r - -2 — r a + m

D'après [19] et [24], l'application u ̂  yyu(j= o, . . . , m—i) est linéaire,
continue et surjective de W'"(a, A, B) dans A1"8^0/ avec

„ 2 m — 27 — i ^
I-9^ .(a+^n) <2)-

De même u h > y / u est linéaire, continue et surjective de
W^P, A1-9^9, B) dans [A^B^-^B^ avec

Q, _ 2 m — 2j — i
I— /== 2(^+7n)

comme ( i—6) ( i — O y ) =(i—9y), on voit que les deux espaces
W^(a, A, B) et W^(i3, A1-0^9, B) admettent les mêmes traces. Nous
avons besoin du lemme suivant :

LEMME (1.1) (Relèvement). — I I existe une application linéaire et continue
R, (j =o, .... m— i) de A1-0^0/ dans W^a, A.^nW^, A1-0^9, B)
Ze/Ze que, pour tout f appartenant à A^-^iB^i, on ait

-(k(Rjf)=o pour k^j,
T/^/D-A

avec
ï . 0 n 2772 —— 2 7 —— 1 . a —— 3

— • - - — 7 <,3^:a, 1—6,=—.———.— î 0 ==—T—-2 " — y 2(a+77î) a+m

Démonstration du lemme. — Comme dans [18], nous utilisons le théorème
de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints (uoir[Q]). Il existe une

(1) La lettre C pourra désigner des constantes différentes.
(2) En effet, avec les notations de [24] quand u parcourt ^"(a, A, B), y^u parcourt

TJ (2, x. A; 2, o, B) qui est égal à T (2, y. A; 2, y, B) (théorème 2.2 de [24]). Mais
d'après [19], ce dernier espace est bien A1" >B ^ avec 7 + 1/2 = 6...
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.©

somme mesurable d'espaces hilbertiens H = f H^d^C^) [avec À ^ o

et d^(/) une mesure positive], et une isométrie T de B sur H telle que

ue£)(ÀF) équivaut à ^TuçH.

Soit cp€cD(R) avec cp( i / )==i dans un voisinage de l'origine. On se
donne feA1-9^.

On pose

(1.5)

9W = Tf.

wa,y)=^ffa)y /?(^ /2(a+""y).

On vérifie facilement qu'on a

^ ^^n
^ ( '0

(^, o) = o si /c ̂ j,
(1.6) ; "à/w,. , ,-,(^7(^0)=^).

Nous avons, par la formule de Leibnitz :

(1.7) ——w{\ y) = ̂ ^^^^-^(—^(^-"^(—^(ÀV^^^Z/).
" À=0

Montrons, maintenant, que l'expression

r30 y0 ^^w 2

^-f.^f. «r^^ »,,/•'•
est finie.

En utilisant (1.7) et le changement de variables v=yV/ï{Gt•^m\
on trouve

(1.8) A == ( F ^W|!,().)^/n-^-J)/•2(a+^^(/)^
Wo 7

00 / 7 \ 2^ r ( v c^-^"1-^ (y) ^ dy.x
•^o \ , /

En calculant de même les expressions

B = (F^ | w(À, y) |T,(A) ̂ (À) dï/,

C = ^^-^^-^y^ w(^ y) j,^ d^) dy,
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(1.9) B =( f | g(^) |̂  ^--y-^(a+-)^^\ // ru^)^(u)du\,
Wo ) \J, )

(I.io) C=( f \g(^) j,^^^-V-i)/-2(a+/.)V F\^^)^-(u)du\
Wo / \Jo )

Posons
(^OO/)-^-^^).

(1.8), (I.g) et (I.io) montrent la continuité de Rj de A1-9^^' dans
W^a, A, ^nW^P, A1-9^9, B).

(1.6) montre que nous avons bien

T,(J?yO=0,

TyW)-/1.
C. Q. F. D.

Revenons maintenant à la démonstration de notre théorème.
jn—l

V RSoit ueW^a, A, B). La fonction ^J?y(yyu) appartient à

W^(a, A, ^nW^, A1-9^9, B). /=0

Nous avons
j n — l

v = il —^ Rj (yy u) e W7" (a. A, B),
7=0

donc, v est dans Wm(^ A'-9^, B) d'après le théorème (1.1), et finale-
ment u appartient aussi à cet espace. La continuité résulte de celle de R,
y et du théorème (1.1).

c. Q. F. Q.

REMARQUE (1.1). — Sans la condition — I < (3, le théorème (1.2) serait

faux. En effet, il est facile de voir que, pour 6 ̂ — î-, les
2

ueW^P, A1-9^9, B) admettent une trace ^u nulle. Il n'en n'est pas

de même pour W^(a, A, B) avec a > — 1 . On ne peut, donc, avoir
l'inclusion de ce théorème dans ce cas.

Nous utiliserons ces espaces dans les cas m ==i, 2.
Voici un théorème de « dérivée intermédiaire ».

THÉORÈME (1.3). — L'application u. [-> u.' est continue de VP(a, A, B)
dans W1 ( a ? A1/^1/2, B\ pour a > —î .

\ 2 /
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Démontrons d'abord la proposition suivante :

PROPOSITION (1.1). — L'application u \-> u' est continue de W^a, A, B)

dans W1 ( a? A1/2^1/9, B ) pour tout nombre réel a.
\2 /

Démonstration. — Nous allons commencer par montrer que les fonctions
de W^a, A, B), à support compact dans R+, forment un sous-espace
dense dans W-^a, A, B). Soient cp et ^ deux fonctions e30 sur R vérifiant

cp(y)=i pour |y|^i,
^(y)^0 )) l y ^2»
?(y)^[o, i];
^(y)=i pour z/^2,
^(!/)=o )) y^l»
+(y)€[o, i].

Posons
Uy)=?(^(ny),

on a

ç'»(y) = ̂  ?' (j) ̂ ("y) + "? (^) ̂ '(^).

yÇn(y) est donc bornée sur R. On voit de même que y^Ç^Çy) est aussi
bornée sur R, quand n varie.

Soit donc ueW2^, A, B); les fonctions u,z(y)=^n(y) u(y) sont à
support compact.

Vérifions qu'elles convergent vers u dans cet espace.
Le théorème de Lebesgue montre que y^Un tend vers y^u dans 14 (A);

et l'on a
<(y) = Vn(y) u(y) + 2^(y) ̂ (y) + Uy) u"(y).

Le dernier terme tend vers u dans L^_(B); les deux premiers tendent
u u1

vers zéro puisque —, et — sont dans L2 (B) [inégalité de Hardy, voir démons-
îj SJ

tration du théorème (1.1)]. Ce qui démontre la densité voulue.
Supposons donc que u soit à support compact [uçW2^, A, J3)].

Posons
w^,y)=(Tu(y))ÇA) Q.

Considérons l'expression

E=\y^u'\^,^,= r^O) fV^2 ^~^,y) 1 . dy.
i^o ^ o '/ ^(À)

(3) r est l'isométrie entre B et H utilisée dans la démonstration du lemme (1.1).
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Une intégration par parties nous donne

( L I Ï ) -E = J^^d^^ ̂  w^ y)) ,„ dyd^)
rw
W
f àw

+ aj y— /'/- (̂  (À, y), y ,̂, y))^ dy df.(?.).
^

^^S^'^^^'y))< "y ///ii.)

Mais on a

(1.12)

^(^y)" . +|ya^w0,y)!/^,,>;
i/ ' I ( À )

(i.i3) (^-^^(^^^a^))
\ ^V /^(/.)

^^•^O^) ̂ + ̂ ^-^^^(^y) .(.),

où £ est un nombre réel positif quelconque.
Par intégration de (1.12) et (I. i3), on obtient

(I.i4) E^\u"\l^+ \^U\LW}

+ £ | a .|^^^^+ y^-^u ̂ ^

Utilisons le théorème (1.1) avec m = 2 e t 0 = 1 . C désignant une
constante indépendante de u, on a

<1-15) y^-^\^^c\u ̂ ^
Et, finalement, en prenant s suffisamment petit dans (I. i4), on obtient

\y^\^B^c\u\^^
Ce qui démontre la proposition par densité des fonctions à support

compact dans W^a, A, B).

Démonstration du théorème (1.3). — Soit u appartenant à
W^a.A.^^o—i). Posons

•^u==u(o), ^=^(0).

Nous distinguons deux cas :

i° a > — - : Considérons le relèvement du lemme (1.1) avec m = 2;
.7=0, i.

Posons
u==R^.u +J?iYiiz.
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Nous savons que v est dans W^a, A, J3).
Une démonstration semblable à celle du lemme (1.1), nous prouve

aussi que

î/eW'i^ A1/2^/-2, B\
\'2 )

Comme u—uçW1^, A, B), la proposition (1.1) et ce qui précède
/a \montrent que u' est bien dans W1 [ -'> A172^1/2, B ).
\2 / .

2° — i < a ̂ — - : On voit sans peine que, dans ce cas, nous avons
YO " == o.

Nous posons
u = R^ ri u,

/ oc. \on vérifie que v ' appartient à W ( - ? A172^172, B ) et la suite du raisonnement
\2 /

utilisé en i ° reste valable.
c. Q. F. D.

REMARQUE (1.2). — Sans la condition a > — i , le théorème (1.3)
3

serait faux. En effet, pour — - < a^—i, il est facile de voir qu'on a,
2

/a \pour tout u çWt ( - î A1/2 B1/2, B \ : 70 " = o ; il n'en est pas de même pour

tout u' quand ueW^a, A, B).

REMARQUE (1.3). — On ne démontre pas ici le résultat plus général
suivant :

L'application u ^-> u^ (o ̂ j ̂  m) est continue de W ' " (a. A, 5)

dans W^Yfi—^a, A1-^^'/7", 5) f f i— J-} a >— 'V\À m ] 9 ' J \\ m} 2;
Pour a = o, c'est un résultat de [18] (voir aussi [20]).

REMARQUE (1.4). — Notons ^"(a. A, B) l'espace des fonctions u
vérifiant (yeR) :

y^uçL^A),
u^eL^B).

Il est facile de voir que tous les résultats précédents restent valables
en remplaçant W^a, A, B) par W^a, A, B).

REMARQUE (1.5). — Notons Wy(a, A, B) les restrictions des fonctions
de W^a, A, B) à [o, T] (T < +00). On voit facilement que les théorèmes
précédents sont encore valables en remplaçant W^(a, A, B) par
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W'r^a, A, B), Supposons maintenant, que l'injection de A dans B soit
compacte. Il en est de même pour l'injection de A1-0^9 dans B pour
0^6 <i (voir [24]). Dans ce cas, l'application u ̂  «^(j = o, . . . , m—i)
est compacte de Wf'(o, A, B) dans L^(B) (d'après [1]). D'autre part,
le théorème (1.2) nous donne, avec (3 == o :

a ̂  o, Wy (a, A, B) C Wy (o, A7^4-7"^/^4-^, 5),

nous en déduisons alors la compacité de l'application
W^(a,A, B)->LHB),

u \-> u^\
avec j =o, i, . . . , m -— i.

2. Applications. Lemmes de commutation.

Désignons par (x, y) == (Xi, . . . , rc/,_i, y) la variable de R", et notons

R^K^^1^^0}.

Ç == (Çj, . . . , ^_i) désignera la variable duale de rreR'1"-1.
s étant un nombre réel, Jf^R"-') est l'espace de Sobolev des distri-

butions /, tempérées sur R"-1 vérifiant
(i + Ç 2)s/2 ffê) e U (R-1) = JP (R-1)

avec la norme
I/I^R-)- (i+isiy^Aol^^R-^

f désignant la transformée de Fourier de f. L^JÏ^R71"1)) est donc l'espace
des distributions u tempérées dans R^ telles que

(i + I S IT2 "(^ y) e^2^0) = ̂ -^R;),
û désignant la transformée de Fourier partielle de u par rapport à x.

Soit r un nombre réel; notons T/ l'opérateur défini par

(^^^^(i+IUy^û&y),
Tr est une isométrie entre Z4(7P(R"-')) et L^JP-^R^-')) pour tout
nombre réel s.

Enfin si ae^(Rî) ('), les deux applications suivantes sont continues
pour tout s :
(1.16) L^Jf^R-1)) ̂  L:(^(R-1)),

u i-> au,

('') Si £ est un sous-ensemble de R", on désignera par (D (E) les fonctions définies.
et à support compact dans E, qui sont restrictions à E de fonctions indéfiniment
dérivables dans R".
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(1.17) L:(^(R-Q) --> Li(H^ (R—)) (Q,

u^ [a, Tr]u
(voir par exemple [32], [13]).

Avec les notations du paragraphe précédent, nous prenons
A =HS(I{n-ï) (s>o) et B =HO(T{n-l), et nous posons

W^a, JP(R^-1), ^«(R^)) = W^a, s).

Supposons a > — - . Par prolongement à R" tout entier (procédé de

Babitch par exemple), tronquature et régularisation, on peut voir que
^(R^) est dense dans W^a, s). Il en est de même de ^)(R;) dans W^a, s).

Nous allons donner maintenant un certain nombre de lemmes de
commutation qui nous seront utiles par la suite.

Soient P et Q deux opérateurs différentiels (en toutes les variables)
d'ordre inférieure ou égal à i, à coefficients (oao dans R^ tels que
(1.18) pour tout s, [P, T.] == [Q, T,] = o.

Soient a, Ç, |3e^'(R^), et r, t deux nombres réels. Posons M=(37VÇ
(donc M*= ÇTrP), on a le lemme suivant :

LEMME (1.2). — I I existe une constante C telle que, pour tout ye<^(R"),
on ait

| (aPMu, QMv) — (aPu, QM'Mu)
^ C { ( T/.-iPy o + I T,v lu) | QMv o + | Tr-iPv |o r,My o }

le produit scalaire ( , ) et la norme \ |o étant ceux de L^ÇR^1) (1)).
La constante C dépend des données r. /... mais non de v.
Démonstration. — On a

(1.19) (aPMu, QMv) — (aPu, QM'Mv)
==([aP,M]u, QMu)+(aPu,[Q,M^]Mu).

Étudions le crochet [aP, M]. En utilisant (1.18), on obtient
[aP, M] = a[P, P]T,^ + apT,[P, Ç] + ?[a, T.]ÇP.

Comme [P, (3] et [P, Ç] sont des fonctions, on voit que les deux premiers
termes sont des opérateurs tangentiels d'ordre r (7). En utilisant (1.17),

(°) Si P et Q sont deux opérateurs on note [ P, Q] leur commutateur PQ — QP.
(6) Plus généralement on notera ( , ), et | |, le produit scalaire et la norme

deH^RÎ) (sentier).
(7) Un opérateur tangentiel d'ordre r est un opérateur qui envoie continûment

LîÇH^R—1)) dans L^H^ (J?"-1)) pour tout s.
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\[aP,M]u\^C(\T^Pu T,v o).

En appliquant l'inégalité de Schwarz au premier produit scalaire du
second membre de (1.19) nous obtenons le résultat désiré.

Nous voyons de même que [Q, M*] est tangentiel d'ordre r, et nous
avons

\(aPu,[Q, M^}Mv) == | (Tr-idPu, T-/^[Ç, M']Mu) |
^C Tr-tPv o | TtMu\o.

C. Q. F. D.

Voici deux applications de ce lemme :

LEMME (1.3). — I I existe une constante C telle que, pour tout yçcP(R"),
on ait

| (aPMu, QMv) — (aPu, QM'Mu) ^ C \ T,.-iU |i | Mu i.

Il suffit de prendre t = i dans le lemme 1.2, et d'utiliser le fait que
P et Q sont d'ordre i.

LEMME (1.4). — Soit o un nombre réel positif ou nul, et supposons
que P et Q sont arbitrairement Fun des opérateurs suivants :

Dy, y^D,, (i=i, . . . , n — i ) , identité.

On a alors, pour tout v ç. ̂ (RÎ) :

\(aPMv, QMu)—(aPu, QM^Mu) \C\ T/_(i/(p-M)]y|/^i(F,-i) ] My]^i(p,i).

Démonstration. — II suffit de prendre / == P+i
dans le lemme (1.2)

et de remarquer qu'on a

\PTr-iV\o^C\ T/-l^ [/^i(p,i)^ | Tr-[l/(p+l)]^ /^(p,!) puisque
P+i~

\QMv\^C\Mv\^^
\ PTr_-[i/(p+i)]y |o^ C [ Tr-[i/(Çj-+-i)]U |^i(p,j),

| TrU\o^\ Tr-[\/(p+i)]V ^i[0, l/(p+l)]^C' | Tr-[i/(Ç)+î)]U [^1 (p,l).

La deuxième inégalité a lieu en vertu du théorème (1.2) avec m == i,
a == p et (3 = o. Enfin, pour la même raison on a

|Ti/(p+i)My o^[ MP ^i[o,v(p+i)]f^C Mp]/.^(p,i) .

Nous aurons besoin de la variante suivante du lemme (1.2).
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LEMME (1.5). — Les données étant celles du lemme (1.2), soit p un

nombre réel > - et soit N = py? T,.Ç. On a, pour tout v ç. ̂ (R^),

\(aPNu, QNu)—(aPu, QN^Nu)
^ C { ( i T / • y ? - l ^ | o + T/.- ,Py|o)!(3Nyo+ T / . ^ P y l o l T / ^ - ' N ^ l o i ,

où C ̂  une constante indépendante de u.

La démonstration est semblable à celle du lemme (1.2). On utilise
en plus les remarques suivantes :

[aP, N]u = Sy^u + RPu,

où S et R sont des opérateurs tangentiels d'ordre r et r — i respec-
tivement ;

[N\Q]u=Uy^u,

où U est tangentiel d'ordre r.
Nous en déduisons :

LEMME (1.6). — Les notations sont celles du lemme précédent. On suppose
que P et Q sont arbitrairement Uun des opérateurs :

Dy, t^û^, identité,

on a, pour tout yeo)(R") :

\(aPNu, QNu)—(aPu, Q N ' N u ) \ ̂ C \ T^/^^u ^(R,,) Nu ^^^

Démonstration. — On prend / == —'— dans le lemme (1.5), et l'on
utilise l'inclusion

W^p.OcW^p-i,^) fth.(1.2)].

On a alors

| Try^U o^| Tr-[p/(p+l)]y |/^i[p-i,p/(?4-l)I^ C | Tr-[^/{^\)}V |/^i(p,i),

\T^-ÏNu\^C\Nu\^^^
Tr—iPu\o^ Tr—iV\f^i^,î)^\ Tr_[p/(p+i)]y [^'i(p, l)

/ . 0 \puisque —[— <! •
\ P + i /

Et enfin :
ÇNy'o^|Ny|/^i(F,i),

-z r—! F/(?+i)]xy lo^ 1 ^—[pAF+i)]^ I^^P,!)*
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En portant ces majorations dans le résultat du lemme (1.5) (t = ^ î

nous obtenons le résultat annoncé.

CHAPITRE II.

Régularité au bord.

1. Régularisation elliptique.

Considérons la situation suivante, bien classique dans l'étude des
problèmes elliptiques par la méthode variationnelle (voir [17] par
exemple).

Soient Y et H deux espaces de Hilbert, V étant contenu, et dense
dans H, avec injection continue. On identifie H à son antidual, et l'on
désigne par V l'antidual de Y. Il résulte, de la densité de Y dans H,
qu'on a

VcHcV,

les injections étant continues.
On se donne une forme sesquilinéaire a continue sur Y X Y, ou, ce qui

revient au même, une application A linéaire continue de Y dans Y'
telle que

a(u, v) = = < A u , uy

pour tout (u, y ) e Y x Y ; où < ^ , ) désigne l'antidualité entre Y et Y'.
Nous supposons, en outre, que a vérifie l'hypothèse de V'coercitiuité

suivante :

II existe une constante a > o telle que, pour tout v e Y,
ï{ea(u, y)^a v |/2.

( II . î)

Sous l'hypothèse (II. î) nous savons (lemme de Lax-Milgram) que :

A est un isomorphisme entre Y et Y'
ou

Pour tout fç. Y', il existe uç. Y unique tel que

(11.2) a(u, v) ==</ , y > pour tout uçV.

On peut être amené à approcher la solution u de la manière qui suit.
Soit W un autre espace de Hilbert, avec Wc Y (algébriquement et

topologiquement), W étant dense dans Y. On a alors

WcVcHcV'cW.
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Soit £y une suite de nombres réels >o tendant vers zéro. Considérons
les formes

a;(u, v) = £y(u, u)^+ a(u, u),

les a.j sont continues sur W x W et sont W-coercitives.
Le « second membre » y étant fixé dans V, soit f/ç: V une suite telle que

]im/;=/'.

Nous désignons par u.j la solution dans W de

(11.3) aj(Uj, w)=^fj, w > pour tout wç.W.

Une telle solution existe et est unique dans W d'après le lemme de
Lax-Milgram cité ci-dessus.

Remarquons que la résolution de (11.3) est équivalente à celle de

trouver u;eW, tel que
(11.3')

£ y Â U y + A U y = / / ,

où A est linéaire continue de W dans W vérifiant, pour tout v, w ç. W :

(u, w),r == < A v, w V/x^.

Nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION (11.1). — La solution u de (II. 2) est limite faible dans V
d'une sous-suite extraite de (uy), solutions de (11.3). De plus, v/£y u/ \^
reste bornée quand j varie.

Démonstration. — Prenons w == Uj dans (11.3), et utilisons la Y-coerci-
tivité de a; nous obtenons

(11.4) sy Uy |^+ a | u y ^Re</), u />^ | / / |^ Uyl r .

Comme f/ est convergente dans V1, la quantité | /y \r' reste bornée.
Nous déduisons donc de (11.4) q11^ les deux expressions

V/£y [ Uj ^ et 1 u/\r

restent aussi bornées quand j varie.
Par compacité faible de la boule unité de V [4], on en déduit qu'il est

possible d'extraire de la suite Uy une sous-suite (qu'on notera encore Uy)
faiblement convergente dans V vers u.

Pour chaque w fixé dans W faisons tendre j vers l'infini dans (11.3);
on trouve

a(u, w) ==</; w>
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[en effet £/(u/, w)^ -= ^/(v^y "/, w)^ tend vers zéro, a(u/, w) tend
vers a (G, w) et </y, w> tend vers </, w>].

La densité de W dans V et (II. 2) prouvent alors que u == u.
c. Q. F. D.

Revenons à la « régularité » de la solution de (II. 2). Il arrive, qu'avec
des hypothèses supplémentaires sur le « second membre » f (en plus
de fç. V), nous puissions démontrer que

(11.5) i2€Û(La),

où les La sont des opérateurs fermés, non bornés dans H, -D(La) étant le
domaine de La. C'est ce que nous entendons par régularité de u.

Voici comment nous utiliserons l'approximation précédente [propo-
sition (II. i)].

Supposons que les solutions Uy de (11.3) appartiennent à L)(Ly).
Pour montrer (11.5) il suffit de prouver que

(11.6) |LaUy // reste bornée.

En effet, en extrayant au besoin une sous-suite, on a

Uj->u dans H faible,
L^Uj->g dans H faible,

comme La est fermé, on obtient
g == LaU

et u est bien dans D(La).
Nous approchons donc le problème (11.2) par le problème plus

« régulier » (11.3), et nous regardons dans quelle mesure la « régularité »
passe à la limite [en montrant (11.6)].

Nous allons utiliser ces idées dans les paragraphes suivants.
Notons que des « régularisations » semblables ont été employées

dans [14], [15], [16], [3l], etc.

2. Opérateurs elliptiques dégénérant au bord.

Nous désignons par x = (x^ . . . , Xn) la variable de R", et nous utilisons
les notations habituelles :

-, i à . i——
Dk = ̂  -»— avec i == y— ii àxk v

sij ==(j,, .. .,j,,), on pose
n

D/ =£><.... Z .̂, L7|=^.
k=l
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Soit ^. un ouvert borné de R^ de bord r. Nous supposons que r est une
variété e30 de dimension n — i , et que 12 est localement situé du même
côté de r.

H"1^) (m entier) désignera l'espace habituel de Sobolev sur ^2. Sa
norme sera notée |//,.

Soit 9 une fonction réelle de classe <330, définie dans R" telle que

( dco^o sur r (dcp étant la différentielle de cp),
{ r == \x ^(x) = = o j ; ^=i ' . r | cp( . r )>o; .

On se donne un opérateur A différentiel du premier ordre, à coefficients
réels, et C30 dans R^.

On suppose que A est transversal à r (s).
Nous pouvons nous ramener, localement, au cas du demi-espace :

RÎ = ; (x', y) = (x\, .... :r,_,, y)y > o j.

Plus précisément, soit x^çT, il existe 0 un voisinage ouvert dans R^ et
un difféomorphisme 0 ç. C^ de 0 sur un ouvert B de R;.^,, ) [((9, 6) est une
carte locale] tels que

(11.8) ^ O(rne^) = B r ^ [ y =o},
{ 0 ( .Qn^ )==Bnfy>o j =B^.

Enfin A se transforme en ^ ( x ' , y)Dy où y . ( x ' , y) est une fonction e"
ne s'annulant pas dans B; c'est-à-dire que, pour toute fonction u définie
dans 0 (ou dans ^2 n <?), on a

(II. 8') ( V u ) o O - ' =oîû,.(uoe-') (").

(8) Écrivons A = ^ cii^(x)D^. La transversalité de A à r veut dire que le vecteur

a.(x) = (o^(:r), . . ., a^(.r)) est non nul et non tangent à F pour xç.\\
(9) On peut définir 6 au voisinage de x^ par

^= W (i^f^n— i),
y = ?(^

les fonctions 0; étant n — i fonctions indépendantes solutions de
n

y OL^D^,= o.
k:=l

n

Commet, a;D;ç ^ o au voisinage de a;y (d'après la transversalité de A), 9, ainsi
/:=!

défini, est bien un changement de variables au voisinage de x^ et l'on a bien (11.8')
dans le même voisinage.
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LA FORME a. — On se donne maintenant une forme intégrodifféren-
tiable définie par

(II.g) pour u, uç^(^\ b(u, v)= Ç Y ^(r^•)D^u(.r)D^(^)&,\^(^\ b(u.u)= >, b^(x}Diu(x)Du
^̂Q ~

0 ̂  1 t j ̂  1
0 ^ 1 / 1 ^ 1

avec ^yedD(^).

On suppose que b est elliptique, c'est-à-dire qu'elle vérifie la condition
de H1 (^ï)-coercitiuité suivante :

( il existe une constante a > o telle que :
(II.10)

) pour toutue^(^), Re b(u, u)^a u

On notera B(x, D) =• B(D) l'opérateur différentiel elliptique du second
ordre associé à b :

B(D)=^D'b^(x)D'.
i , /

[On sait que (II. 10) entraîne Fellipticité de B(D).]
p désignant un entier ̂ i, définissons la forme suivante :

(II. 11) a(u, v)= (Au, Au) + b(^u, ̂ u)

pour u, ye^(i2). ( , ) est le produit scalaire de L2^).
Notons A(D) l'opérateur différentiel associé à a :

(II. n') A(D) =A'A + (pPB(D)cpP,

A* étant l'adjoint formel de A.
Remarquons que A(D) est elliptique en tout point de i2, mais il

dégénère en tout point de r.
Nous allons étudier, maintenant, des problèmes aux limites relatifs

àA(D).

LES ESPACES. — Désignons par S(^, cp, p, A) = S l'espace des distri-
butions u sur ^2 vérifiant

( ^uçWW,
[ AueJf°(^).( II .12)

Nous munissons S de la norme définie par

\u\j = ?PI^ + Au]'o

qui en fait un espace de Hilbert.
Notons S l'adhérence de CD(ft) dans S. Nous avons les propriétés

suivantes :
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PROPOSITION (11.2).

i° S est contenu dans H°(^) n^/oc^) algébriquement et topologiquement.
2° Si ^ e d?(î2), l'application u^^u est continue de S dans S.
3° o)(n) est dense dans S.
L'application u n ^ y u (trace de u sur T) définie dans <î)(t2) à valeur

dans cD(T), se prolonge en une application [continue, linéaire et surjectiue
de S dans H^'^^fT), qui admet un inverse à droite continu. Le noyau
de y est S.

Démonstration.
i° cp étant strictement positive dans i^, nous obtenons à partir de (II. 12)

l'inclusion de S dans H{oc(^)' Pour montrer l'inclusion de S dans H°(^),
il suffit de le faire au voisinage des points de r. On se ramène, par carte
locale, à l'espace des u telles que

yPyeJT(K),
DyU€H°(K),

où K est un cube de R". Cet espace est bien contenu dans H°(K).
2° Ce point résulte immédiatement du précédent.
3° Soit (0, 0) une carte locale au voisinage d'un point de r. Si

Çe<X»((?nÏ2), on a [en utilisant (11.8)] :
(Çu)oO-ieW'(p, i).

La proposition résulte alors, par partition de l'unité, de la caractéri-
sation des traces des fonctions de W^p, i) [c'est l'espace JîV^P+^R^-1),
voir chapitre 1 la démonstration du théorème (1.2)]. Le relèvement de y
est une conséquence du lemme (1.1); enfin la densité de <^(RÏ)
dans W (p, i) montre que le noyau de y est bien S.

REMARQUE (11.1). — En utilisant une partition de l'unité convenable,
et la remarque (1.5), on montre facilement que l'inclusion de S dans H°(^)
est compacte.

Revenons aux problèmes vsiriationnels relatifs à la forme a définie
par (II. 11). Notons qu'il résulte de (II. 10) et de la définition de S (II. 12)
que a est iS-coercitive. Nous allons considérer les deux cas suivants
(les notations sont celles du paragraphe 1 de ce chapitre).

Cas J. — Nous prenons
(II. 13) H=H°(^), V=S, W=ÉÏ(^

La densité de W dans V résulte de celle de (^(R) dans ces deux espaces.
Cas I I . — Nous prenons

(II. i4) H ^ H 0 ^ ) , V=S, W^H1^).
BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 1. 5
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De même, la densité de ^)(^) dans ces espaces [proposition (II. 2), 3o]
montre la densité de W dans Y.

Signalons que le cas 1 correspond à un problème de Dirichlet homogène.
Nous verrons que le cas II correspond à un problème de Neumann.

3. Régularité [second membre dans L2^)].

Commençons d'abord par définir un nouvel espace de fonctions sur i2.
Désignons par G (12, 9, p. A) = G l'espace des distributions u définies

dans î2, et telles que

(II. i5) (^€7^),
( A^eTP^).

On munit G de la norme

| U\'G = I ^ P ^ I 2 + l A 2 ^ ! 2

qui en fait un espace de Hilbert.
Nous avons les propriétés suivantes :

PROPOSITION (11.3).

i° Si ^e^(^), l'application u \-> ̂ u est continue de G dans G.
2° G est contenu algébriquement et topologiquement dans H° (12) n H'^ (^).

De plus, les applications u^cpP-1» et u\->^Au sont continues de G
dans W (^).

3° (^(i2) est dense dans G, et l'application U h > ( y u , yAu) (traces de u
et de Au sur F), définie dans ^)(Ï2) à valeur dans ^(F)2, se prolonge en une
application linéaire, continue et surjectiue de G dans Tf3/2 (P4-1) (F) xH^'^^^T)
qui admet un inverse à droite continu,

Démonstration. — Par restriction à une carte locale, voisinage d'un
point de r, on se ramène à l'espace des u telles que

y^uçH^K),
Dy.vç.H^K),

où K est un cube de R^ dont les côtés sont parallèles aux axes de coor-
données. Pour une telle u, on a bien

v, DyUçH°(K).

On en déduit, alors, que si u ç. G, on a

u; AuçH^(^)

(les applications étant continues).
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Ceci démontre le i° et l'inclusion de G dans Jf°(^)nJZfoc(^).
Par partition de l'unité, il est facile de voir que nous avons la carac-

térisation suivante de G :

( Pour que u appartienne à G, il faut et il suffit que u soit
^ dans Jfi^.(^), et que, pour toute carte locale ô, voisinage

(II. 16) ^ ^,^ p^^ ̂  p ^ p^. ̂ ^ Çç(î)((9nîl), on ait

( ÇueW^p, 2).

[Pour alléger l'écriture, nous notons aussi Çu la fonction Ç u o Q - 1

[iwir(II.8)], ainsi que son prolongement par o dans R" en dehors de -B+.J
La continuité des applications a H>- cpF-1 u et u h> cpPAu de G dans Jî' (^2)

se déduit, alors, de celle de

W^p, s^W^p—i, i),
12 ĥ  U,

W^p, 2)^W l(p, i),
« ̂  Dy u

qui résulte des théorèmes (1.2) et (1.3).
Enfin le 3° est immédiat à partir de l'étude des traces de W^sp, 2)

[voir démonstration du théorème (1.2)].
c. Q. F. D.

REMARQUE (11.2). — II résulte du 2° qu'on a :
(a) L'inclusion de G dans S.
((3) La continuité de l'application u \-^ A u de G dans S.
(y) La continuité de u^A(D)u [A(D) défini par (II. n')], de G

dansJP(^).
Voici maintenant le théorème principal :

THÉORÈME (11.1). — Soient f € H == H°(^) et u la solution de (11.2)
dans Fun des cas (II. i3) ou (II. i4). Alors u appartient à G défini
par (II. 15).

Démonstration. — Nous traitons simultanément le cas 1 et le cas II.
A(D) étant elliptique dans î2, il résulte d'un théorème bien

connu ([7], [30]) que ueTîfoc(^). Nous allons donc nous intéresser à la
« régularité au bord ». Plus précisément pour montrer que u ç. G, il suffit
de prouver, en utilisant la caractérisation (II. 16), que

(II.17)

Pour toute carte locale ô, voisinage d'un point de r,
et tout Çe^(^nï2), on a

ÇueW^p, 2).
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Prenons pour fj une suite de fonctions C^ dans ^2, convergente vers f
dans H°(^). D'après un théorème de Nirenberg [30], nous savons que
Uy€^)(i2) [iij étant la solution de (11.3)].

Commençons par démontrer le lemme suivant :

LEMME (11.1). — Pour toute carte locale <^, voisinage d'un point de T,
et tout Çe^(on^) , l'expression suivante :

| Tj/(?+J) ÇUy|^l(p,1)

reste bornée quand j varie.

Conséquences. — On montre facilement (voir § 1) qu'on a, à partir
de ce lemme :

TV(^)ÇU€W(?, i).

En utilisant le théorème (1.2), on en déduit :

Ç u ç W ^ p — i , i).
En particulier :

cp?-iuejr(i2).

Notons que ceci résulte de (II. 17) [par le théorème (1.2)], et est donc
une conséquence du théorème (11.1).

Preuve du lemme (11.1). — S étant donnée, soit pe^(^n^) telle
que .3 == ï sur le support de Ç.

Posons M= pTi/^+i)?, et considérons les expressions

A j = a j ( M U j , Muj),
Bj=-aj(u^ M'Mû,).

Notons que Miij et ATMiz; sont bien dans Jf'(^) dans le cas I, et
dans Jf'(^) dans le cas II.

Utilisons les lemmes (1.3) et (1.4) en prenant v = (3 Uj et pour r = ——,

il vient (10) :

(II. 18) \A,—Bf\
^C[ |3Uy;^(o,i)|MUy]^i(p,i)+£/|rv(p+i)-iPUy ï | MUy |i }.

En utilisant la S-coercitivité de a, nous obtenons

(II.ig) ^•[Mu^ï+C[Mu^^^^^ReA^\A^.

(10) Les expressions A. et B. ne changent pas, si l'on remplace u. par p u..
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Enfin nous avons, par définition des Uy :
| B,\ = (/•,, M-MUf) | ̂  /•; o | M-Mu, |o.

Comme M* est un opérateur tangentiel d'ordre —ï— et qu'on a
p + i

(par le théorème 1.2), nous obtenonsl'inclusion W(p, ^cW^ o,

(II.20)
P+i.

Bf ^ ^ 1 / y o|Mu; /^(p,i).

Nous déduisons de (II. 18), (II. 19) et (II.20), où les constantes C
(différentes !) sont indépendantes dej :
(11.2l) £y Mil, \+C\MUj 7^1)

^Cf{\Mu,\^(^(\f^+ ^y ^ , ( , , , ) )+£ / P^-h Mu,,} (H).

On sait, d'autre part [proposition (11.1)] que les expressions : u-j\s,
\Jzj Uj ï et fj |o sont bornées quand j varie.

Comme on a
pU/ j ̂ I(G,I) ̂  C Uy |̂ ,

|pu/ ,^C|u,

On obtient que le premier membre de (II. 21) reste borné quand j varie.
En particulier, il en est de même pour Mu/ |^(o,j).

Nous pouvons écrire, puisque M = (3rj/(p+i)Ç :
Tv(p-^)ÇUy == MU, + [Tl/(?4-l), P] S"/

et nous obtenons le lemme, en remarquant que la norme du second membre
dans W (p, ï) est bornée quand j varie.

c. Q. F. D.

LEMME (11.2). — Pour tout Çe^(on^) , où e est une carte locale,
voisinage d'un point de r, nous avons

y^T^uçW1^, ï).

Preuve du lemme (11.2). — Soit pecD((?nÏ2) avec [3Ç==^ Posons
N=jPpT^.

Nous considérons les expressions
C/==a / (Nuy , Nuy),
D,=a^u,,N'Nu^

( l l) Comme —I
û —I—
——— — ï < o, nous avons bienP + ï

^./(p+Dl-.^/l^l^yl^
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Utilisons le lemme (1.6) avec v = (3uy et r = i. Il vient

(11.22) |C—û,|^CnTv(^)pu, ^(p , i ) |Nu, [^(F , , )+£ , |pu ; | i [Nuy | , j .

La S-coercitivité de a nous donne :

(11.23) e^Nu,\ï+C Nu,\^^^ A; |.

Nous avons, d'autre part :

D,=(f^N-Nu^.
Soit

(II-0 D,\^C f,\, Nu, ̂ ^.

Et, finalement, nous déduisons de (11.22), (11.23) et (11.24) :

(11.25) e,\Nu,\ï+C\Nu,\^^
^^i'If/loi NU/ ^-i(p,i)+ | Ti/(p+i)PUy[^(p,i)[NUy[^i(p,i)

+ £ / [ P ^ h | N u ; | , j .

Comme les expressions suivantes sont bornées :

I f / l o ; Ti/(p+i)(3uy |^'(?,i) [lemme (11.1)],
| puy |i [proposition (11.1)],

nous obtenons que le premier membre de (II. 25) reste borné quand j varie.
En particulier, nous avons
(11.26) Niz€W(p, i).

Le lemme résulte alors de (11.26), et du fait que

y^T^u=Nu+[T,^]y^u.
C. Q. F. D.

Revenons, maintenant, à la démonstration du théorème (11.1). Il résulte
du lemme précédent que, pour tout Ç e (^ {ô n ̂  ), on a

(11.27) ^PT.ÏueL^R;), Û^PT^izeL^R;).

Dans la carte locale 0, l'équation A(D)u == /'s'écrit

(11.28) ŒDy,u+ Ly^u+ Sy^u+ (3Dr+ DyTy^u== f,

où
L est un opérateur tangentiel d'ordre 2;
S et T sont des opérateurs tangentiels d'ordre i ;
a est une fonction C" ne s'annulant pas dans 0.
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On obtient, finalement, en utilisant (11.27) et (11.28) :

û^ueL^Rï).

Ce qui, joint à (11.27), montre le théorème.
c. Q. F. D.

Donnons quelques applications de ce théorème.
Notons Ga (respectivement Gn) le sous espace de G, formé par les v

telles que
y v == o (respectivement y A v === o).

Cas 1 : Problème de Dirichlet.

THÉORÈME (11.2). — A(D) est un isomorphisme entre Ga et H°(Q).

En effet, A(D) envoie Ga dans H^^l) [Remarque (11.2)]. La surjec-
tivité résulte du théorème (11.1). L'injectivité est une conséquence de
l'unicité de la solution de (11.2). Enfin, la continuité de l'application
inverse résulte du théorème de Banach.

REMARQUE (11.3). — II est possible d'obtenir, à partir de la démons-
tration du théorème (11.1), une évaluation de la constante C, figurant
dans l'inégalité donnant la continuité de l'inverse de A (D) :

u\r^C\A(D)u\,.

THÉORÈME (11.3). — (A(D), y) est un isomorphisme entre G et
^(^xfp/^-^r).

L'injectivité de l'application est immédiate. Montrons sa surjectivité.
Soit (g, ̂ e^^x^/^P+'^r). Désignons par uç G la solution

(unique) de
( A(D)u= g—A(D)w,
\ ï^ == o,

où wç. G telle que ^w= 9 (proposition 11.3). Si l'on pose î}= v + w,
on a bien

( A(D)^=g,
( yy=9.

C. Q. F. D.

Nous donnerons plus loin d'autres résultats concernant le problème
de Dirichlet non homogène.

Cas I I : Problème de Neumann.

THÉORÈME (11.4). — A(D) est un isomorphisme entre Gn et ?(12).
Démonstration. — A(D) envoie continûment Gn dans H°(fî).
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La solution u de (II. 2) (cas II) est bien dans G lorsque f est dans ̂ °(^).
Montrons qu'elle est dans Gn (i. e. y Au = o). Ce qui démontre la surjec-
tivité désirée.

Si u et w sont dans CO{Ïï), nous avons la formule de Green suivante :

(11.29) a(u, w)-.=(A(D) u, w)+^(x)^\u, -;w)^a^

où ci.{x) est une fonction e00 non nulle sur r(12).

La densité de d){Ïï) dans G [proposition (11.3)] montre que la
formule (II. 29) est encore valable si u est dans G. Comme a(u, w) ==(/; w)
et A(D) u = f, nous obtenons alors, en remplaçant u par u dans (II. 29) :

Pour tout wç^(Ïï), (a(x) yAu, -{w)^^) == o. Et finalement :

Y\u==o.

Notons que Finjectivité de notre application résulte aussi de la formule
de Green.

[En effet, si uç Gn et vérifie A(D)u==o, la formule (11.29) montre
qu'on a

a(v, w) == o pour tout w ç. d) (Ï2),

on a donc v = o.]
Un raisonnement identique à celui utilisé dans la démonstration du

théorème (11.3) nous donne :

THÉORÈME (11.5). — (A(D), y A) est un isomorphisme entre G et
^(^xTî'/^P4-1)^).

(12) En efîet, c? étant nulle sur r, nous avons
Z>(ç?y, ç?w) = (??5(D) y? y, w),

d'autre part :
n

(\v,, Aw) == Ç A u ( x ) \^{x)D^wdx.
JQ- i~,^

En appliquant la formule de Stokes, nous obtenons

(Ap, Aw) =(A*Ay, w) + /Yycos0^(:r)\ A u w d ' j ,
^ T \ k )

dv désignant l'élément d'aire de r et cos Q^ le À-ième cosinus directeur de la normale
sortante à r.

La transversalité de A montre que l'expression

a (a;) = V cos 0^ aLj, (x)
k=i

ne s'annule pas sur r.
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4. Régularité [second membre dans Jî^(^)].

k étant un entier ̂  o, désignons par G^(i^)== (7 l'espace des distri-
butions u définies dans i2, et telles que

(II. 3o) D^uçG pour a[^Â- ,

où G est toujours l'espace des u qui vérifient (II. i5). On a G° == G.
On munit G^ de la norme

u|^== ^ l^ul^.
[ a | ̂  À:

II résulte des propriétés de G [proposition (11.3)] qu'on a la proposition
suivante :

PROPOSITION (11.4).
i° Si ^e^(^), l'application u^^u est continue de G^ dans G" pour

tout k.
2° Nous avons les inclusions

H^2 (i2) c ̂  c H^2 (^) n ffl (^).

3° Pour que u appartienne à G^", il faut et il suffit que u soit dans H^ (^2),
et que, pour toute carte locale 0 voisinage d'un point de r, et pour tout
Çe^(on^), on ait

J^ÇueW^ap, 2) pour |a ^A-.

4° Les applications u \-> epP"' u et u ^-> cp^A u sont continues de Gk

dans ffi^^).

L'application u^>A(D) u est continue de G^' dans 7F (i2).
5° Enfin G^ est aussi l'espace des u qui vérifient

cp^u.EJ^2^),
V^C^^).

La norme de G^ étant équivalente à

(l?2^ L.+ .v^|,)^.
Voici maintenant le théorème de régularité :

THÉORÈME (11.6). — Soient f'çH^^) (k entier^o) et u la solution
de (II. 2) dans l'un des cas (II. 13) ou (II. 14). Alors u ç. Gk défini en (II. 3o).

Il résulte de ce théorème et de l'inclusion de G^ dans ^(^) [propo-
sition (11.4), 2°] le corollaire suivant :
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COROLLAIRE. — Avec les notations du théorème (11.6), nous avons :
1° Si fçH^^), u est dans J^(^).
2° Si fç.(Q(H), u est aussi dans ^P(^).

Démonstration du théorème (11.6). — Nous allons faire une récurrence
sur Je. Pour k=o, le théorème est démontré [théorème (11.1)]. Nous le
supposons donc prouvé jusqu'à k—i, et nous le démontrons
pour k (A-^i).

Soit fj une suite de fonctions de (D{^) telles que

lim f, = /•,
7^(Q)

Uj désigne, alors, la solution de (11.3).
Nous commençons par démontrer :

LEMME (11.3). — Soient 0 une carte locale voisinage d'un point de T
et (3, Çed?((9n^) vérifiant (3Ç==Ç. Pour tout nombre réel s, il existe une
constante C telle que pour toutj :

(11.31) Sy 7\-+[i/(p_^)j Çu/ l ï + 1 T\.. 4-[i/(?+i)j Çu/ |^(p,i)
^ C { £ / | T ^ U y r î + T^u,\^^+\T^f, l.

Preuve. — Elle est semblable à celle du lemme (11.1).

Posons M == (3T,+[i/(p+i)]Ç, et considérons les expressions

A j = a j ( M v . j , Mu;),

Bj =- a j ( U j , M*Muy).

Utilisons les lemmes (1.3) et (1.4), en prenant v = ̂  Uy et r = s + —— •
Nous obtenons

( 11 .32 ) \A—B,\^C{ r,(3u/|/^(p,i) Muy|^(p,i)+s/|T^u/!i Muy|ii.

La S-coercitivité de a nous donne

(II . 33) £y | MU, I;- + C 1 MU, |^(o^ | Ay

Enfin, nous avons

| Bj \ = |(/), M-Mu,) | = (M/*,, Mû,) | = (T_^^Mf^ T^^Mu,) [.

Comme T_i/(p+i)M est un opérateur tangentiel d'ordre s, et qu'on a l'inclu-

sion W^p, i )cW'(o , —^—)» nous obtenons

(11.34) \Bj\^_C\T^f,\,\MUf ^(^.
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Nous déduisons de (II. 82), (11.33) et (11.34), où les constantes sont
indépendantes de j :

(11.35) e,\Mu, ï+C Mu,\^^
^Cf{\Mu,\^^(\T^f^+\T^u,\^^)

+E,\T^U,\,\MU,\,}.

Soit encore, avec une constante C différente,

(11.36) ZJ\MU/\\+ \Muj ^ ip , i )^Cx (second membre de (II .3i)) .

(II . 31) résulte alors de (11.36), jointe à

T.+[i/(p+i)]Çu/=MUy+[r,+[i/(p+i)j, (3] ÇU/.

C. Q. F. D.

LEMME (11.4). — Soient fçH^^) et u la solution de (II. 2). Pour toute
carte locale 0, voisinage d'un point de F, et tout Ç € ̂  (e^ n ^2), on a

T^iAp+Di^eW^p, i).

En particulier si k ̂ i, on a

(11.37) T,ÇueW(p, i).

Preuve. — On applique (II. 31) un nombre fini de fois, en

prenant s= —— avec / successivement égal à o, i, . . . , k(o + i).

Comme £y \ u/ \ + | Uy \j est bornée [prop. (11.1)], et que f/ converge
vers /"dans J^(^), on en déduit que, pour tout Çea)(e?nt2), l'expression

s/ î\-+[i/(F+i)]Çuy|^ + 1 T'Â-+[I/(P+I)]Î u/ llr^p,!)

reste bornée quand j varie.
Par un raisonnement déjà utilisé, nous obtenons le résultat annoncé.

c. Q. F. D.

Revenons à la démonstration du théorème (11.6). Notons que
u ç. H^(^), en vertu d'un théorème classique (voir [7], [30]), puisque A (D)
est elliptique en tout point de i2. Il suffit donc de démontrer la régularité
annoncée dans les cartes locales, voisinages des points de r.

Soient 0 une telle carte locale, et Ç e (^ [o n 12) avec Ç ( x ' , y ) = cp ( x ' ) ̂  (y)
où cpç^R71"1), ^e^(R), ^ = i au voisinage de o.

En vertu du lemme (11.4), on a

(11.38) D^uçS (1=1, . . . , n — i ) .
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Soit uçCO^) dans le cas 1 [et y ça) (^2) dans le cas II], considérons
l'expression a(D^Çu, u).

Par intégration par parties nous avons (n) :

a(D^u, v)=a(u, W^u) +(Lu, u),
avec

L = y.D] — y^Mu + y ^ N D y + y?-' P + Q + c,
où
a et c sont des fonctions €^ ;
M est opérateur tangentiel d'ordre 2 ;
N et P sont des opérateurs tangentiels d'ordre i ;
Q est un opérateur d'ordre 2 à support compact dans R;.

Soit encore
a(D^u, u)=--(f, tD^v) +(Lu, u)=(D^ Ïf+Lu, v),

Dr[ Ç " est donc solution de (II. 2) avec f remplacé par g == D^ Ç/* + Lu.

Le théorème étant supposé démontré pour k—i, nous avons

ueG^-'.

Il résulte, alors, des propriétés des G^' [proposition (11.4)] que Lu est
dans ^"'(^t), il en est donc de même pour g. Une nouvelle application
de l'hypothèse de récurrence montre, alors, que

(II.3Q) D^uçG^.

Il est maintenant facile de voir qu'il ne reste plus qu'à montrer que
DjÇueJF-' (^),

ce qui s'obtient en dérivant l'équation A(D)u==f, par rapport à y
dans la carte c\ et en utilisant (II. 89).

c. Q. F. D.
Remarque sur le chapitre II.

REMARQUE (11.4). — Considérons la forme intégrodifïérentielle
suivante :

(II.4o) a(u,u)--=\ fa^(x)P^u(x)P^u(x)dx,
ti "/Q

(13) L'intégration par parti es est permise puisque ize G [th. (11.1)], et qu'on a (II. 38);
toutesles expressions écrites ont un sens.

Nous n'obtenons pas d'intégrales de surface puisque, dans le cas I, yer0(i2), et est
donc nulle au bord, et dans le cas II, D ^ est à support compact dans R'^ et D .11 a une
trace nulle sur y = o [th. (11.4)].
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les a^ étant des fonctions e" dans ^, et les Pa pouvant prendre les
valeurs

D.,,cpF (f == i, . . ., n); A ; identité.

(La fonction îp et l'opérateur V étant ceux définis au paragraphe 2 de
ce chapitre.) a est. alors, bilinéaire continue sur S.

Faisons l'hypothèse :

(11-41) a est S-coercitiue.

Ce cas est plus général que celui étudié dans ce chapitre [a étant définie
par (II. n)], puisque, dans le second membre de (II. 4o) nous pouvons
avoir des termes de la forme (c(x)\u,D^v) qui ne figurent pas
dans (II. n).

Il est facile de voir que les résultats de régularité donnés par les théo-
rèmes (11.1) et (11.6) restent encore valables dans ce cadre plus général.

REMARQUE (11.5). — Le fait que p soit entier n'est intervenu que pour
avoir des coefficients e" dans les équations approchées. En supposant

seulement p réel > -5 on peut voir que certains résultats de régularité

restent encore valables. Les solutions approchées ne sont plus e", mais
sont suffisamment régulières pour pouvoir leur appliquer des dérivations
fractionnaires parallèles au bord, et garder un sens à des expressions
telles que celles figurant dans (II. 18) par exemple.

REMARQUE (11.6). — Dans le demi-plan R" = ; ( x ' , y), y > o ;, on peut
étudier des problèmes analogues à ceux traités dans ce chapitre, en
prenant A = D,. On peut, alors, en faisant des hypothèses de régularité
dissymétriques en la variable normale et les variables tangentielles sur
le second membre, obtenir des résultats de régularité de même nature
sur la solution (en distinguant les variables normales et tangentielles)
(voir [22], [3] dans le cas des opérateurs elliptiques).

CHAPITRE III.

Dégénérescence à l'intérieur.
Problèmes non homogènes.

1. Opérateurs elliptiques dégénérant à l'intérieur.

Soit U un ouvert borné de R72 de bord I. Nous supposons que î est
une variété <030 de dimension n — i.

^ étant l'ouvert considéré dans le chapitre II, nous faisons l'hypo-
thèse ^c U.
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Nous supposons que la forme b (II. n) est définie, et est elliptique
dans U. Nous posons

a(u, v) =(\u, Au) + b(^u, ̂ u)

pour u, ye^(U), cp vérifiant toujours (11.7), le produit scalaire ( , )
étant celui de 1 (̂17).

Nous notons S(U) l'espace des distributions u définies dans U et
vérifiant

cpPue^'(^),
AuçH^U),

S(U) désigne l'adhérence de (^{U) dans S(U). Nous notons, de même,
G^(Ï7) (k entier ̂  o), l'espace des u telles que

^uçH^-ÇU),
A^uçH^U).

Il est facile d'adapter les propositions (II. 2) et (11.3) pour avoir les
propriétés de ces espaces [en utilisant, en particulier, la remarque (1.4)].

Nous avons alors le théorème suivant :

THÉORÈME (III.1). — Pour toutfçH°(U), il existe u unique dans S(U).
tel que

A(D)u=f.

De plus, si fç. JF(î7) (k entier ̂  o), on a
uçG^U).

L'existence et l'unicité sont immédiates par la méthode variationnelle
Nous voyons sans peine que les démonstrations des théorèmes (11.1)

et (11.6) s'adaptent à ce cas. [Au voisinage des points de r, on se ramène
par carte locale à R^) au lieu de R^.]

Nous allons en déduire, maintenant, le théorème de régularité suivant :

THÉORÈME (III. 2). — Soit W un ouvert contenu dans U. Si uç(D'(W),
fçH^(W)(k entier ̂  o)

A(D)u=f.
On a

"eGL(W).

COROLLAIRE. — A (D) est hypoelliptique dans U.
Le corollaire est une conséquence du théorème puisque nous avons

l'inclusion
G£c(W)c^oc(W)

qui résulte facilement de la proposition (11.4), 2°.
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Notons que cette hypoellipticité ne résulte pas des conditions suffi-
santes données dans [11], [27], [34].

Démonstration du théorème (III. 2). — Notons que A(D) est elliptique
dans U — T ; le théorème est donc bien connu si W n F = 0 (régularité
à l'intérieur des opérateurs elliptiques).

Nous supposons dans la suite que

Wnr^0.

La démonstration va se faire en deux étapes.
i° Nous démontrons d'abord le théorème avec l'hypothèse supplé-

mentaire : u ç. 5'ioc(W).
Soit ôcW une carte locale voisinage d'un point de r. Avec les coor-

données de c\ on a

(III. i) A (D) = aJDJ + y^L + y?MDy + ̂ -' N + -{Dy + ô,

où
a, y et ^ sont des fonctions c^ dans 0;
L est un opérateur tangentiel d'ordre 2;
M et N sont des opérateurs tangentiels d'ordre i.

Soient Ç et p deux fonctions de (Q(ô\
Nous supposons que ^ { x ' , y) =-- ^ ( x ' ) ^(y) avec (pça^R^-'), ^€^)(R),

^ = i dans un voisinage de o, et (3Ç = Ç.
De l'équation A(D)u = f et de (III. i), on tire

(III. 2) A(D) Çu - Ç/-+ y2??^ + y^Dy^u + yP-' ̂ u + (?PU,

où P et Q sont des opérateurs d'ordre i, Q étant à support compact
dans ô—T (puisqu'il en est de même pour D, Ç) : p. et ^ étant des fonc-
tions C^ dans c\

Nous démontrons le théorème par récurrence sur A-.
(i) A - = = o : i3u étant dans S(U), le second membre de (III. 2) est

dans H^U), le théorème (III.1) montre alors que Çue G°(C7), et l'on a
bien

"eGi°oc(W).

(ii) / c>o : Supposons le théorème démontré pour /c—i. On a alors

Puç=^-'(£/).

Les propriétés des G^ [proposition (11.4)] montrent que le second
membre de (III. 2) est dans H^ÇU), et le théorème (III. 1) nous donne

ÇueG^(î7).
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2° Nous ne faisons plus, maintenant, d'hypothèse supplémentaire.
Soit 0 une carte locale d'un point de r n W relativement compacte

dans W. La restriction de u à 0 est une distribution d'ordre fini [33],
et appartient donc à H-5^) pour un entier s positif ̂  i.

Nous allons utiliser une idée déjà employée dans [27], [30].
A' étant un isomorphisme entre H ' ( ô ) et ^-'(0), soit hçÈ^O)

tel que
^h=u^.

Dans la carte <?, nous avons

(111.3) AÇA(D)h-/^+[AS ,A(D)]/^.

Nous allons utiliser la régularité de l'opérateur elliptique A\ L'opéra-
teur [A^, A(Z))] est d'ordre 2 s + i; le second membre de (11.3) est donc
dans H-^ (0). Nous obtenons

A(D)hçH{^^

Nous sommes, donc, dans le cas d'application de la partie i°, et nous
avons
(111.4) heG^^o).

Admettons pour l'instant le lemme suivant :

LEMME (III. 1). —L'application g h> [A", A(D)] g est continue de Gioc1 (^)
dans Jïio'^^7 (<9) pour tout entier r^i.

En utilisant (III. 4), et le lemme avec r === s, nous obtenons que le
second membre de (III. 3) est dans H~'(ô), ce qui joint à la régularité
de A9, nous donne

A(D)hçH{^)',

soit encore, en utilisant la partie i° :

/ïeGfoc(^).

On applique, alors, de nouveau, le lemme (III. 1), la régularité de A" et
le résultat de la partie i°. De proche en proche, on arrive à prendre,
dans le lemme (III. 1), r= 2$; finalement nous avons

hçG^(ô),
ou encore

u 0==^'hçGU^

Comme Gi°oc(^) C 5'ioc(^) [Remarque (11.2), a], nous sommes ramenés
à la première partie.
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II ne nous reste plus qu'à prouver le lemme (III. 1). Il suffit, pour cela,
de montrer que le commutateur de A^ avec chaque terme figurant dans
le second membre de (III. 1) applique Gfoc1^) dans H^'^^).
Vérifions-le pour les deux premiers par exemple.

Nous avons

(III. 5) [aDJ,A<|(7=[a,A-]û^,

[a. A5] est d'ordre 2 s—i, et D]gç.II[^(ô).

Le second membre de (III. 5) est donc dans H^8^'(0).
De même, il est facile de voir que

(III.6) [^PL, A^=[L, ^y^g+M.y^Dyg+M.y^-g+M.g.

Les Mi (i == i, 2, 3) étant des opérateurs différentiels avec

( ordre Mi = ordre M^ = 2 s,
\ ordre Ma = 2 5 — i.(III.7)

Comme gç. Gfoc1 (0), nous avons, d'après les propriétés des G1' :

y^gçH^^); y^DygçH^(0); y^gçHU0)'

Nous en déduisons, en utilisant (III. 7) et le fait que [L, A'] est
d'ordre as + i, que le second membre de (III. 6) est bien dans^iol^7 '((f)).

c. Q. F. D.

REMARQUE (III. 1). — Les théorèmes (III. 1) et (III. 2) sont encore
valables avec les hypothèses de la remarque (11.4).

2. Problèmes aux limites non homogènes.

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les résultats de régularité
établis dans le chapitre II et le paragraphe 1 de ce chapitre, pour étudier
certains problèmes aux limites non homogènes, relatifs à des opérateurs
elliptiques dégénérant au bord. Notre méthode est semblable à celle
utilisée dans [23] pour les problèmes elliptiques (transposition, problèmes
de Visik-Sobolev [35]).

Les notations étant celles du paragraphe précédent, désignons par H (A)
l'espace des u appartenant à H°(Q) telles que A(û) uejFJ°(^!).

Nous le munissons du produit scalaire

(u, u)n^= (u, u) + (A(D) u, A(D) v)

qui en fait un espace de Hilbert.
BULL. SOC. MATH. — T. 95, PASC. 1. 6
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Nous avons le théorème de trace suivant :

THÉORÈME (III. 3).
i0 <^(^) est dense dans H (A).
2° L'application u \-> (yu, yAu) définie dans i0(~^) à valeur dans (^(P))2,

se prolonge en une application linéaire continue de H (A) dans
j^-v2(p+i)(r) x Tï—wp+^r).

Démonstration.
i° Soit M une forme antilinéaire et continue sur H (A). Elle s'écrit

(IIL8) M(u)=(f,u)+(g,A(D)u),

y et g étant deux fonctions de H°(^).
Supposons que M(^==o pour tout c?ea)(n). Notons €» un élément

de o)( ̂ 7) tel que
^[0=?

et fet (/ les prolongées par ô, en dehors de i2, de /, ^.
Nous avons donc

(III. 9) M(cp) = (f, (D) + (^, A(û) <D) == (f+A(D) ^, <D) = o,

le produit ( , ) étant ici celui de H°(U).
Comme (III. 9) a lieu pour tout ^çCD(U), nous obtenons au sens

d e c D ' Ç U ) :
(III. 10) A(D)g=—f.

En utilisant le théorème (III. 2), on voit sans peine que qç. G^,(U).
En particulier, on a

gçG°(^) et ^g==^\g==o.

Ce qui montre qu'une intégration par parties dans (III. 8) est
permise (u), et que nous n'avons pas d'intégrale de surface; nous
obtenons :

Pour tout uç.H(A),
M(u)==(f+A(D)g,u).

Comme f+A(D)g==o (III. 10), on a bien M ==E o. Ceci démontre
la densité voulue.

2° Soit
? = (?o, pOeTp/^-^^r) x ff'/^^^r).

(14) Pour le voir, on peut approcher g par une suite de ^(i2) dans G°(^).
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Le relèvement de la proposition (11.3), 3°, nous permet de trouver
wç G(i2) tel que

( Y W = = 9 o ,
( I I I . i l )

) y A w = cpi,

w dépendant continûment de (o?o, ?i).
Si uçH(A), posons

5(9, u) =(A(JD) u, w)—(u, A*(D) w).

Comme A*(D) envoie continûment G (^2) dans Jï°(i2) [Remarque (11.2)],
nous avons

| S(cp, u) ^ C | u |̂ (..,) X | 9 ^V2(?+i)^^v-2(?+i)^

ce qui montre que ^(cp, ï^) est bilinéaire continue en cp; elle s'écrit donc

5'(îp, u)=<Soi2, 9o>+<^iU, cp,>,
avec

s,çC(H(A\H-^^(r)),
^^^(^(A^jf-v^p+^r)),

les produits <( , ) étant respectivement ceux de la dualité entre

jj-^(?+i)(r) et .^/^-^(r),
jï-V2(p+D(r) et ^v^P+^r) (10).

D'autre part, si uecD(^2) , on voit en écrivant la formule de Green
[voir la démonstration du théorème (11.4)], qu'on a

s^ u = ayA u,
s,u==^u,

a et p étant des fonctions appartenant à ^(F) et ne s'annulant en aucun
point de r.

Nous obtenons donc le résultat annoncé par densité de cD ( ^2 ) dans H (A).
c. Q. F. D.

Voici une conséquence de ce théorème.
Désignons par F (A) les u appartenant à H0^) telles que A(jD)iz

appartient à S^).

(10) Notons que S ( ' ^ , u) ne dépend pas du relèvement choisi pour y. Soient en efïet
w^ et Wg deux fonctions de G(î-î) vérifiant (III. 11), il est facile de voir qu'on a

(A(D) u, w,— w.,) = (u, A*(D) (w,— w,)).
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THÉORÈME (IIL4). — (D ( .Q} est dense dans F (A), et l'application u h> yu,
définie dans ^>(i2), .ce prolonge en une application linéaire et continue
de F (A) dans JZ-1/^^-1)^).

Démonstration. — Désignons par Z(A) les u appartenant à H(A) et
vérifiant

A(D)u=o.
Nous avons alors

F(A)=5©Z(A).

En effet, soit fçF(A) et uçS tel que

A^u^A^)/".
Nous avons

f=(f—u)+u avec f—uçZ(A) et ueÀ

Le théorème résulte alors de la densité de ^D(^) dans S et du
théorème (II 1.3).

c. Q. F. D.

Nous allons utiliser ces théorèmes de trace, et la régularité déjà montrée,
pour obtenir le théorème suivant :

THÉORÈME (III. 5) (Problème de Dirichlet). — (A(JD), y) est un isomor-
phisme entre :

i° F(A) et S ' x H - ' / ^ ^ ^ ç r ) ' ,
20 H(A) et ^(^xTf-v^P^1)^).

Démonstration. — En transposant l'isomorphisme donné par le théo-
rème (11.2), nous obtenons, en remplaçant A (D) par A*(Z)) :

Pour tout L appartenant à G;/, il existe u unique dans H°(^) vérifiant

(III. 12) L(u)=(u, A\D)v)

pour tout v ç. Gd.
i° Le théorème (II 1.4) montre que (A(û), y) envoie continûment F (A)

dans S'xH-^^^^ÇT). Montrons maintenant que cette application est
surjective. Soient f e S ' et gçH-^'^^^ÇT).

Nous allons prendre pour L :

(III-13) ^)=</^>+<^,-rAy>

le premier crochet étant celui de la dualité entre S et S ' , le second celui
de ^(p-M)(r) et ^-V^+^r). Ceci a un sens puisqu'on a [prop. (11.3)] :

GdCS.
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y n ^ y A y est linéaire continue de G dans jr/2^4'1^!'). Nous tirons de
(III. 12) et (III. i3), en prenant uçCO(^),

(III. i4) A(D)u=f.

Nous avons, d'autre part, la formule de Green :

(III . 15) (u, A*(D)P)—<A(D)u, y > = < a y u , Y A p >

pour tout u e ̂ (A) et tout y e G,/.
Finalement, nous avons à partir de (III. 12), (III. i3), (III. i4)

et (III. i5) :
-{U==g.

2° Nous suivons les mêmes idées que précédemment. Nous prenons
/•eJP^dans^II.iS).

C. Q. F. D.

THÉORÈME (III. 6) (Problème de Neumann). — (A(û), yA) est un
isomorphisme entre H (A) et H0^) xH-^^-^^Y).

Démonstration. — L'application (A(û), yA) est continue de H (A)
dans JP^xT-J-^-^^r) (théorème III.3).

Pour montrer qu'elle est surjective, nous transposons l'isomorphisme
du théorème (11.4).

Nous avons :
Pour tout Le G',,, il existe u unique dans Jf°(i2) vérifiant

(III . 16) L(y)=(u, A\D)v)

pour tout u e Gn.
Soient fçH°(^ et gçH-^-^^^ÇT). Nous prenons

(III. 17) L O ; ) = ( f , y ) + < ^ , Y y > ,

le crochet représentant la dualité entre ^/^^(r) et H-^^^d).
En prenant yçc0(^), nous obtenons à partir de (III. 16) : A(D) u == f.
Enfin l'utilisation d'une formule de Green analogue à (III . iô) nous

donne finalement
y\u==^.

C. Q. F. D.

REMARQUE (II 1.2). — Le théorème (II 1.5) précise le théorème (II 1.4)
en montrant que l'application u^^u de F(A) dans Jï-V^P^^r) est
surjective. La même remarque est valable pour le théorème (III. 3).

REMARQUE (III. 3). — La solution u donnée par le théorème (III. 5)
est dans Jï]'oc(^); elle admet donc une trace dans H^^T^), où I\ est
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la variété définie par ^(x) = £ (s > o petit). Par un isomorphisme entre r
et I\, on peut « transporter » cette trace de T^ à F. On peut montrer,
alors, qu'elle tend vers celle de u dans J/^^P ^(T), quand 3 tend vers zéro.
La démonstration est semblable à celle utilisée dans [23].

La même remarque est valable pour le théorème (II 1.6).

REMARQUE (III. 4), — II serait intéressant d'« interpoler » entre les
isomorphismes donnés par les théorèmes (11.3) et (III. 5) [respectivement
(11.5) et (III. 6)] et de résoudre, ainsi, d'autres problèmes non homogènes.
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