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SUR UNE TRANSFORMATION
DES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES ET SES APPLICATIONS

AUX FONCTIONS ENTIÈRES DE PLUSIEURS VARIABLES

PAR

VAZGAIN AVANISSIAN et ROGER GAY
[Strasbourg]

A André Martineau

RÉSUMÉ. — A toute fonctionnelle analytique T portable par un convexe compact
K de C^, on associe une fonction analytique GK (T) (z) par recollement. On étudie le
problème d'inversion et son lien avec la transformée de Fourier-Borel t. Au produit de
composition 7\ * T^ est associé le produit de composition d'Hadamard des germes à
l'origine des GK (Ti), GK (T^). La méthode développée est appliquée ensuite à l'étude
des fonctions entières arithmétiques et à un problème de division dans l'algèbre 0 des
germes à l'origine des fonctions holomorphes pour la convolution d'Hadamard.

Introduction

Dans ce travail nous étudions, par une méthode unifiée, certains pro-
blèmes concernant les fonctions entières arithmétiques de type exponentiel
et le quotient des exponentielle-polynômes de plusieurs variables
complexes.

Dans le cas d'une variable, un théorème de G. POLYA [17] affirme
qu'une fonction entière f(z) de type exponentiel < log 2 et arithmé-
tique (i. e./(N) c Z) est un polynôme; A. SELBERG [21] a montré ensuite
que si / est de type exponentiel < log 2+1/1 500 et arithmétique alors
/est de la forme P^ (z)+P^ (z) exp (z log 2), P^ et P^ étant des polynômes.
Charles PISOT [16] étend ce résultat aux fonctions non nécessairement
entières, et obtient, en particulier le résultat suivant :

. Soient S^ le disque fermé de centre 0 et de rayon a du plan complexe,
et U^ son transformé par l'application /+ : Ç ̂  exp Ç; le diamètre transfini
T (Uy) de U^ croît avec a, et est égal à 1 pour a = (XQ = 0,843...

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



342 V. AVANISSIAN ET R. GAY

Si f est une fonction entière arithmétique de type exponentiel a < ao,
alors f est une exponentielle-polynôme de la forme

/(^) = PI 0) exp (z log ai) + . . . + Pfc (z) exp (z log o^),

où les Pj sont des polynômes, et les Oy des entiers algébriques situés, ainsi
que tous leurs conjugués, dans Uy^.

Dans son article [8], C. R. BUCK a étudié systématiquement les fonctions
entières arithmétiques d'une variable. (Pour une référence détaillée, voir,
par exemple, R. BOAS [6], chap. 9. Dans le cas de plusieurs variables,
le premier travail concernant ce genre de problème est dû à P. LELONG [12].)

Le problème de la factorisation des exponentielle-polynômes remonte
à J. F. RITT [18]. Celui-ci a démontré que si le quotient//^ de deux
exponentielle-polynômes à coefficients constants de la forme

ai exp (ai z)+ . . . +a^ exp (o^ z) (ay, aj e C)

est une fonction entière, alors celle-ci est aussi une exponentielle-polynôme.
A. SHIELD [22] généralise ce résultat toujours dans le cas d'une variable,

au cas où / est à coefficients polynômes (i. e. est de la forme

PI (z) exp (ai z)+ . . . +PJ, (z) exp (o^ z),

où les Pj sont des polynômes, et a, e C). Remarquons que l'énoncé est
inexact lorsque f et g sont tous les deux à coefficients polynômes
(/(z) = sin z, g (z) = z) (voir aussi [9]).

Les auteurs ci-dessus font usage, dans une large mesure de la trans-
formation de Borel dans le plan.

Le présent travail (1) généralise les résultats ci-dessus au cas de plusieurs
variables en utilisant les propriétés des fonctionnelles analytiques.

Dans le chapitre I, à toute fonctionnelle analytique T, portable par
un convexe compact de C4, nous associons une fonction analytique G^ (T)
par recollement. On étudie le problème d'inversion et son lien avec la
transformée de Fourier-Borel. L'introduction de la fonction G^ (T) permet
d'étudier, d'une manière systématique, les problèmes envisagés.

Au chapitre II, on associe à la convolution 7i * T^ de deux fonction-
nelles analytiques (au sens de A. MARTINEAU [14]) le produit de compo-
sition d'Hadamard des germes à l'origine des G^ (Ti), G^ (T^).

(1) L'essentiel du présent travail a été résumé dans deux notes aux Comptes rendus
([2], [3]).
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 343

Le troisième chapitre est consacré à l'étude des fonctions entières arithmé-
tiques. Enfin, le quatrième chapitre étudie un problème de division dans
l'anneau des germes à l'origine de C0 pour le produit de composition
d'Hadamard et étend à plusieurs variables le théorème de J. F. RITT
et A. SHIELD sur le quotient des exponentielle-polynômes (voir aussi [5]
et [11]).

CHAPITRE 1

Problème d'inversion

1 . 1 . Quelques rappels sur les fonctionnelles analytiques

1.1.1. Soit J'f (C11) l'espace des fonctions entières sur C^ muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de Câ. Les fonc-
tionnelles analytiques que nous considérons sont les éléments de ^f' (C^)
dual topologique de e^f (C^).

Pour tout compact, non vide, K de C ,̂ on désigne par q^ la semi-norme
<IK (/) = ^Pzejc 1/00 | pour/e^f (C4). Une forme linéaire Tsur^f (C^)
est une fonctionnelle analytique si, et seulement si, il existe un compact
non vide. K de C^, une constante M^ > 0 tels que, pour tout/e^f (C^) :

(1) |<T,/>|^M^(/).

Une fonctionnelle analytique T est dite portable par l'ensemble compact
K de Cd si, pour tout voisinage relativement compact © de K, il existe
une constante M^ ^ 0 telle que

(2) | < T, /> | < M.sup,,, |/(z) | (/e^^)).

La condition (1) implique qu'une fonctionnelle analytique est portable
par au moins un compact de Câ. On remarquera que si T est portable
par le compact K, elle est portable par tout compact K^ => K et, en parti-
culier, par l'enveloppe convexe de K.

Dire que T est portable par le compact K signifie que, pour tout ouvert œ
contenant K, la fonctionnelle analytique T se prolonge en une forme
linéaire continue sur l'espace ^ (œ) des fonctions holomorphes dans œ
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de œ
(par Hahn-Banach). En particulier, si œ est un domaine de Runge (i. e. œ est
un domaine d'holomorphie, et le sous-espace ^f (C^) de Jf (œ) est dense
dans J'f(œ)), ce prolongement est unique.
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344 V. AVANISSIAN ET R. GAY

1.1.2. Le théorème de Hahn-Banach et le théorème de Riesz impliquent
en outre que si la fonctionnelle analytique T est portable par le compact K,
pour tout ouvert œ => K, il existe une mesure H, à support compact dans œ,

telle que < T,/> = /(Q 4i (Ç) pour tout/e^f ((?). Il n'y a pas unicité

de la mesure [i. Cependant, lorsque co est un domaine de Runge, toute
mesure représentant T représentera aussi l'unique prolongement de T
à ^ (œ).

1.1.3. Transformée de Fourier-Borel d'une fonctionnelle analytique. —
Si T est une fonctionnelle analytique, la fonction

T: z^ ->T(z)=<^ ,exp<^z»deC d dansC«Ç,z>=ÇlZl+ . . .+ÇdZ^

est appelée la transformée de Fourier-Borel de T. Comme

exp <Ç,z>= S^N^ (^v = ̂ ï1.. .̂  v! = v,\.. .v,!)
v!

la convergence étant uniforme sur tout compact de C0,

^OO-EveN^T^/V^.

Cette dernière série étant convergente pour tout z e C4, la fonction T./<
est une fonction entière. La connaissance de T implique la connaissance
des nombres complexes < T, ^v > (v e N^), donc de < T, P > pour tout
polynôme P et, finalement, de < T,/> pour toute /e^f (C^).

En outre, si T est portable par le compact K de C'1 et e > 0, il existe
une constante Mg > 0 telle que

(3) |f(z)[<M,exp(^(z)+e||z||),

où H^ (z) = supçg^ Re < Ç, z > est la fonction d'appui du compact K,
et [ I I I désigne une norme sur C^.

Si K est un compact convexe, on a

X={ÇeCd ;Re<z,Ç><^(z)(VzeCd)}.

Réciproquement, si AT est un compact convexe, et/une fonction entière
satisfaisant à l'inégalité (3) pour tout c > 0, il existe une fonctionnelle/\.
analytique T, portable par K, telle que T==/
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 345

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle ana-
lytique T soit portable par le polydisque

C(0, ri,...,r,) = { z e C , ; [ z, | < r,, 1 ̂ 7 ^ d }

est que, pour tou s > 0, il existe une constante Mg ^ 0 telle que

(4)| ^)|^M,exp((ri+E)|zJ+...+(r,+c)|z,|).

L'espace vectoriel des fonctionnelles analytiques portables par le
compact K sera noté A^.

Enfin, rappelons qu'une fonctionnelle analytique T est dite représen-
table par une distribution à support compact S si, et seulement si, pour
toute h ejT (C4), < T, h > = < S, h >.

Pour tout ce qui concerne les fonctionnelles analytiques, on renvoie à
à [10], [13], [14], [24].

1.2. Notations

w

— L'espace C est le compactifié de C par adjonction du point oo, et
Co=C\ ( ) -a ) ,0 )x{0}) .

- U= { z e C ; -7i < Imz < n }; 0 = £/<

- L'application Ç i-> exp Ç de £/ dans Co est notée /+ ; on a /+ ( U) = CQ.
L'application réciproque de Co dans U est la détermination de log z telle
que log 1 = 0. L'application Çi-^exp(-Ç) de U dans Co sera notée /-.

- pr, désigne l'application z = (z^,. . . , z^)^ z, de C^ dans C.

— Si K est un compact de 0, on pose

K,=pr,(K),

W)=Y\^,^(C\l,(K^

w)=niwc\'-w
On remarquera que Q (K) est un ouvert dense dans Q (AT).

— L'ensemble des fonctions continues dans Q (K), holomorphes dans
0 (K) et nulle dans Q (TO\Q (^), sera notée ^o (îî (X)).
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346 y. AVANISSIAN ET R. GAY

1.3. Transformation G^

Soit K un convexe compact de Cd; K étant polynômialement convexe,
il existe un système fondamental de voisinages de K, ouverts, relativement
compacts, qui sont des domaines de Runge.

1.3.1. THÉORÈME. — Soient K un convexe compact contenu dans Q,
et T une fonctionnelle analytique portable par K.

Il existe une fonction G^ (T) analytique dans Q (K), nulle à l'infini
(i.e. G^(T)e^o(p.(K))), telle que, pour tout système fondamental de
voisinages ouverts (œ;),^ de K formé de domaines de Runge d'adhérence
compacte contenue dans Q. et, pour tout i e /, G^ (T) restreinte à Q. (œ,)
soit égale à G^ (T,), où T, est Punique prolongement de T à ̂  (œ,) et

G^(T,)(z)=( T,,
(1-ZiexpÇi) . . . (1-z^exp^)

La fonction G^ (T) se développe au voisinage de l'origine selon

G^T)(z)=^^f(y)z\
et à l'infini selon

^(^(^(-lyTveN^l T(-V)Z-\

Démonstration.

1.3.2. LEMME. — Soit (œ;)^ comme dans l'énoncé du théorème 1.3.1.
Pour tout z fixé dans 0 (œ;) = ni^^(C\/- (pr, (œ,))) la fonction :

w^ ^rii^ 1
l-z,exp^.

est holomorphe dans œ;.
La fonction

G^(Ti): z^/T,,————————1————————\
\ (1-ZiexpÇi). . . (1-z^exp^)/

est un élément de e^fo (P- (œ»))-

Démonstration. - La première partie résulte de l'hypothèse

z, i /_ (pr, (œ,)).
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Soit H; une mesure à support compact dans œ^ représentant la fonction-
nelle T, (cf. 1.1.2). On a

C^(T,)(z) = f_———^——^^ (zeQ(œ,)).
J lh^d(l-^expÇ,)

.̂(0
nK/^-^pç/)

II est classique que la fonction 6^(7^) est holomorphe en zeQ(©;).
Montrons que cette fonction se prolonge à Q (œ,) en une fonction continue
et nulle dans Q (û)^)\Q (œ,). Il suffit de montrer que la limite de l'inté-
grale lorsque z e 0 (co;) tend vers z° e Q. (œ;)\0 (œ;) est nulle. Or il
existe a > 0, et, pour tout 1 s$ j ^ d, un voisinage Vj de z^ (dans
C\/_ (pîj (o)^))) tel que, si Zj e Vj et Ç e (Dp on ait [ 1 —Zj exp ^j | > a.
Les constantes étant i^-intégrables, on conclut par le théorème de conver-
gence bornée.

1.3.3. LEMME. - 0(70 = IJ^QCœ,).
Démonstration. — Elle est élémentaire.

1.3.4. LEMME — Toutes les fonctions G^ (T;) admettent comme dévelop-
pement de Taylor à Vorigine le développement

^(^(^Eve^n^,
/\.

où T est la transformée de Fourier-Borel de T. En outre ces fonctions
admettent à l'infini le développement.

GKW(Z) = (-1)^ ,eN.,v,^l n^Z-

Démonstration. — Pour tout ; e /, soit py (i) la distance de l'origine
à l'ensemble compact /_ (pry (co;)) c C\{ 0 }. Pour | Zj [ < py (;) et
Ç e œ,, on a j Zj exp (̂ .) [ < 1. D'où

(5) ni^d,———————^- = EveN^eXp^, V> .
1-z^exp^.

La série du second membre qui, pour Ç fixé dans œ^, est uniformément
convergente sur tout compact du polydisque ouvert C(0, pi (;),..., pj (0)
est aussi, pour z fixé dans ce polydisque, uniformément convergente en Ç
sur tout compact de œ^; en effet, soit L un compact de (Dp et aj la distance
de l'origine à /_ (pry (L)), aj > pj (f). On en déduit que, pour v e N^,

i,-.xp<ç,v>i^y\..p'-»y' ^,ç.L
\ "i / \ ad )
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^48 y. AVANISSIAN ET R. GAY

ce qui implique la convergence normale de la série (5). Il en résulte que

G^(T,)(z) = < ̂  Ev^'expa v» =^^z\ ̂  exp<Ç, v».

Comme la restriction de T, à ^ (C^) est égale à T et que

< T , e x p < Ç , v » = T(v),
on a

GKW(Z)=^^T(V)Z\

Le développement à l'infini s'obtient de manière analogue. D'où le lemme.

La démonstration du théorème 1.3.1 s'achève si on montre que :
1° Pour tout ij e I, les restrictions de G^ (T,) et G^ (T,) à Q (c^) n 0 (œ,)

sont égales.

2° La fonction G^ (F), obtenue pour recollement des (G^ (r;))fej, ne
dépend pas du système (co^),^ choisi.

3° G^ (T) est un élément de ^o (û (^)).

(a) Soit œ^ c œ; n co, (^ e /). On a Q (©^) =) Q (œ,) et 0 (c^) =) Q (œ,).
D'après le lemme 1.3.4, les fonctions G^ (zy, G^ (T,), G^ (T,) ont le
même développement de Taylor à l'origine. Les ouverts Q (œ,) et û(©.)
étant connexes les fonctions G^ (T,) et G^ (T,) sont, respectivement, les
restrictions de 0^(7^) à ces ouverts. En particulier G^ (T,) et (7^ (T.)
coïncident sur Q (co,) n Q (œ .̂).

(&) La propriété 2° résulte de ce que Q.(K) est connexe et que, quel
que soit le système (œ,),^ considéré, la fonction G^(T) obtenue a pour
développement de Taylor à l'origine le développement ^vei^77^)^-

(c) Soit z° e û (K)\Çï (K). Il suffit, pour conclure que G^ (T) se prolonge
à Q (K) en une fonction continue nulle sur Ô (X)\0 f^:), de remarquer
qu'il existe i e 1 avec z° e Q (œ,)\Q (œ,).

1.4. Injectivité de G^

Le théorème 1.3.1 permet d'associer à tout couple (K, T) une fonction
GK (T) élément de^o (Q (^)). On se propose d'exprimer le nombre < T, h >,
he^ÇC^ en fonction de G^ (F) et de A.
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 349

1.4.1. THÉORÈME. - On a, si Ae.?f(C"1),

(6) <r,^>=)—-l G^(r)(z)'f̂Jn
(-1)",
(2in)dj r ix . . .x rd

1 / 1 i \^z! ^dx/i(-logzi, . . . , -logz^)—1... —a,
zl ^

OM F, (1 ^ j ^ û?) ̂  une courbe simple fermée continûment différentiable
par morceaux entourant l_ (pr, (K)) contenue dans Co et orientée au sens
usuel.

Démonstration. — La démonstration se fait en deux étapes :
(a) Soit (û)f) un système fondamental de voisinages de K relativement

compacts contenus dans 0 et constitué de domaines de Runge. Dans
cette première étape, nous montrons que l'intégrale figurant dans (6)
reste inchangée si on remplace G^ (T) par une certaine G^ (7^). En effet,
soit Cj la composante connexe bornée de U\jp où y, = l~_1 (Ty); c- est
un voisinage ouvert de pTjÇK); l'intersection

^==^l^^(^- lxc,xc/d-J)
est un voisinage ouvert de ^contenue dans 0. Il existe ÎQ e /tel que œ .̂ Œ V.
Alors pr, (œ^) c Cj et /_ (pr, (œ^)) c /_ (c,). Par suite,

r,cC\/_(pr,(co^)),

et il en résulte que F^ x ... x T^ <= Q (œ^). D'après la définition de G^(T),
la restriction de cette fonction à I\ x . . . x F^ est égale à la restriction
à cet ensemble de G^ (T^).

(b) Soit H^ une mesure à support compact contenu dans œ^ représen-
tant 7^. On a

GKW(Z) = f ^=^———^ ( 0 ——(zeO(o)J ) ,^o(0

1 Tli^j^-ZjQXp^)^ lll^^dC1-^^?^-)

l'intégrale du second membre de (6) est alors égale à

(7) (-irT / f ^0(0 \
(2^)dJ^,x...x^AJ ni^^(l-^expÇ,)7

x/î(-logZl,. . . ,-logz,)d z l . . .â f z-d ,
zl ^
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350 V. AVANISSIAN ET R. GAY

Les conditions d'application du théorème de Fubini étant réunies, on
peut intervertir les deux intégrations. Il vient :

^^Q
/z(-logzi, . . . , -logzj) dz^ dz^

• x r ^ Yli^j^-ZjQxpQ zi '" z/J r i x . . . >

Un calcul de résidus donne

(-l/f M-logzi, . . . , -logz,)' f̂nx...(2l7T)dJ^lx...x^d Yli^j^dd-ZjQXp^)

dZ-\ aZj .. ,..x — - . . . — = HÇi, . . . ,^)
zl ^

Finalement, l'intégrale du second membre de (6) est égale à

l\(Çi, ..., Ç,)̂ iJO = < T^ h) = < T, h\

d'où le théorème.
/\.

1.4.2. COROLLAIRE. — La transformée de Fourier-Borel T(Ç) de la
fonctionnelle analytique T s'obtient à partir de la fonction G^ (T) par

(—}¥wno^y.
x f c,(n(^)cxp(-(Çlloe^l+...+ç^log^^))rf^l...''i'.

Jrix...xrd z^ z^

1.4.3. PROPOSITION. — Soit K un convexe compact de fî. U application
linéaire G^ : A^ —> J^o (Q (^)) ^^ injective.

En effet, l'égalité (8) implique que si G^ (T) = 0, alors T est nulle et,
par suite, que T = 0.

1.4.4. PROPOSITION. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
deux fonctionnelles analytiques 7\ et T^, portables respectivement par K^/\ /<
K^ compacts de 0, soient égales est que 7\ (v) = 7^ (v) pour tout v e N .̂

Démonstration. — 5'oit AT l'enveloppe convexe de K^ u A^. L'égalité
TI = T^ équivaut à l'égalité G^ (Ti) = G^ (T^) elle-même équivalente
à fi (v) = f^ (v) Pour tout v e N ^ (c/. 1.3.4).
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 351

1.5. Inversion de G^

Dans ce paragraphe, on donne une condition suffisante pour que l'appli-
cation G^ soit bijective. Soit K = K^ x K^ x . . . x K^ un produit de convexes
compacts de U. Pour s > 0, soient P^g l's-voisinage de Kj et
Og = fjiï^d Vj'^. L'ouvert convexe Og est un domaine de Runge, et il
existe 80 > 0 tel que, pour 0 < s < £o? ^ Œ ^' La famille (^s)o<s<eo est

un système fondamental de voisinages de K contenus dans Q relativement
compacts et constitué de domaines de Runge. On a alors le théorème
d'inversion.

1.5.1. THÉORÈME D'INVERSION. — L'application G^ : A^ -> J^o (P (^0)
est bijective lorsque K = K^ X K^ X . . . X K^ est un produit de convexes
compacts de U.

Démonstration. — Elle sera faite en deux étapes :

(a) L'application G^ est injective d'après 1.4.3. Montrons qu'elle est
surjective. Soit (pe^fo(^W); Ïa forme linéaire T'.^(Cd)—>C :

(-1)^
(9) ^L-Z,

(2^

x [ (p(z)^(-logz,, . . . , -logz,)^ . . . dzd

J ri x. . .xrd Zi z^

est manifestement continue sur e^f (C4), et définit une fonctionnelle ana-
lytique portable par K. Les F? comme dans le théorème 1.4.1, sont des
courbes simples fermées, continûment différentiables par morceaux, entou-
rant les /_ (pTj (K)) = /_ (Kj) contenues dans CQ et orientées au sens
usuel. Soit œ un ouvert relativement compact contenant K; il suffit de
montrer qu'il existe une constante M^ > 0 telle que, pour tout h e ̂  (CQ :

[<T,^>|^M,sup^,|^(z)[.

Il existe s > 0 tel que œ^ c: œ n Q. Soient Cj une courbe fermée simple,
continûment différentiable par morceaux, entourant Kp contenue dans
Vj^ et Cj = /- (cj) orientée dans le sens usuel; Fj et Cj sont homotopes
dans C\/_ (Kj). En raisonnant sur chaque variable séparément, on
constate que l'on peut remplacer, dans (9), r\ x ... x 1̂  par Ci x . . . x C^
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35^ V. AVANISSIAN ET R. GAY

ce qui donne, après le changement de variables z, = exp(-Ç ) :

1 < r , A > | = 1
(Inf

(p(exp(-Çi),...,exp(-Ç,))/i(Çi,...,Ç,)^...^ ,
J ci x ...xcd

on en déduit :

|<r^>|^sup^^j/î(Ç)|

"^ l (P(exP(-Çl)-•-exp(-^))|^jÇ,i...^(^,
(271) Jcix.. .xcd

d'où

[<T,/î>j^M,sup^,|^(z)|,

avec

M,, — — f |<P(exp(-0, , . . . ,exp(-Ç,)) |^Ç, j . . .^Ç,] ,
(Z7C) Jcix.. .xcd

ce qui montre que T est une fonctionnelle analytique portable par K.

(b) Montrons que G^ (T) = (p. Il suffit d'établir que, pour e < 80, la
restriction de G^ (T) à Q (o)g) est égale à la restriction de (p à cet ensemble.
Considérons ©g = ]~[i^j^d vj^ Soient c, une courbe comme plus haut
contenue dans F,,,, et C, = /_ (c,). Pour M e 0 (œ,), la fonction
Ç1-^ l/(ni^j^d(l-^expÇy)) est holomorphe dans o,. Cet ouvert étant
un domaine de Runge, il existe une suite (/?„ (Ç))^i de fonctions entières
qui converge uniformément sur tout compact de ©g vers l/dli^'^
(1-MyexpÇy). Soit 7g l'unique prolongement de Tàjf(û)g). On a, pour
chaque /?„ :

<7;,;0=<T,/0

_(-!/
(2^^

X f <P(^n(-logZi, . . ., -bgZ,)^ . . . ̂ ,
JCiX...xc^ ^^ ^
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d'après la première étape; d'où, par passage à la limite,

G^T,)(u)=/T^_
ni<7^(l-^expÇ,),

(-1)'

353

(2<7r)

x r ___cpoo___ rfzi ^
Jc,x. . .xc,TTi^7<d(l-M/exp(-logz,)) z. z.^ni^^1-^^-10^./)) z!

or

exp(-logzy) = — et
(1 - Uj exp ( - log Zj)) Zj Zj - Uj

donc
(-!/

GKW(U)=
(2170)'

x
(p(z) -Jzi . . . dz^

C i X . . . x C d ( Z i - M i ) . . . (z^-Ud)

(p appartenant à J^o (^ (^)) un raisonnement élémentaire montre que
l'intégrale du second membre est égale à (p (u), d'où le théorème.

1.6. Cas d'un polydisque

Nous allons appliquer les résultats des paragraphes précédents au cas
où le compact convexe K est un polydisque de centre 0 et contenu dans 0.
Auparavant, nous allons introduire quelques notations.

Soient :
— 5^ le disque fermé de centre 0 et de rayon a.

— Pour 0 ^ a < TC, £ / ,= /+ W = /_ (^).
— C (a) la couronne { z e C; exp ( — a ) ^ [ z | ^ exp (a) }.

Si z e C

6(z):

z si
^
- si
z

z

z

<1,

>1,
s(z)=

0 si
1 si

z
z

<1
> 1
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Pour tout rf-uple (£1,..., e^), où e, = 0 ou 1, et tout rf-uple (oci, . . . , o^),
où 0 ï$ a, < 7i, 1 <y < ûf, ;̂;:::;̂  désigne l'ensemble

{ z = (zi, ..., z,)eY[,^^(C\C(^)); s(z,) = s,, 1 ̂ j ̂  d}.

On a :

rilW^W) - Ul^^,e,e{0,l}^;;::::^

(Le second membre est une réunion de 2^ ouverts connexes.)

1.6.1. PROPOSITION. — Pour tout fonctionnelle analytique TeA'^, où
K = rïi^y^d ̂  (^ ^ oey < TT, 1 ̂  y ^ û^) la fonction G^ (T) admet, dans
rii^j^d (C\C(o,)), 7^ développement

(10) G^(T)(z) = (_iy^)+-+^)

><EveN.,v,^(z,) Ta-l)6^^, . . .,(-1)^)

x(e(z0)vl...(9(z,))vd,

/û? convergence est uniforme sur l9 ensemble

K^=K,nîi^,^(C\C^

où KQ est un compact quelconque de f j i^y^d (C\C(ay)).
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Démonstration. — II suffit d'établir le développement pour zeQ^'""^
et sa convergence uniforme sur KQ n û^""^. Il existe

0<p<infi^^(7i;-a,)

tel que K^ n Q8^ c O^p'^p. Soit z e 7?o n 0:;::::̂ . Si

£,=£(Z^)=0,

on a | Zy | < exp (-(ay+p)) et ] Zy exp (Çy) | < 1 pour Çy élément de l'inté-
rieur de *S^.+p, donc

,———1——— =E^oZ?exp(v,Ç,)
1 - Zj exp Çy

= (-1)6^ Ev,^(z,) (ô^))^ exp((-1)^^,^).
Si £y = £ (Zj) = 1, on a [ Zy [ > exp (oy+ p) et [ Zy exp Çy [ > 1 pour Çy élé-
ment de l'intérieur de 5^.+p, donc

,——v———= -Ev^i^-expC-v.Ç,)
1-z.expÇ,

= ( - ir^0 Ev,^(z,) (e (z^^-exp ((-1)^^ v, Ç,).

Les séries ci-dessus étant normalement convergentes pour Çy appartenant
à un compact de l'intérieur de S^.+ (z fixé), on a

________1________
(1 - z, exp Ci) . . . (1 - za exp Q
^ /_ <\e(zi)+...+s(zd)

xSveN^v^s(z,)eXp((-l)£ ( z l )VlÇl+. . .

+(-l)e(zd)v,Ç,)(9(Zl))vl ... (6(z,n.

Cette dernière série est normalement convergente pour Ç appartenant
à un compact du polydisque ouvert

cùp^zeC^; |z,| <o,+p, 1 ̂ J^d} ,

si Tp est l'unique prolongement de T à e^f (©p), on obtient :

G^(T)(z)=G^(Tp)(z)

=/r _____L____\
\ p 5(l-ZlexpÇl). . .(l-z,exp^)/

= (-i)^^-4-^) E^^,V,^(Z,) nc-^^s,...,
(-l)£<zd)v,)(e(Zl))vl...(e(z,)vd).
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La convergence uniforme sur Ko n %:::; ̂ . résulte des considérations
classiques sur les séries entières.

1.6.2. COROLLAIRE (analogue à la proposition 1.4.4). — Une condition
nécessaire et suffisante pour que deux fonctionnelles analytiques, portables
par le polydisque K = ["[i^j^d s^ soient égales est qu'il existe 81,..., s^
(Sy = 0 ou 1, 1 < j ^ d) tels que, pour tout v e N^,

^((-irvi,...,(- irv^f^-irvi, ...,(-i)^v,).
En effet, si cette condition est réalisée, G^ (Ti) et G^ (T^) admettent

le même développement dans û '̂/;;;̂  qui est un ouvert non vide de l'ouvert
connexe O(^). Par conséquent, G^ (7\) = G^(T^\ d'où 7\ = T^-

1.7. Fonctionnelles analytiques représentables par des distributions à
support compact discret contenu dans Q

Dans ce paragraphe, on caractérise par leur transformée G^(T) les
fonctionnelles analytiques représentables par des distributions à support L
compact discret contenu dans Q (tétant le produit des enveloppes convexes
depr,(L)).

1.7.1. THÉORÈME. — Soit T une fonctionnelle analytique portable par
un convexe compact KQ de 0.

(A) Si la fonctionnelle analytique T est représentable par la distribution
Ei^pElvi^^v0^ de support

L = (a^ . . . , (Xp) (ocfe = (0^1, . . . , a^) e Q,

v = (Vi, . . . , Va) e N^, 'kk,v e Q? ̂ ^ ̂  conditions suivantes sont vérifiées :
1° G^ (T) é^ ^^ fonction rationnelle A (z)l(B^ (z^).. .^ (z^) ^w^^

^ ^fo (û (^o)).
2° Po^r ^OM? 1 ̂  j ̂  d, Bj est un polynôme en la variable Zj de la forme

B j ( Z j ) = Yl^ei^-^^P^jf^'

avec Ij sous-ensemble non vide de { 1, .. .,p } et JLI^. y6N*.

Réciproquement, si G^(T) vérifie 1° et 2°, alors T= Sp S i v f ^ Z p ^p^0^
avec P e ]"[! <j^ { ̂ ,r k] e ï^ ^k,j e pr; (Xo) }.
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