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SUR UNE TRANSFORMATION
DES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES ET SES APPLICATIONS
AUX FONCTIONS ENTIERES DE PLUSIEURS VARIABLES

PAR

VazGAIN AVANISSIAN et RoGER GAY
[Strasbourg]

A André Martineau

RESUME. — A toute fonctionnelle analytique T portable par un convexe compact
K de C¢ on associe une fonction analytique Gg (T) (z) par recollement. On étudie le
probléme d’inversion et son lien avec la transformée de Fourier-Borel T Au produit de
composition T3 % T, est associé le produit de composition d’Hadamard des germes a
Porigine des Gk (T,), Gk (T,). La méthode développée est appliquée ensuite a 1’étude
des fonctions entiéres arithmétiques et & un probléme de division dans 1’algébre @ des
germes a 1’origine des fonctions holomorphes pour la convolution d’Hadamard.

Introduction

Dans ce travail nous étudions, par une méthode unifiée, certains pro-
blémes concernant les fonctions entiéres arithmétiques de type exponentiel
et le quotient des exponentielle-polynémes de plusieurs variables
complexes.

Dans le cas d’une variable, un théoréme de G. PoLya [17] affirme
qu’une fonction entiére f(z) de type exponentiel < log2 et arithmé-
tique (i. e. f (N) = Z) est un polyndme; A. SELBERG [21] a montré ensuite
que si f est de type exponentiel < log2+41/1500 et arithmétique alors
fest de la forme P, (z)+ P, (z) exp (z log 2), P, et P, étant des polynoémes.
Charles Pisor [16] étend ce résultat aux fonctions non nécessairement
entiéres, et obtient, en particulier le résultat suivant :

Soient S, le disque fermé de centre O et de rayon o du plan complexe,
et U, son transformé par Papplication 1, : { > exp {; le diamétre transfini
t(U,) de U, croit avec a, et est égal a 1 pour a = a, = 0,843. ..
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342 V. AVANISSIAN ET R. GAY

Si f est une fonction entiére arithmétique de type exponentiel o < o,
alors f est une exponentielle-polynéme de la forme

f(2) = Py (2)exp(zloga,)+ ...+ P, (2)exp(zlogay),

ou les P; sont des polynomes, et les a; des entiers algébriques situés, ainsi
que tous leurs comjugués, dans U,.

Dans son article [8], C. R. Buck a étudié systématiquement les fonctions
entiéres arithmétiques d’une variable. (Pour une référence détaillée, voir,
par exemple, R. Boas [6], chap. 9. Dans le cas de plusieurs variables,
le premier travail concernant ce genre de probléme est di 3 P. LELONG [127)

Le probléme de la factorisation des exponentielle-polynémes remonte
a J. F. Rirr [18]. Celui-ci a démontré que si le quotient f/g de deux
exponentielle-polynémes a coefficients constants de la forme

a; exp (o3 2)+ ... +a, exp (¢, 2) (2, a; € C)

est une fonction entiére, alors celle-ci est aussi une exponentielle-polynéme.

A. SHIELD [22] généralise ce résultat toujours dans le cas d’une variable,
au cas ou f est a coefficients polynémes (i. €. est de la forme

P, (z)exp (oy 2)+ ... + Py (2) exp (o 2),

ou les P; sont des polyndmes, et o; € C). Remarquons que I’énoncé est
inexact lorsque f et g sont tous les deux a coefficients polynomes
(f(2) = sinz, g(z) = z) (voir aussi [9]).

Les auteurs ci-dessus font usage, dans une large mesure de la trans-
formation de Borel dans le plan.

Le présent travail (*) généralise les résultats ci-dessus au cas de plusieurs
variables en utilisant les propriétés des fonctionnelles analytiques.

Dans le chapitre I, & toute fonctionnelle analytique 7, portable par
un convexe compact de C%, nous associons une fonction analytique G (T')
par recollement. On étudie le probléme d’inversion et son lien avec la
transformée de Fourier-Borel. L’introduction de la fonction Gy (T') permet
d’étudier, d’une maniére systématique, les problémes envisagés.

Au chapitre II, on associe a la convolution 7; « T, de deux fonction-
nelles analytiques (au sens de A. MARTINEAU [14]) le produit de compo-
sition d’Hadamard des germes a ’origine des Gy (T}), Gg (T3).

(*) L’essentiel du présent travail a été résumé dans deux notes aux Comptes rendus

({21, [3D.
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 343

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des fonctions entiéres arithmé-
tiques. Enfin, le quatriéme chapitre étudie un probléme de division dans
l’anneau des germes A l’origine de C? pour le produit de composition
d’Hadamard et étend a plusieurs variables le théoréme de J. F. RirT
et A. SHIELD sur le quotient des exponentielle-polynémes (voir aussi [5]

et [11]).

CHAPITRE 1

Probléme d’inversion

1.1. Quelques rappels sur les fonctionnelles analytiques

1.1.1. Soit # (C*) I’espace des fonctions entiéres sur C? muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de C% Les fonc-
tionnelles analytiques que nous considérons sont les éléments de s’ (CY)
dual topologique de # (C%).

Pour tout compact, non vide, K de C% on désigne par qg la semi-norme
qx (f) = sup, ¢ | (@) | pour fe# (C%). Une forme linéaire T sur # (C*)
est une fonctionnelle analytique si, et seulement si, il existe un compact
non vide K de C% une constante My > O tels que, pour tout fe# (C? :

) [<T 5] < Mgax ().

Une fonctionnelle analytique 7" est dite portable par I’ensemble compact
K de C? si, pour tout voisinage relativement compact o de K, il existe
une constante M, > 0 telle que

e [KT | S Mysup.co|f(2)]  (fea (CY).

La condition (1) implique qu’une fonctionnelle analytique est portable
par au moins un compact de C% On remarquera que si 7 est portable
par le compact X, elle est portable par tout compact X; o K et, en parti-
culier, par I’enveloppe convexe de K.

Dire que T est portable par le compact K signifie que, pour tout ouvert @
contenant K, la fonctionnelle analytique 7 se prolonge en une forme
linéaire continue sur ’espace # (@) des fonctions holomorphes dans ®
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de ®
(par Hahn-Banach). En particulier, si o est un domaine de Runge (i. e. ® est
un domaine d’holomorphie, et le sous-espace # (C?%) de # (o) est dense
dans #(w)), ce prolongement est unique.
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344 V. AVANISSIAN ET R. GAY

1.1.2. Le théoréme de Hahn-Banach et le théoréme de Riesz impliquent
en outre que si la fonctionnelle analytique 7 est portable par le compact K,
pour tout ouvert ® > K il existe une mesure p, a support compact dans o,

telle que ( T, > = J f(© du (©) pour tout fes# (CY. Il n’y a pas unicité

de la mesure p. Cependant, lorsque @ est un domaine de Runge, toute
mesure représentant 7' représentera aussi 1’unique prolongement de T
a # (o).

1.1.3. Transformée de Fourier-Borel d’une fonctionnelle analytique. —
Si T est une fonctionnelle analytique, la fonction
T: z+—T(z) =T, exp{&z>>de C*dans C({{,z> =& zy+...+{s22)
est appelée la transformée de Fourier-Borel de 7. Comme
ZV CV

v!

exp <C.»Z>= ZVENd

(V=z1. ..z vi=vil VD)

la convergence étant uniforme sur tout compact de CY

T(2) =Y, enal{T,0 VY 2"

Cette derniére série étant convergente pour tout ze C% la fonction T

est une fonction entiére. La connaissance de 7' implique la connaissance
des nombres complexes { T, (> (veNY, donc de (T, P) pour tout
polyndme P et, finalement, de { T, f) pour toute fe# (C%.

En outre, si T est portable par le compact K de C? et £ > 0, il existe
une constante M, > 0 telle que

3) | T(2)| < M, exp (Hg (2)+¢ || z])).

ol Hy (z) = sup,.xRe<{, z> est la fonction d’appui du compact K,
et || || désigne une norme sur C°.

Si K est un compact convexe, on a
K= {CeC”; Re(z, > < HK(z)(VzeC")}.

Réciproquement, si X est un compact convexe, et f une fonction entiére
satisfaisant a I’inégalité (3) pour tout € > 0, il existe une fonctionnelle

analytique 7, portable par KX, telle que T= yA
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 345

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle ana-
lytique T soit portable par le polydisque

CO,ryy..r)={zeCy;|z;| <rp,1<j<d}
est que, pour tou € > 0, il existe une constante M, > 0 telle que

@] f(z)] S M exp((ri+e)|zy [+ ... +(ra+8) | z4))

L’espace vectoriel des fonctionnelles analytiques portables par le
compact K sera noté Ay.

Enfin, rappelons qu’une fonctionnelle analytique 7T est dite représen-
table par une distribution a4 support compact S si, et seulement si, pour
toute et (CY, (T, h) =< S, h).

Pour tout ce qui concerne les fonctionnelles analytiques, on renvoie a

a [10], [13], [14], [24].

1.2. Notations

— L’espace C est le compactifié de C par adjonction du point oo, et

Co=C\(0—,0)x{0}).
— U={zeC;—-n<Imz<mn}; Q= "U"

— L’application { + exp { de U dans C, estnotée /. ; onal, (U) = C,.
L’application réciproque de C, dans U est la détermination de log z telle
que log 1 = 0. L’application { > exp (—{) de U dans C, sera notée /_.

— pr; désigne I’application z = (zy,. .., zy) ~> z; de C? dans C.
— Si K est un compact de Q, on pose
K; = pr;(K),
Q(K) =]]1<;<a(C\I-(K)),
Q(K) = [T1 <j<a(C€\I- (K ).
On remarquera que Q (K) est un ouvert dense dans Q (K).

— L’ensemble des fonctions continues dans Q (K), holomorphes dans
Q (K) et nulle dans Q (K)\Q (K), sera notée #, (Q (K)).
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346 V. AVANISSIAN ET R. GAY

1.3. Transformation G

Soit K un convexe compact de C?; K étant polynomialement convexe,
il existe un systéme fondamental de voisinages de K, ouverts, relativement
compacts, qui sont des domaines de Runge.

1.3.1. THEOREME. — Soient K un convexe compact contenu dans Q,
et T une fonctionnelle analytique portable par K.

1l existe une fonction Gy (T) analytique dans Q (K), nulle a linfini
(i.e. Gu(T)eH, (Q(K))), telle que, pour tout systéme fondamental de
voisinages ouverts (®;);.; de K formé de domaines de Runge d’adhérence
compacte contenue dans Q et, pour tout i€l, Gy (T) restreinte a Q (w;)
soit égale a Gy (T;), ot T; est 'unique prolongement de T & # (®;) et

1
Gx(T)(2)=( T, '
k(T (2) < (l_zlexpcl),,.(1—ZdexpCd)>

La fonction Gy (T) se développe au voisinage de I’origine selon

G (T)(2) = Zv ena T(V) 2,
et a linfini selon
Gx(T)(2) = (—1)"Yyena, vyz1 T(=V) 27"
Démonstration.

1.3.2. LEMME. — Soit (®;);c; comme dans I’énoncé du théoréme 1.3.1.
Pour tout z fixé dans Q(®;) = [1<j<a (C\I- (pr; (©0))) la fonction :

.
0;(2) : §'—’n1sj<d————-
1—z;expl;

est holomorphe dans ;.
La fonction

1
Gy (T): I,
x(T) ZH< (1_ZlexpC1)...(1—Zaexp§d)>

est un élément de # o (Q (©))).

Démonstration. — La premiére partie résulte de 1’hypothése
Z; ¢l (Prj ((73;'))-
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Soit p; une mesure a support compact dans o; représentant la fonction-
nelle 7; (¢f. 1.1.2). On a

B dp; (§)
Gk (T)(2) —jnlsjsda—z,-expC;)

Il est classique que la fonction Gy (T;) est holomorphe en z e Q (®,).

(zeQ(w)).

Montrons que cette fonction se prolonge a Q (w;) en une fonction continue
et nulle dans Q (@)\Q (®,). 1l suffit de montrer que la limite de I’inté-
grale lorsque zeQ (®;) tend vers zoefl@i)\ﬂ (w;) est nulle. Or il
existe @ > 0, et, pour tout 1 <j<d, un voisinage V; de z}’ (dans
(~3\l_ (pr; (@) tel que, si z;e V; et {€w;, on ait |1—z; exp {;| > a.
Les constantes étant p-intégrables, on conclut par le théoréme de conver-
gence bornée.

1 .3.3. LEMME. - Q (K) = UiEI Q ((_D-i)‘
Démonstration. — Elle est élémentaire.

1.3.4. LeMME — Toutes les fonctions G (T;) admettent comme dévelop-
pement de Taylor a origine le développement

Gx(T)(2) =Y, ena TV 2%

o T est la transformée de Fourier-Borel de T. En outre ces fonctions
admettent a Uinfini le développement.

Gr(T)(2) = (— 'Y yentyyo1 T(—V) 27

Démonstration. — Pour tout iel, soit p; (i) la distance de I’origine
a Pensemble compact /_ (pr; (@)) = C\{0}. Pour |z;| < p;(i) et
{ew; on a|z;exp ()| <1 Dou
) [Micjei———— = Tyenez'exp (G v

1—z;exp{;

La série du second membre qui, pour { fixé dans ®;, est uniformément
convergente sur tout compact du polydisque ouvert C (0, p, (i),. .., ps (7))
est aussi, pour z fixé dans ce polydisque, uniformément convergente en {
sur tout compact de ;; en effet, soit L un compact de o;, et g; la distance
de Torigine a I_ (pr; (L)), a; > p; (i). On en déduit que, pour ve N’

|zVexp<¢, vy | = <p1_(i)>"‘. . .(p"(i)>Vd pour {e L

a ay

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



348 V. AVANISSIAN ET R. GAY

ce qui implique la convergence normale de la série (5). Il en résulte que
GK(T;)(Z) = < T'i’ ZveNdzvexp<§9 V>> = ZVEN"ZV< T'i’ CXp<C, V>>'

Comme la restriction de 7; & # (C?) est égale & T et que

(T, exp< v Yy =T (W),
on a

Gk(T)(2) = Zv ene T(V) 2"
Le développement a I’infini s’obtient de maniére analogue. D’ou1 le lemme.

La démonstration du théoréme 1.3.1 s’achéve si on montre que :

1° Pour tout i, j € 1, les restrictions de G (T)) et G (T}) 4 Q (0;) N Q (@)
sont égales. )

2° La fonction Gy (T), obtenue pour recollement des (Gg (77}));c> ne
dépend pas du systéme (®;);., choisi.

3° G¢ (T) est un élément de £, (Q (K)).

(a) Soit o, € ©; " w; (kel). On a Q (o)) > Q(®) et Q (ay) > Q ().
D’aprés le lemme 1.3.4, les fonctions Gy (T}), Gi (Ty), Gk (T;) ont le
méme développement de Taylor a I’origine. Les ouverts Q (o;) et Q (0;)
étant connexes les fonctions Gy (T;) et G (T;) sont, respectivement, les

restrictions de Gy (7)) & ces ouverts. En particulier Gy (T)) et G (T}
coincident sur Q (0;) N Q (®;).

(b) La propriété 2° résulte de ce que Q (K) est connexe et que, quel
que soit le systéme (®;);., considéré, la fonction G (T') obtenue a pour

développement de Taylor a I’origine le développement Y .o T (V) 2"

(¢) Soit z° € Q (K)\Q (K). Il suffit, pour conclure que Gy (T') se prolonge
a Q(K) en une fonction continue nulle sur Q (K)\Q (K), de remarquer
qu’il existe i € I avec z° € Q (0,)\Q (®,).

1.4. Injectivité de G
Le théoréme 1.3.1 permet d’associer 4 tout couple (K, T) une fonction

G (T) élément de £, (Q (K)). On se propose d’exprimer le nombre { 7, & ),
hes# (C%, en fonction de Gy (T) et de A.

TOoME 103 — 1975 — n° 3



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 349

1.4.1. THEOREME. — On a, si he# (C%,

_ (=1’

2in)%) rix...xra

(6 (T, h> Gk (T)(2)

dz dz
xh(—logz,, ..., —logzy)—*%... =4,
Z Zq
ouI'; (1 <j < d) est une courbe simple fermée continiiment différentiable
par morceaux entourant I_ (pr; (K)) contenue dans C, et orientée au sens
usuel.

Démonstration. — La démonstration se fait en deux étapes :

(a) Soit (®;) un systéeme fondamental de voisinages de K relativement
compacts contenus dans Q et constitué de domaines de Runge. Dans
cette premiére étape, nous montrons que l’intégrale figurant dans (6)
reste inchangée si on remplace Gy (T) par une certaine Gy (T;). En effet,
soit ¢; la composante connexe bornée de UN\y;, ot y; =121 (I')); ¢; est
un voisinage ouvert de pr; (K); Dlintersection

V= mlstd(Uj—l Xc;X Ud—j)

est un voisinage ouvert de K contenue dans Q. Il existe i, € I tel que ©; < V.
Alors pr; (0;) < ¢; et I_ (pr; (0;)) = I_ (c;). Par suite,

I; = C\U/- (pr; (03)s

etilenrésulteque I'; x ... x I'; = Q (o, ). D’aprés la définition de G (T),
la restriction de cette fonction a I'; x ... x I'; est égale a la restriction
a cet ensemble de G (T7).

(b) Soit p;, une mesure a support compact contenu dans ®; représen-
tant 7;. On a

dp;, (§) —
G (T: = o Q(w;
K( lo) (Z) JHI <j<a (1 _ Zj exp C]) (Z € (0310))5

Iintégrale du second membre de (6) est alors égale a

@ (-’ (J dp;, (§) >
@im)) roxxra\J [[1<j<a(1—2;€xpC)

dz, dz,

xh(—logzy, ..., —logz,) . .
1 d
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Les conditions d’application du théoréme de Fubini étant réunies, on
peut intervertir les deux intégrations. Il vient :

(=1
Qimy?
XJ h(-logzy, ..., —logz,) dz;  dz,
Iy x...xTq H1<jsa(1—zjeXP§j) Z . Z4 .

j dp;, (©)

Un calcul de résidus donne

(- h(—logzy, ..., —logz,)
(2iﬂ)d T'iX..xIg Hlsjsd(l—zjexpgj)

VT B

24 Z4

Finalement, I’intégrale du second membre de (6) est égale a

Jh(C1’ cees gd)duio(C) = < ’I;'o’ h> = < T, h>’

d’ou le théoréme.

1.4.2. COROLLAIRE. — La transformée de Fourier-Borel T ©) de la
fonctionnelle analytique T s’obtient a partir de la fonction Gy (T) par

(=

Qin)?
xJ Gk (T)(2)exp(—(§;logz,+...+{;log z,,))‘E ... gz—d

Iix...xIq Zl Zd

(8)T(Z) =

1.4.3. PROPOSITION. — Soit K un convexe compact de Q. L’application
linéaire Gy : Ay — H (Q (K)) est injective.

En effet, I’égalité (8) implique que si Gi (T") = 0, alors T est nulle et,
par suite, que 7 = 0.

1.4.4. ProrOSITION. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
deux fonctionnelles analytiques T, et T,, portables respectivement par K,

K, compacts de Q, soient égales est que T L (v) = T. » (V) pour tout v e N

Démonstration. — Soit K ’enveloppe convexe de K; u K,. L’égalité
T, = T, équivaut a 1’égalit¢ Gy (T;) = G (T,) elle-méme équivalente
a T, (v) = T, (v) pour tout ve N’ (¢f. 1.3.4).

TOME 103 — 1975 — N° 3



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 351

1.5. Inversion de Gy

Dans ce paragraphe, on donne une condition suffisante pour que I’appli-
cation Gy, soit bijective. Soit K = K; x K, X ... x K; un produit de convexes
compacts de U. Pour & >0, soient V;  I’e-voisinage de K; et
o, = [[1<j<a Vj. L’ouvert convexe o, est un domaine de Runge, et il
existe g, > 0 tel que, pour 0 < € < g, ®, = Q. La famille (®,)9<,<,, st
un systéme fondamental de voisinages de K contenus dans Q relativement
compacts et constitué de domaines de Runge. On a alors le théoréme
d’inversion.

1.5.1. THEOREME D’INVERSION. — L’application Gy : Ay — #, (Q (K))
est bijective lorsque K = K XK, X ...XK, est un produit de convexes
compacts de U.

Démonstration. — Elle sera faite en deux étapes :

(a) L’application Gy est injective d’aprés 1.4.3. Montrons qu’elle est
surjective. Soit ¢ € #, (Q (K)); la forme linéaire T : # (C;)) — C :

ORI
Qimn)

X ¢o(z)h(—logzy, ..., —logzﬂ,)d—z1 iiﬁ’

[yx..xTq Z; Zy

est manifestement continue sur £ (C%), et définit une fonctionnelle ana-
lytique portable par K. Les I';, comme dans le théoréme 1.4.1, sont des
courbes simples fermées, continiment différentiables par morceaux, entou-
rant les /_ (pr; (K)) = [_ (K;) contenues dans C, et orientées au sens
usuel. Soit ® un ouvert relativement compact contenant K; il suffit de
montrer qu’il existe une constante M, > 0 telle que, pour tout 2 e # (C?%) :

[<T Y| < Mysup,co|h(2)]-

Il existe € > O tel que ®, = o N Q. Soient ¢; une courbe fermée simple,
continiment différentiable par morceaux, entourant K;, contenue dans
V;. et C; = I_(c;) orientée dans le sens usuel; I'; et C; sont homotopes
dans C\/- (K;). En raisonnant sur chaque variable séparément, on
constate que I’on peut remplacer, dans (9), I'y x ... xI, par C; x ... xC,
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352 V. AVANISSIAN ET R. GAY

ce qui donne, aprés le changement de variables z; = exp (—()) :

1
Qny

KT hy|=

X

J . d‘P(exP(”‘C1),-~-, exp(=Ca) h(Cy, ., C) Ty - dly |,

on en déduit :

l< Ts h>} < Supgeclx...xcdlh(C)|

b

X(ZLn)dJ‘ . I(P(CXP(—CO,...,exp(—gd))ldigli”_diga

d’ou
[T, h)| < Mgsup,o|h(z)|,
avece

= _1_.
@n

(0]

[ leen0n -l . dll

ce qui montre que 7T est une fonctionnelle analytique portable par K.

(b) Montrons que Gy (T) = ¢. Il suffit d’établir que, pour € < g, la
restriction de Gy (T) & Q (»,) est égale a la restriction de ¢ a cet ensemble.
Considérons o, = [[1<j<a V. Soient c¢; une courbe comme plus haut
contenue dans V;, et C;=1_(c;). Pour ueQ(w,), la fonction
¢ 1/(JT1<j<a (1—u; exp {;)) est holomorphe dans o, Cet ouvert étant
un domaine de Runge, il existe une suite (4, (£)),>, de fonctions entiéres
qui converge uniformément sur tout compact de ®, vers 1/(J]i<;<4
(1—ujexp ;). Soit T, I'unique prolongement de 7'a # (w,). On a, pour
chaque A, :

(T, by =< T, by

(=
(2im)?
xj o(z)h,(—logzy, ..., —logzd)di...(ﬁ,
CiX...XCq Zl Zd
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d’aprés la premiére étape; d’ou, par passage a la limite,

1
Ge(m@ = (7. )
H1sj<a(1—uje"p§j)
_ (=
Qin)?
XJ 0@) dzy | dz
Clx“'xc"Hl<j$d(1_ujexp(_10gzj)) Zy Zg
or
exp(—logzj)=l et 1 = ! s
zZ; (I—ujexp(—logz;))z; z;—u;
donc
(=1
G (TY)(u) = —=—
k(T (u) Qiny
XJ (2 dz, ...dz,.
CixxCa(zy—Uy) ... (24— uy)

¢ appartenant a s, (Q (K)) un raisonnement élémentaire montre que
I’intégrale du second membre est égale a ¢ (1), d’ou le théoréme.

1.6. Cas d’un polydisque

Nous allons appliquer les résultats des paragraphes précédents au cas
ol le compact convexe K est un polydisque de centre O et contenu dans Q.
Auparavant, nous allons introduire quelques notations.

Soient :

— S, le disque fermé de centre O et de rayon o.

— Pour O0<a<m U, =1,(S)=1_(S).

— C(w) la couronne {zeC; exp (—o) < |z| < exp(w) }.

SizeC

st |z <1, 0 si|z[<1.
8(z) = f@=11 i |z]> 1

si Izl > 1,

N = N
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Pour tout d-uple (g4, . . ., &), ot g; = 0 ou 1, et tout d-uple (a;, . . ., a,),
ol 0<o; <m, 1 <j<d, Qi désigne Iensemble

{z =(zg -+ zd)eH1<j<d(C\C(°‘j))§ e(z)=¢;,1<j< d}~

On a :
Il <j<a(C\C(%y)) = Ulstd,sje{O,l)Q::::::::Z'

(Le second membre est une réunion de 2¢ ouverts connexes.)

1.6.1. PROPOSITION. — Pour tout fonctionnelle analytiqgue T € Ay, ou
K =Tli<j<aS,, 0 < oy <m, 1 <j<d) la fonction Gy (T') admet, dans
[Ti<i<a (C\C (o), le développement

10 Gr(T)(2) = (=~ 1)+ +eco
X szNd,v,ze(z,) TA((“‘ Dy, L, (= 1))
x(O(z)" ... (0(z)",
la convergence -est uniforme sur I’ensemble
Ko = Ko [T1<j<a(€\C(®),
ou 7(0 est un compact quelconque de []i<j<a (~C\C (@)
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Démonstration. — 11 suffit d’établir le développement pour z e QS5

3 eeey Od

et sa convergence uniforme sur K, n Q3% 11 existe
0<p<inf¢;<4(n—a;)

tel que Ko 0 Qgr o = Qyp o ivpe Soit z€ Ko 0 Q10 Si

ona|z;| <exp(—(x;+p)) et |z exp ()| <1 pour {; élément de I'inté-
rieur de S, ., donc
1 © v
_— = v1=Oijexp(ijj)
1—z;exp{;
= (1Y, 50 0(z)) exp((— D v; L))

Sig;==e(z) =1,0na|z;|>exp(a+p)et|z;expl;| > 1 pour §; élé-
ment de lintérieur de S, ,,, donc

1

= ’“233=1 z7exp(—v;§)
1—z;exp{;

= (= 1y zv,-as(z,) 0(z)exp((— 1)°¢) v;E;)-

Les séries ci-dessus étant normalement convergentes pour {; appartenant

a un compact de l’intérieur de Sy, +p (z fixé), on a
1

(1—zzexply) ... (1—z4exply)
= (__ 1)a(zl)+...+e(zd)

x ZveNd, vjZe(zj) CXp((— 1)a(“)vl Cl +...
+H(=D VL) O )" - - (0(z)™).

Cette derniére série est normalement convergente pour { appartenant
a un compact du polydisque ouvert

o,={zeC% |z;| <a;+p, 1<j<d},
si T, est I'unique prolongement de T a # (w,), on obtient :
- Gx(D(2) = G(T)H(2)
P S
(1—zyexply) ... (1—zdexP§d)
= (—ypE0T T ZveNd,v,ze(z,) T((—1)*“Vv,, ...,

(=D v (O™ ... (0(z)™).
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