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Bull. Soc. math. France,
109, 1981, p. 183-205.

SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES
AYANT UNE VALEUR MOYENNE NON NULLE

PAR

HÉDI DABOUSSI (*)

RÉSUMÉ. - Nous déterminons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
multiplicative/vérifiant lim^ „ « 1 / x ̂  < , | /(n) [x < oo pour un \ > 1, ait une valeur moyenne
non nulle. Nous généralisons ainsi des résultats antérieurs de H. DELANGE et de P.D.T.A.
ELLIOTT.

ABSTRACT. — We give necessary and suifident condition for a multiplicative fonction /,
satisfying thé condition lim,-. oo l/^S»<x I/O»)!1 < ooforsomeA > 1 to hâve a non zéro mean
value. This generalizes earlier results of H. DELANGE and P.D.T.A. ELLIOTT.

1. Introduction

1.1. Une fonction /: M*-»-C est dite multiplicative si /(l)s=l et
/(w.n)=/(w)./(n) toutes les fois que (m, n)==l.

1.2. Une fonction/: M^-^C a une valeur moyenne non nulle si et
seulement si la quantité l/x^^/(n) tend, quand x-» + oo, vers une limite
non nulle. On notera M (f) cette limite.

1.3. Un théorème de DELANGE [4] affirme que si/est multiplicative,
| f(n) | < 1, alors/a une valeur moyenne non nulle si et seulement si la série
Zp(/(p)-l)/P converge et l+E^i^W ̂  0.

1.4. ELLIOTT [6] a montré que, si/est multiplicative, et satisfait aux
conditions suivantes :

(Oiim^l/x^J/^l^+oo;
(ii) /a une valeur moyenne non nulle;

(*) Texte reçu le 7 janvier 1980, révisé le 24 octobre 1980.
H. DABOUSSI, Université de Paris-Sud. Département de Mathématiques, Bâtiment 425,91405

Orsay.
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184 H. DABOUSSI

alorsjes séries suivantes sont convergentes :

v ^)-1 y l/(p)-n2 y /y llf^L}2.p—p—' Lp——p——- Lp^2—pi—^

et, pour tout nombre premier p, 1 +^1 /(?*)/?* 9e 0.
Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, alors/et |/|2 ont une

valeur moyenne non nulle.
DELANGE et l'auteur [2] ont donné une nouvelle démonstration de ce

résultat, et ont, indépendamment, montré que ces conditions impliquaient
que/est limite périodique B2 ([5], [1]).

1.5. Nous allons établir dans cet article le résultat suivant, qui généralise
celui d'Elliott.

THÉORÈME 1. — Soit X, > 1, et soit f une fonction multiplicative vérifiant :

(1) "m^^^^l/^l^+oo;

(2) lim .̂̂  — ]^x/(n) existe et est non nulle.
•x

Alors :

(3) la série ̂  (/(?)- l)/p est convergente et on a :

y 1/(P)~1|2 . _ „ \f(p}\' , , _
ZJ/(P)1<3/2————p———— <+00, Z<1/(P)1>3/2——p—— <+00,

y /y l^^)!^. .^.Lp\,L>2—-p—l<+°o»

(4) pour tout nombre premier p, la série 1 +^jE°«i /(?*)/?* est non nulle.

Réciproquement, si la condition (3) est vérifiée alors/est limite périodique B\
et en particulier M (/) et M (| /1^) existent. De plus, M (/) est non nul si, et
seulement si, la condition (4) est vérifiée.

Remarques. — Le nombre 3/2 du théorème peut être remplacer par tout
nombre supérieur à un.

Notre méthode est essentiellement différente de celle d'Eu-iorr.
Elle consiste à étudier la série de Dirichlet de la fonction multiplicative et,

en ce sens, est plus proche de la méthode analytique de DELANGE [4].
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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 185

Ce travail a été exposé au Séminaire Delange'Pisot'Poitou en octobre 1976.
Il constitue une part de la thèse de l'auteur (Orsay, 1979).

Nous avons démontré la réciproque du théorème 1 dans [1].
Nous allons en fait, démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Soit ^ > 1 et fune fonction multiplicative vérifiant :

(5) £-L/^<oo pour tout s>l;

(6) ^m^,,^Ç(5:^lIU^^<oo;

(7) Um,̂ i ,> i Ç (s)~1 ̂  •n^ existe et est non nulle.

Alors les conditions (3) et (4) sont vérifiées.
Il est facile de voir que les hypothèses (1 ) et (2) du théorème 1 entraînent (5),

(6) et (7).

2.

2.1. Nous démontrerons d'abord le théorème suivant :

THÉORÈME 3. - Soit f une fonction multiplicative réelle ou complexe. Soit
X > 1. Supposons que :

(8) ^ -L/oî)l- < oo pour tout s > 1,n

(9) ^<>,,»——£————^<°o,
1 ^ \f(n)^

Ç(s)2- »'

00) iun^,,,——|l;^LB>0.^'•"'ç^r^
Alors :

(11) T 1/(P)-112 ,-vl l / 2j/(p)l<3/2 ————p———— < 00,

d2) y I^P)!' . -{iM) L|/(P)1>3/2 ——p—— < 00

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE 1)1: FRANCE



186 H. DABOUSS1

et pour tout p premier, la série :

(13) l+L^i^

est convergente et est non nulle.
On montrera ensuite qu'en remplaçant l'hypothèse (10) par (7) on pourra

ajouter aux conclusions que la série ̂  (/(p)- l)/p est convergente et que :

s^^)<+00.

Nous établirons à la un une généralisation du théorème 2.

2.2. NOTATIONS
La lettre p désigne un nombre premier;
p | n signifie « p divise n »;
p\n signifie « p ne divise pas n »;
pj II n signifie « p3 \ n et p^1 Xn ».

2.3. LEMME 1. — Soient M I , i<2, ... u, ... et i?i, 1^2, ... ^ ... des
fonctions à valeurs complexes définies sur un ensemble S.

Supposons que, pour tout meN* et tout se S,

|1US)|<17,, |^(5)-^(5)|<^,

où U^ et V^ sont des nombres positifs vérifiant :

£m^<oo et E^<oo.

Alors le produit infini :

n î̂ +M^^
est absolument convergent pour se S. De plus il existe une constante C telle que
pour tout ensemble E d'entiers et tout se S :

1^-£(1+^(5))^"(S)1<C.

Preuve. - Soit T > 0 tel que U^ < T et V^ $ T. Posons :

w^(s)=(l+^(s))e-^-l.

TOME 109 - 1981 - N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 187

Les fonctions ((1 + u) e - " -1 ) / u 2 et (eu -1 ) / u (prises égales à -1 /2 et 1
respectivement pour u=0) étant continues, il existe M tel que :

| ( l4•u)<r t ' - l [^M|M| 2 | ^ - l |<M|u | pour |M|<r .

Il en résulte, en remarquant que :

l^m(s) l < \((l^u^(s))e-u'{s) -1 ll^-^l+l^)-^))-!!,

l'inégalité,

I w, (5) | ̂  M \u^ (s) |2 e1"-^-1-^' +M | î  (s)-i^ (s) | < MW^

ou :
W^Uiê^V^

On a :

E î 1 ^n 1 < A^^Z. ̂ +M^ ̂  < +00,

et donc le produit infini n^14'"^)) est absolument et uniformément
convergent pour s 6 S.

2.4. LEMME 2. - Soir a> 1 et z ç C.

Lu quantité \ z \9 -1 -ha (1 -Re 2) est positive pour tout z complexe.
De plus il existe des constantes positives c i, c^, €3 et €4 ne dépendant que de

a telles que :

(14) s i lz lO/^cJz- l l^ lz r - l -haO-RezXczIz- l j 2 ,

(15) s i lz^S^^lzr^lzr- l+aO-Rezî^lz l 0 1 .

Preuve. — Posons z=xe18 avec x ̂  0 et OeR.
Puisque x9 — 1 + a — a x cos 6 > x' — 14- a — a x, il suffit de remarquer que

la fonction définie pour x ^ 0 par x -+ x" 4- a — 1 — a x est minimale au point
x=l, où elle vaut 0 pour obtenir que x '—l-ha—axcosOO pour tout
x ^ O e t tout 9e R.

L'inégalité (15) est immédiate.
De même l'inégalité (14) pour X€[Q, 1/2] puisque chacune des fonctions

x-» \xeie—l\2 et x -^x '—l+a—axcosO est majorée et minorée par des
constantes positives indépendantes de 9 pour xç[0, 1/2].

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



188 H. DABOUSSI

Soit alors x 6 [1/2, 3/2]. La formule de Taylor montre qu'il existe h € ]0, 1[
tel que :

xB=l+a(x-l)+ "^^(jc-l)2^^^^-!)]"-2.

Ainsi :

xa--l+a-a^cose=ax(l-cose) + a^-1) (jc~l)2 [l^h(x-l)]9'2.

Pmsqwl+h(x-l)€]l/2,'i/2[etqw(x-l)2^2x(l-cosQ)^\xei9-l\2,
on a, en prenant,

-•--(^(r^n-.—(^(r^Gn
Cl|Jce'e-l|2«"+a-l-aJccose<C2|xe ie-l|2.

2.5. Supposons que/ satisfait aux hypothèses du théorème 3.
Soitu=X/(3l-l)etOo=l-l/2u.
Montrons, d'abord, que l'hypothèse (8) entraîne que :

(16) E/Zr00-!-1^11^» pOUr S > 1 et (X6[l,^,

(17) ^(^i^^oo si a>ao.

Si a =5l(16) découle de (8).
Si a < \, l'inégalité de Hôlder entraîne que :

s,̂ -,̂  <(£,(î-.,̂ )r(s,(L--,,;)y-"1.
et donc (16) se déduit de (8) et de la convergence de la série ̂ p (^^ i 1 /p"),
pour s > 1.

D^autre part, soit ^ (n) la fonction multiplicative déterminée par :

,(pQ=J° si r=l'C T ' • / [1 si r^2.

TOME 109 - 1981 - M* 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 189

Ainsi ̂ p(^i g (p^/p^) < oo pour y > 1/2, et donc :

(18) ^^^oo pour Y>1/2.

Soit a > <T(). On peut trouver deux nombres a et b tek que û+fc==a et
a > 1/X, fc > 1/2 p. L'inégalité de Hôlder: montre que :

v i^(nV(n)i . /^ lyoo^ Y7' ̂  ̂  (n) Y"
L——^——^[L—^-) [L^T) »

et donc Sl^(w)/(n)|/n° < oo grâce à (8) et (18). Tenant compte de la
définition de g, on obtient (17).

2.6. Pour tout p premier, la série l+^^iy^p1')/?1' est convergente
d'après (17).

Nous allons voir que les hypothèses entraînent qu'elle est non nulle.
Posons, pour s > 1,

"W-î^ « ".M-S,,.̂ .

L'inégalité de Hôlder et l'hypothèse (9) donnent :

o,,̂ ,,,,̂ ^1^^-,,.,,̂ !̂ )"-^

pour tout ae[l, X[.
Par suite, puisque | Fp(s)\ < ̂  l/^))/^,

(20) nm^,^^|F,(5)|<^.

Mais, pour s> 1,

F r^-V" V ^n}
fp\s)-^»i L^\\» ̂ 7^»

F ^-yoo /(?') ^ /(") ,̂  /(?'),.,/. ., ̂
^lyW-Z.r»! -^T- 2^pX*» ~~yfr "Lr-l —^(^t5)-^^))-

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



190 H. DABOUSSI

Ainsu

(>+&., ̂ ?)W-(&/-^) TO

et donc :

y» /(PO
Lr-l p, Uœ , 1 |F(s)| =I"1 Ç(s)1 v /1

, , v « /(?')
1+ir-l p,

II résulte de (10) et (20) que :

-1 Ç(s)

£?-!
/(pQ /(?').B^A^ l+^-ir-1 P-

B étant non nul, cela implique que 1 + ̂ œ. i/ ( p1')/?*' ̂  0 et prouve donc (13).

2.7. Soit a€[l, H. On a :

(21) y LAP)!28 .,
2.—^—<oo•

En effet : si ^.^2 a, cela découle de (16).
Supposons a<^<2a et soit Oi6]l, ^/(2a—^)[.
De (16) on déduit l'existence d'une constante €5 telle que |/(p)|x<C5pol.

Ainsi :

Zp l/tp)!2^2^201-^ Epl^P)!'?"2^1"201-^

Il suffit alors de remarquer que 2—cTi ((2a—À.)A)> 1 pour déduire (21) de
(8).

2.8. Pour s> 1, posonç :

-(^n.K-z^^)^^-?1^}
« ^-y« /(Pr)-/(Pr•l)
« p W - ^ r - l _ , ï ^ »

..<-)-/( .̂

TOME 109 - 1981 - N0 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 191

Ainsi :

•^(s)=IUl+",(s)) exp-r,(s)],
, _r.« i/v)-^"1)^-D^
v^^y

' P - L r ' l —————Jr—————'

ÏAP^}, \f(P)\

P" ) P1 '

Les inégalités (16) et (17) montrent que : ̂  Vp<ao, ce qui entraîne que
Z^<oo.

Et, puisque U^V^\f(p)-l\/p, on a :

£^<3S^+32:1/($^+3S^<+oo d'après (2.1).

En appliquant le lemme 1, on obtient que Jf {s) est absolument convergent
pour 5^ 1 et qu'il existe une constante C telle que, pour tout ensemble F de
nombres premiers distincts et tout s ̂  1 on a :

m a., ̂ ./-^(«-p)»?'̂ '̂ .
De plus Jf(l) est différent de zéro.

2.9. LEMME 3. - Soit E un ensemble fini de nombres premiers, k un entier et
a et \ réels satisfaisant à : 1 <a^.

Supposons que la fonction f satisfait les hypothèses du théorème 3.
Alors, il existe une constante D (a) ne dépendant pas de Eetdek telle que :

<•) n^K.,^]^] '̂̂ ]^).
Preuve. — Soit /i^(n) la fonction multiplicative dé&nie par :

/>£(?')={(^>-{;^: -•
On voit immédiatement que pour s> 1,

f(n) h,(n) / WA
L——„.——-IL^+Lr-i-p^.

Bl'l 1 ITIN DE LA SOTIFTI' MATHI'MATHJIT 1)1; FRANCE



192 H. DABOUSSI

On en déduit que :

TO.(s )̂n,.(i.s--/-̂ ),
Comme, grâce à (13), quand 5 ̂  1, le produit :

0..(«+L-./-̂ )llpeE

tend, vers le produit :

a..̂ /-̂ ),
qui est non nul, on a :

,i,,̂ i.,,,-a..|(î -/-̂ )|>s.̂  î
Ainsi :

<"' ̂ y^ 4|a.< /̂4p|]--.
Si a€[l, À,] et si s> 1, on a également :

^l/(n)i'M")_n fi+v» î Ml:̂L———„.———-iL^^+Lr-i p» )
et donc :

[^ l/(«)l'^(»)1n /1..-V. l/tP^I'^v V(n)l']_L——„.——J ll̂ +Lr-i —pr—j-L—f,—-

Par suite, pour tout entier k,

rvl/WM")1n 7i4-v» ^(^l'^^y 1/(»)1'[1——„.——JlL^^+Lr-i—p^—^1—,,—-

II résulte de (19) que :

m ̂  î̂ ^ "̂[n,..(i+K-> )̂]''

TOME 109 - 1981 - N° 2 :



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 193

Soit ae]!, À,] pour s > 1, on a par l'inégalité de Hôldcr :

K(,))-'S/<"^<")|

^-^m^y'-^)-.^)'-"-
Il résulte alors de (23) et (24) que :

B(n,.. ̂ s-/-^ )"
/ / [fiD^^v^ / i\i-<i/«)^^^(ae^i+D-t1^1-) rL..(i4)

puisque l/Ç(s) ̂  ̂ (n)/n1 tend vers rip.E (1-(1/P).
Ceci peut s'écrire :

n,..(̂ -,̂ )(4)
-̂•[a..î ./4p|(«4)]-.

Multipliant par :

n cxn^1-^-^^^1 L.£ "P l" ———p——— ) '

il vient :

n iïi+v I^^I'V, l^.,-^^-Re/(p)^rm^s- -p—A1-^^^^^-;
^• -̂[a. i.̂ /-^ (i-^expî ij

II résulte alors de (22) que :

n,..[,̂ ..,̂ ][,4)«p(.î >)<o..,,
où ̂ (oO^^B-'C".

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



194 H. DABOUSSI

2.10. Prenons k=l dans l'inégalité (I) du lemme 3.
Puisque log (1 +y)>«-y2 si u^ -1/2, on déduit :

y l/(p)|'-l+«-gRe/(p) - |/(p)|2' i|/(p)|'-l+«-ttRe/(p) ^ \f{p)\29 ^ l
P 6 £ p — — — — — —LpeE p—————————-2^e£ ——-p—— -L>e£ -p <logD(a),

pour tout ae]l, K}.
Comme, d'après (21), ̂  l/tp))2"/?^» on voit que :

^l/(p)l'+tt-;-ttRe/(p)^,(«).
OÙ :

^(aï^logD^+S^^+^l.

On remarquera que D^ (a) est une constante indépendante de £.
Pour x > 0 et 9 e R, la quantité x" + a -1 - a x cos 6 étant positive d'après le

lemme 2, il en résulte que :

^ l/t^l^a-l-qRe/tp)
1——————P——————<oot

En particulier :

^ [/(p^oc-l-aRe/tp)
2j/(p)l<3/2 ——————————p—————————— < 00

et : ^
v i/tpyr+a-i-cxRe/cp)
2^|/(p)|>3/2 ——————————„—————————— < 00.

Ceci entraîne d'après (14) et (15) que :

y 1/(P)-1|2 -
Zj/(p)|<3/2 ————p———— < 00,

et:

(25) S/(p)»3/2 < oo pour tout 1 <a<^.

Il nous reste à montrer que :
y \f(p)^
Z-(/(P)1>3/2 ——-—— <00.

P

TOME 109 - 1981 - N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 195

Reprenons l'inégalité (I) du lemme 3 avec k=l, £=={p^ tel que
1/(P)1>3/2} et a=X, ce qui donne :

n^^H)̂ )̂̂ -
Or d'après (25), les séries :

T 1 et T l/(p)l
2j/(p)t>3/2- el Zj/(p)l>3/2

sont convergentes, et donc le produit :

T-r ( . 1\ /-. l-Re/(p)\rL(p)i>3/2 [l --pj exp^ ——^J

est convergent. Il est non nul ayant tous ses facteurs non nuls et il en résulte
que :

n,..(î )̂ m
où :

D'w-w [n,,,»>., ('4) "p ̂ (lr'̂ )]"
Cela montre que :

V \fW . , ̂
2j/(P)l>3/2 ——-—— < + 00

et achève la démonstration du théorème 3.

3. Démonstration du théorème 2

Soif j vérifiant les hypothèses du théorème 2. A fortiori f vérifie les
hypothèses du théorème 3. Il nous suffit donc de prouver que la série
£ (/ ( P) -1 )/P converge et que :

y /y \f(P^\^^
L{L>2——p———J<00.

3.1. CONVERGENCE DE LA SÉRIE ̂  (/ ( p) -1 )/P

Nous utilisons pour cela la méthode classique de DELANGE [4].

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



196 H. DABOUSSI

II est immédiat que, pour s> 1,

-LY^-nfi+v ÛP̂ ICÎç(s)2- ^ -iip^z^i——Y.——^
le produit étant absolument convergent pour s> 1. Ainsi :

1 ^f(n) ^M.vnV^-1Ç^I^-^^expE—p——.

D'après l'hypothèse (7) on a :

lim„lJf(s)exp^/(p^l=M(/) où M(/)^0.

D'après le lemme 4, Jf(s) tend vers Jf(l)^0, quand 5 -»-1, et donc :

,/(p)-l M(/)^-lexp^'
P3 ^(1)

II en résulte que ̂  (/( p) -1 ) / p s tend vers une limite finie quand s tend vers 1.
Posons :

^ V ^P)-1
aw=Lp<;<" ——-——

et montrons que :

<^1 ^ V./(P)-I
s-1/ ^ ^

tend vers zéro quand s tend vers 1. Posons (T=S— 1.
Pour a>0, on a :

Ainsi :

S/fti. [•,-.„„„,
P J 0

^^-^-^-ir'-K^-O)-
II nous suffit alors de démontrer que, pour tout t, e^1 [a(l/a)—a(t/a)]

tend vers zéro quand <y tend vers zéro et que son module est majoré par une
fonction de t intégrable sur (0, oo).

TOME 109 - 1981 - N ° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 197

Soient y et z réels satisfaisant à 0<;y<z. On a :

|a00-a(z)|= ̂ .^/-(p^1

Notons :

£i=£i(y, z)={p tel que <••'<p«?t et |/(p)|<3/2}
tet

E^E^ty, z )={p tel que e^p^e* et |/(p)|>3/2}.

On a :

• / . / M^\- 1/(P)-H ^ 1/(P)-1||aO')-a(z)|<^E,——-——+Ii>«£,——p——•

Or:

^m=.i< .̂.,..̂ )̂ ,,))"2,

i,...̂ ^̂ .̂.̂ )"1 .̂̂ )-"'"
Remarquant alors que :

L^<(io )̂

où à est une constante absolue, on en déduit que :

^.^^w^.Y^Y
( i fro^V^/ z v-^1^
(̂î,...1 )̂ (>o^^) .

Ainsi grâce à (11) et (12) on voit que |a(l/a)-a(t/o)| tend vers zéro
quand o tend vers zéro en tout point t, et que :

afi'j-af-^^c.dogin+^-hc^logitl+c,)1-^,
\° ) V 0 / !
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OU :

c - i > i/cp^n172
^é— l2j/(p)l<3/2————p———— ;

/y l/Cp^l^V
l2j/(p)l<3/2————_———— 1

-<v I/IP^V"^~IZJ/(P)«>3/2——_——1 •

et
,^y i/oon^
^-iZj^pïoa/:—_•

Les fonctions e'^log \ t \-}-d)111 et e'^log | r | +d)1 "(l/x) étant intégrables sur
[0, + oo[, nous obtenons le résultat.

3.2. CONVERGENCE DE LA SÉRIE ^p ̂ ^ | / ( ?'') l^/p''.

Notons/*(p)=Inf(|/(p)|. 3/2).
Il est facile de voir que la convergence des séries :

^/(P)-l ^ 1/(P)-1|2 , ^ I/CP)^
Z- p ' Zj/(p)l<3/2————p———— cl Zj/(p)|>3/2——-——

entraîne la convergence des séries :

y/^-l ^ y/*(?)-!

- P -' P

En effet,

y |/*(P)-1| _1^ l . _
Z^|/(p)|>3/2————p———— —^2j/(p)l>3/2- < "r 00»

y 1/(P)-H ̂  ^/(P)IX ^ , -
Zj/(P)l>î/2————_———— çî•fc2J/(»)l>3/2——p—— < + °0.

Remarquons alors que :

ll^p)!-!!2^.^)-!!2

et que :

ll.^l-lM.Ap^-^O-l.^p)!),
l/(P)-l|2=l/(p)12-l+2Re(l-/(p)).

on obtient que :

yl-l/(p)l
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converge et aussi :

y 1-1/(P)1_^ 1-/*(P)
Zj/(p)|<3/2————-————Zj/(p)«3/2

L'inégalité :

Cil./tpî-ll^l/tpïl '-l+XO-Re/^^Xcal/tp)-!!2

si 1 Y ( P) 1 < 3 /2, entraîne alors la convergence de S/(p)i<3/2 (/* ( P)^ ~! )/P et

ûnalement de ^(/'''(p^—l)/? puisque :

s^^ f̂̂ KiHs.̂ -.
Mais, pour tout p et tout s > 1 on a :

/*(?)'• 1 - ^ V3Y^-X

^-T-^ ou ^l1^)) •
Alors, étant donné k entier >2, on a pour tout p et tout s> 1,

.̂î ^^s.̂
.(.̂ )(̂ B-.̂ ).

Comme, pour x^ -1/2, log(l4-x)^x-x2 on en déduit :

(,-,)(̂ .,̂ )
,(,̂ B.,̂ )»p(̂ l-̂ ±l).

Il en résulte que, pour s > 1, et y quelconque >2,

1 ^\fW(n (î,^ if(P^.\Ç^L -„—> ̂ {1+^-2-^—J

.exp(l̂ -£^p).
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D'où:-

^ ^ UW^^ 1 /^l/(n)n
2^2——2 y» ^^\L——^-)

^£<f̂ /-^A).

Prenant les limites supérieures quand s tend vers 1 on obtient :

V /Y» ^(^n^^rv.r^+l y/^-llL,.(Z--p——^ ̂  ̂ exp^——p—— - S-V——J-

Faisons alors tendre k et y vers l'infini on a :

^ /^o l/^)!^.-
2:P^2——p,———J<°0.

4. Nous pouvons généraliser le théorème 2 ainsi :

THÉORÈME 4. — Soit \>ï et f une fonction multiplicative vérifiant :

(26) ^l/(n)l < + oo pour tout s> 1,

•^.^1^<"•
iJ existe d^ux entiers l, k tels que :

(^ ,„ 1 y fW
(28) llm-^^^~^

^xisr^ ^r est non nulle.
(29) y4/ors : i( existe un caractère de Dirichlet ̂  tel que les sommes ou séries
suivantes sont finies ou convergentes :

^xi(p)/(p)"i y lxi(p)/(p)-H2
L—————p—————» 2J/(P)1<3/2———————«———————»

V 1/(P)IX y /y l/tP^
Z^/(p)(>3/2" » Z^pl2^>2———-,:———I-
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(30) De plus, pour tout p premier ne divisant pas ((, k) :

l-̂ ^y^ est non nulle.

Réciproquement si les sommes ou séries ci-dessus sont finies ou convergentes
alors f est limite périodique B\

Notons l ^ F d , k ^ k ' d avec (k\ 0=1.
Soient a et b les fonctions complètement multiplicatives définies par :

1 si p\d, f 1 si p^d,
0 si p)[d, ' p ) [ 0 si p\d.^-{;^: ^-{

On voit facilement que n=/(fe) équivaut à :n=n,<fn2 avec û(ni</)=b(n2)=l,
(nid, »2)=1 et nin2=r(k').

Dès lors :

,̂ f(n) - f(n,d} ( f(n2)b{n^)\
^w-^--L,,-,,^-^id)\L,,n^——^——),

(3i) L-w^-^Sx^xîn
f(n,d)a

XL" n^ \^ n', ) •
f(n,d}a(n,d)Ti{n,)( f(^)b(n^(n^)\

XL" n^ {^ n', ) •

Comme en 2.3, on voit que :

^,»i ——,— < oo pour tout p premier.

Ainsi :

y l/^)!^) ^ v 1^)1^Lp, r-—-r-— = lipi-»2/»i —-;— < 00-

II en résulte que :

^ \f{n)\a(n) ,
£——„——<°o

et donc :
(32) ^J/(nMn)l^
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Nous allons montrer qu'il existe un caractère ̂  modulo k\ et un seuî teî
que :

um.,.——;/̂ ^ existe et est non nulle..

Ceci entraînera que la fonction fc Xi / vérifie les hypothèses du théorème 2,
et donc, puisque f r (p ) IXi (p ) l= l sauf pour un nombre fini de nombres
premiers, que les sommes ou séries suivantes sont finies ou convergentes :

^xi(p)/(p)-i v lxi(p)/(p)-i|2
L—————~—————' 2-1/(P)1<3/2'P —^—— p

y \f(P}\^ ^ y \f(P^
Zj/(p)|>î/2———p——» ZjXi(P)»l»(P)-l2^>2——«;——

De plus :
,,y /(P*)Xi(P*)
1+Z^>——pï———

est non nulle pour tout p | à. On montrera alors que :

^ ^ \f(P^ .„
2-IX.(P)|l>(p)-o2/>2———-;——— -00-

Considérons les quantités :
„_ 1 \^x(n)f(n)b(n)
"".-.iT?^ S-"ç^r "*

Si elles sont nulles pour tout caractère x modulo k ' , on déduirait de (31 ) et
de (32) que :

1 ^ /(")
'-^(s)^-'**' n'1""->-L-.>——=0.

Il y a donc au moins un caractère Xi modulo k\ pour lequel la quantité plus
haut est non nulle. Supposons que ce soit encore vrai, pour un autre caractère
5C2 modulo k\ On aurait, en appliquant le théorème 3 aux fonctions b Xi / et

fcX2/,
y lxi(p)/(p)-i|2 ,
2j/(p)l<3/2———————p——————— < W»

^ 1/(P)1^ , , _
Zj/(p)|>3/2———p—— < + 00,

y IX2(P)/(P)-H2

Zj/(p)»<3/2———————^——————— < °0»
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puisque, sauf pour un nombre fini de p, \^{p)\b{p)»\^(p)\b{p)»l.
Ces inégalités impliquent à leur tour que :

V IXi(p)~X2(P)12 , ^ 1LMK\HP)WII————^——— < oo et 2j/(p)i<i/2- < + oo.

Comme, d'autre part,

V I^P)1^2j/(p)l>3/2——p—— <00

entraîne que :

v 1
2J/(|»)1>3/2-<00»

on voit que :

^(P)-Xz(p)\2 ̂
P

Mais, si Xlî&X2» il existe m premier avec k' tel que Xit'")^^). Si
psm(k'),

IXitpï-XîtPÏI^IXi^-Xi^l^O

et comme :
- l
l^moXt')- •8 + 00,

on a :

^hCi(p)-X2(P)12 ,
2-————p————=+c0'

ce qui est contradictoire.
Ainsi pour tout % module k' x^Xi.

^^mw.,
L'hypothèse (28) et (31), (32), entraînent alors que :

(33) ^ 1 ^(n)f(n)b{n)
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exister et est non nulle et par conséquent la fonction &Xi/ vériûe les
hypothèses du théorème 2.

Montrons maintenant que :

v v 1.^)1^
2jX>(l'»KP»-o2/»l——pr———'""

Pour s>l :

1 ^/(n)x,(n)b(n) ( 1 ^t/^Xi^fc^V^

Ç ( s ) 1 - — — — n * " W ) 2 - nt / '

Ainsi, (33) entraîne que :

,. 1 ^l/(n)Xi(»)fc(»)l^n
^•as)2-————n*————>0---—î;(s)

Or,

/ 1 ^l/(n)Xi(»)fc(»)l
^(s)" "'
/ 1 ^l/^Xi^fc^)!^
\WL n* ^

,n fi+y '̂ n- Lyij^lxllx.(rtK^•)-o^ l+2/.»l pr» l Ç(s)-" n*

et donc :

î- n li.^ IZi^itIl^n^-l^x,(rtt(p)-o|l+ 2/>i—^*——J

r,- 1 yl/ l̂'iri.n, 1 vl.^Xi^^lT1

^L1"11-1^1"""!11"1'1^—"^J '
quantité finie d'après (27).

On en déduit le résultat désiré.
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