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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES
AYANT UNE VALEUR MOYENNE NON NULLE

PAR

Hepr DABOUSSI (*)

RESUME. — Nous déterminons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
multiplicative f vérifiant lim, . o 1/x Ya<x | f ()" < 00 pour un A > 1, ait une valeur moyenne
non nulle. Nous généralisons ainsi des résultats antérieurs de H. DELANGE et de P.D.T.A.
ELLIOTT.

ABSTRACT. — We give necessary and sufficient condition for a multiplicative function f,

satisfying the condition lim, . » 1/x YA <x | f(n)I* < co for some A > 1 to have a non zero mean
value. This generalizes earlier results of H. DELANGE and P.D.T.A. ELLIOTT.

1. Introduction

1.1. Une fonction f: N*—C est dite multiplicative si f(1)=1 et
f(m.n)=f (m).f (n) toutes les fois que (m, n)=1.

1.2. Une fonction f: N* » C a une valeur moyenne non nulle si et
seulement sila quantité 1/x Y, ., f (n) tend, quand x — + oo, vers une limite
non nulle. On notera M (f) cette limite.

1.3. Un théoréme de DEeLANGE [4] affirme que si f est multiplicative,
| f(n)] < 1, alors f a une valeur moyenne non nulle si et seulement si la série
Y, (f(p)—1)/p converge et 1+ =, f(2*)/2* # 0.

1.4. ELuioTT [6] 2 montré que, si f est multiplicative, et satisfait aux
conditions suivantes :
() im, 1/xY, .1 f ()] < +o0;

(ii) fa une valeur moyenne non nulle;

(*) Texte regu le 7 janvier 1980, révisé le 24 octobre 1980.

H. DABOUSSI, Université de Paris-Sud, Département de Mathématiques, Bitiment 425, 91405
Orsay.
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184 H. DABOUSSI

alors les séries suivantes sont convergentes :

f(p)-1 |f(p)—11* ( If(P")I’)
g, = p Bl g (n,, A0,

et, pour tout nombre premier p, 1+Y.2, f(p*)/p* # 0.

Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, alors f et | f|> ont une
valeur moyenne non nulle.

DELANGE et I'auteur [2] ont donné une nouvelle démonstration de ce
résultat, et ont, indépendamment, montré que ces conditions impliquaient
que f est limite périodique B2 (5], [1]).

1.5. Nous allons établir dans cet article le résultat suivant, qui généralise
celui d’Elliott.

THEOREME 1. — Soit A > 1, et soit f une fonction multiplicative vérifiant :

(1) B, Dol S )P <40

) lim, . % Ya<xf(n) existe et est non nulle.

Alors :
(3) la série Y (f(p)—1)/p est convergente et on a:

|f(p)—11? |f(p)I*
p

< 400,

Lii<n <+, Y>3

(AYLY
pIe (Zn _If‘(p‘: ) ) <+o;
(4) pour tout nombre premier p, la série 1+Y %, f(p*)/p* est non nulle.

Réciproquement, si la condition (3) est vérifiée alors f est limite périodique B*,
et en particulier M (f) et M (| f |*) existent. De plus, M (f) est non nul si, et
seulement si, la condition (4) est vérifiée.

Remarques. — Le nombre 3/2 du théoréme peut étre remplacer par tout
nombre supérieur a un.

Notre méthode est essentiellement différente de celle d’ELLiOTT.

Elle consiste & étudier la série de Dirichlet de la fonction multiplicative et,
en ce sens, est plus proche de la méthode analytique de DELANGE [4].

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 185

Ce travail a été exposé au Séminaire Delange-Pisot-Poitou en octobre 1976.
11 constitue une part de la thése de 'auteur (Orsay, 1979).

Nous avons démontré la réciproque du théoréme 1 dans [1].
Nous allons en fait, démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soit A > 1 et f une fonction multiplicative vérifiant :

5) zll—fg,ﬂ<oo pour tout s> 1;
(6) lim,_, ,,,0() 'Y = =— If(n)I‘ =A < ©;
) lim,, ,,,§(s)"' Y f'(l—':) existe et est non nulle.

Alors les conditions (3) et (4) sont vérifiées.

Il est facile de voir que les hypothéses (1) et (2) du théoréme 1 entrainent (5),
(6) et (7).

2

2.1. Nous démontrerons d’abord le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Soit f une fonction multiplicative réelle ou complexe. Soit
A > 1. Supposons que :

(®) le—'({:—)—lf < oo pour tout s> 1,

1 lf(n)l1
9) hm”'“"C(s)Z =4 < o0,
(10) : hms-ol:>1§( )lzf—(;)‘ =B>0.
Alors :

-112
(11) Zl/(ma/z ‘Lf—(%),—'—l- < o,
A

(12) Zl/(p)|>3/2 If(pp” <

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



186_ H. DABOUSSI

et pour tout p premier, la série :

-

(13) 1432, L (::

est convergente et est non nulle.

On montrera ensuite qu’en remplagant I’hypothése (10) par (7) on pourra
ajouter aux conclusions que la série ) (f(p)—1)/p est convergente et que :

Zp(Zn I_f(Tl:’ll_l)<+°°'

Nous établirons a la fin une généralisation du théoréme 2.

2.2. NOTATIONS

La lettre p désigne un nombre premier;
p | n signifie « p divise n »;

P Xn signifie « p ne divise pas n »;

P’ || n signifie « p/ | n et p/*! Xn».

2.3. LeMME 1. — Soient u,, u,, ... u, ... et vy, Vg, ... U, ... des
fonctions a valeurs complexes définies sur un ensemble S.

Supposons que, pour tout me N* et tout seS,
U ) S Up, |0 (5)—ttp(s)| < Vo,
ou U ,,, et V,, sont des nombres positifs vérifiant :
YmUi<oo e Y V,<o.

Alors le produit infini :

&1 A +u, (s)) e~

est absolument convergent pour s € S. De plus il existe une constante C telle que
pour tout ensemble E d’entiers et tout seS:

| TInee (1 +un(s)) e < C.

Preuve. — Soit T> 0 tel que U, < Tet V, < T. Posons :

w, (s)=(1+u, (s) e —1.

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 187

Les fonctions ((1+u) e “—1)/ulet (e*—1)/u (prises égales a —1/2 et 1
respectivement pour u=0) étant continues. il existe M tel que :

[(1+u)e ™ —1| < M|u|? |e*—1| < M|u| pour |u|<T.
Il en résulte, en remarquant que :
|0 ()] < (1 +up (5)) €7@ —1 ||| 4| glial)=0mb) 1|,
I'inégalité,

lwn ()] < M |u,, (s) |2 === + M | u,, (s) =0, (5) | < MW,

m

ou:
Wp=UeT+V,,

Ona:
Y e | Wal<METY, UZ+MY, V, <+,

et donc le produit infini [](1+w,,(s)) est absolument et uniformément
convergent pour s€S.

2.4. LEMME 2. — Soita>1et ze C.

La quantité | z |* —1+a (1 —Re 2) est positive pour tout z complexe.

De plus il existe des constantes positives ¢, ,c,, C et ¢, ne dépendant que de
a telles que :

(14) si|z|<3/2,¢ylz=112<|z]*~14+a(1-Rez) < ¢, |z—-1]?,
<

)
(15) silz|>3/2,cilzI*<|z|"=14+a(l—-Rez)<c,|z|°

Preuve. — Posons z=xe'® avec x > 0 et 0eR.

Puisque x*—1+a—ax cos 8 > x*—1+a—ax, il suffit de remarquer que
la fonction définie pour x > 0 par x — x*+a—1—a x est minimale au point
x=1, ou elle vaut 0 pour obtenir que x*—1+a—oax cos 8 > 0 pour tout
x =0 et tout 0eR.

L’inégalité (15) est immédiate.

De méme P'inégalité (14) pour x e [0, 1/2] puisque chacune des fonctions
x—|xe®—1]2 et x = x*—1+0—ax cos § est majorée et minorée par des
constantes positives indépendantes de 6 pour x€[0, 1/2].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



188 H. DABOUSSI

Soit alors xe[1/2, 3/2). La formule de Taylor montre qu’il existe h€ 0, 1]
tel que :

X =1ta(x—1)+ “—‘9‘2—‘-‘—’(x—1)2 [1+h (e—1)]*"2.
Ainsi :
a(x—1)

x*—1+a—axcos@=ax(1—cos0) + (x=1)2[1+h(x—1))"2.

Puisque 1 +h (x—1)€]1/2, 3/2[etque (x—1)®+2x (1 —cos0)=|xe’®—1]2,
on a, en prenant,

, (e a(@=1) (1) a(@—1) (3|2
(3 25 (1) 2R 2,
. a al@—1)/1\*"? a(a—1)/3)\*"?2
Cz_max(f’—z——(E) '_2——(3) )

¢ |xe®—1]12 < x*+a—1—axcos® < cj|xe®—1|2,

2.5. Supposons que f satisfait aux hypothéses du théoréme 3.
Soit p=A/A—1)et 6o=1-1/2p.
Montrons, d’abord, que ’hypothése (8) entraine que :

(16) Z,( ® . 'f;f:)lc)<oo pour s>1 et ae[l,A],

a17) Z,( o -I—j-;;—,l':—')—l-)<oo si o> o0,.

Si a=A (16) découle de (8).
Si a < A, I'inégalité de Holder entraine que :

TERAYL] AYLY /A 1 (A—a)/2
(55 4 <o o, L) )

et donc (16) se déduit de (8) et de la convergence de la série ) , (Y72, 1/p"),
pour s > 1.

Drautre part, soit g (n) la fonction multiplicative déterminée par :

(p)= 0 si r=l,
IWP)=V1 s or22

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 189

Ainsi Y, (3.2, g(p")/p’") < o pour y > 1/2, et donc :

(18) Y g—n(—:l—) < pour y>1/2.

Soit ¢ > o,. On peut trouver deux nombres a et b tels que a+b=0c et
a> 1/\, b > 1/2u. L’inégalité de Holder. montre que :

A\ i
¥ Iy(n')l{(n)l <<Z If(::)l) (ZQ_YIT)) ’

n n

et donc Y |g(n) f (n)|/n° < oo grace & (8) et (18). Tenant compte de la
définition de g, on obtient (17).

2.6. Pour tout p premier, la série 1+ 2, f(p")/p" est convergente
d’aprés (17).

Nous allons voir que les hypothéses entrainent qu’elle est non nulle.
Posons, pour s > 1,

F(s)=zf'£—?) et F()Z,,,,,f(").

L’inégalité dc Holder et ’hypothése (9) donnent :

9 By L (e

pour tout ae[l, A[.
Par suite, puisque | F, (s)| < Y | f (n)|/n*,

(20) lllns--l s>1 |F (S)I = A”l

C()
Mais, pour s > 1,

F, =32 T L2,

F ( ) E'-l f(p) E,x. (n) :;-1 f;’

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



190 H. DABOUSSI
.Ainsi_;‘
(1+2,=1””’)F (5)= ( ?glf;”)r()

et donc :

= A, IF, )l

IF(5)] j1+z,=, 1)\ g

1
£ i1 7)

11 résulte de (10) et (20) que :

« JP)| peqin
pf

r=1

1+Z,,,f(p’:).

B étant non nul, cela implique que 1+ Y=, £ (p")/p" #0 et prouve donc (13).
2.7. Soit ae[l, A\[.On a :

2a
(21) Yy If(::z)' <

En effet : si A>2a, cela découle de (16).
Supposons a<A <2a et soit o, €]1, A/(2a—A).

De (16) on déduit I'existence d’une constante c telle que |f(p)[*<csp®'.
Ainsi :

ZP If( P) |2 up—l gc(sz a=121)/A ZP If( P) l). p—2+c,((2u-1)/1).

11 suffit alors de remarquer que 2—o, ((2&—)»)./)»)>1 pour déduire (21) de
@®).

~ 2.8. Pour s>1, posons :

ms)=n,,[(1+}:,., AL ))( pi) exp l‘pf,“’)],

r=1
=52, LI,

f(p)—l.

vP (S) = ps

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 191
Ainsi :
H (5)=[],[1+u,(5)) exp—v,(s)],
U,=¥=, I/(p") pf(p"’)

V,,=2():m i) ) L0

Les inégalités (16) et (17) montrent que : Y ¥, <o, ce qui entraine que
Y Vi<oo. :
Et, puisque U,<V,+|f(p)—1|/p,ona:

2 If(p)I? 1 .
YU3<3Y Vi43Y) »? +3ZF<+00 d’aprés (2.1).
En appliquant le lemme 1, on obtient que 5 (s) est absolument convergent

pour s 1 et qu’il existe une constante C telle que, pour tout ensemble F de
nombres premiers distincts et tout s=1on a :

@ L (1-3) e 2P cc

De plus 5 (1) est différent de zéro.

1_,_2:,-1[(11)

2.9. LEMME 3. — Soit E un ensemble fini de nombres premiers, k un entier et
o et A réels satisfaisant @ : 1 <a<A.

Supposons que la fonction f satisfait les hypothéses du théoréme 3.

Alors, il existe une constante D (o) ne dépendant pas de E et de k telle que :

@ TLe [1+z,., i/ (:,')"] [1 —-;;] expa L’—E‘pif‘—”’]sb(a).

Preuve. — Soit h,(n) la fonction multiplicative définie par :

n_f1 sip¢E,
hs(l’)—{o i pe, r=1.

On voit immédiatement que pour s>1,

zf(”) hg(n) n’“ (I+Z:-1f(p ))

RULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIOUE DE FRANCE



192 : H. DABOUSSI

On en déduit que :

Fo-( 1080 (145, L0)

Comme, grace & (13), quand s — 1, le produit :

nres(l"'zr-l f:::))
tend, vers le produit :
. (1422, 122),
qui est non nul, on a :
f(p ) 1 S () he(n)
1im, .
“n:-.x C( ) [F(s)| = nns (1'*‘2'-1 )\ s 1 C(S) Z n
Ainsi : S
(23) lim,_, g JZM@ [IHM(HZ?-I ]

Si ae[l, A] et si s>1, on a également :

z |f (n)|*hg(n) nptE (1+Zr=l lf(pp')lt)

n®
et donc :

uhE r)ja : a
[z lf(n)'lll (n)] TLe: (1+2’=1 If(p ).i ) 3 |f§::)| _

Par suite, pour tout entier k,

[p LR, (145, L)< LOL

n

11 résulte de (19) que :
(@4) fm,., Y M’I'_ngm[n (1 iy, Yoor If(p')l' >]

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 193

Soit a€]l, A] pour s>1, on a par I'inégalit¢ de Holder :

e zf—‘"’n’if‘”’

e l/a 1-1/a

11 resulte alors de (23) et (24) que :

(I‘LEE 1+Z'ﬂf(1:') )-1
SA:/L(I-L’ (H'Zrﬂ |f(P )* )IIGH’E£<1 _l)n—u/-)

14

puisque 1/4(s) ), hg(n)/n* tend vers [ [, (1—(1/p).
Ceci peut s ecnre ‘

H,,E(Hzm If(p)l")( | 1) |

p

i

| (e, 12) (1 __)]'.

Multipliant par :

p

[Tree exp(a 1=Re/(p) )
il vient : R :
(5 ) (e 22

- o
sA"/‘B"[fL,E 1+2:°,=1 ( —l>exp 1=Re/(2) Ref(”)] :
p p
1l résulte alors de (22) que : '

Mo 14220 L (122 ) exp(a =22 Y@,

ou D(a)=A"*B~*C".

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



194 . H. DABOUSSI

2.10. Prenons k=1 dans I'inégalité (I) du lemme 3.
Puisque log (1 +u)>u—u? si u> —1/2, on déduit :

a1 R 2a
T 1/ (p)| +pu aRef(p) “Yoer If(p)l
pour tout ae]l, A.
Comme, d’aprés (21), Y |f(p)I*“/p* <o on voit que :

“+¢—1—aRef
er If (P)|*+ - aRef(p)

—Doer —r <logD(a),

<})1 (a)’
ou :

: : . ( 2a
D, (x)=logD(a)+Y, L:z)l—- +y -1’17

On remarquera que D, (&) est une constante ihdépehdante de E.
Pour x>0et 0 € R, la quantité x* + a — 1 — & x cos § étant positive d’aprés le
lemme 2, il en résulte que :

¥ lf(P)l°+&‘-;l—aR°f(P) <o

En particulier :
[f(p)*+a—1-aRef(p)

Z!(P)I<3lz

p
et: ) EE
If (p)|I*+a—1—aRef(p)
ZU(p)I>3/2 » <
Ceci entraine d’aprés (14) et (15) que :
If(p)—1P
mewz —'—7—— 0,
et: :
(25) Zm)»s/z l’-f—(f)—‘— <oo pour tout 1<a<A.

Il nous reste & montrer que :

) I 74 (pp)} <

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 195
Reprenons I'inégalité (I) du lemme 3 avec k=1, E={p<y tel que
[f(p)|>3/2} et a=A, ce qui donne :

If(p)l*)( __1) ( l—Ref(p)>
I'l,es(1+—-——p 1 5 ) €xP 1———-—p <D(A).

Or d’apres (25), les séries :

1 If (p)I
Zumm/z‘p et Y- Y
sont convergentes, et donc le produit :

nU(p)l>3/2 (1 —%) exp (l 1_—_Re_f(_p)>

p

est convergent. Il est non nul ayant tous ses facteurs non nuls et il en résulte
que :

[ (1+ — "1><D'm,

D'(\)=D() [1'[,,(,,,,,,2 (1 ——:,> exp x(l—'l—{if—@)]_l.

p

ol :

Cela montre que :

I/ (p)I*
Y ——— <+

et achéve la démonstration du théoréme 3.

3. Démonstration du théoréme 2

Soif f vérifiant les hypothéses du théoréme 2. A fortiori f vérifie les
hypothéses du théoréme 3. Il nous suffit donc de prouver que la série
Y.(f (p)—1)/p converge et que :

Y, (2»2 _lf(;:t) " )< .

3.1. CONVERGENCE DE LA SERIE ) (f (p)—1)/p

_ Nous utilisons pour cela la méthode classique de DELANGE [4].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



196 H. DABOUSSI

Il est immédiat que, pour s>1,

(n) f(p)- f(p"‘))
C(s) Z ].-[P (l +Z> ‘ pn

le produit étant absolument convergent pour s> 1. Ainsi :

1
q5)

D’apreés I’hypothése (7) on a :
f (p)

RECEFIOPD Ri L

lim, ,, #(s) exp ) —— —M(f) ou M (f)#0.

D’aprés le lemme 4, 5 (s) tend vers o (1)#0, quand s — 1, et donc :

v 1 M
lim,_, exp Zf(p) x(({;.

Ilen résulte que Y (f(p)—1)/p* tend vers une limite finie quand s tend vers 1.
Posons :

Jf(p)-1
p

“(u)=2'<¢'
et montrons que : :
(L) ¢ fp-1
o 27 )12
tend vers zéro quand s tend vers 1. Posons o=s—1.

Pour 6>0,0n a:

ZﬂpT);_—l=J‘w e ‘a(t/c) dt.

V]

D\ g fP=1 _ [ o L)t
(5)2 - [ (+(5)-5)) -
11 nous suffit alors de démontrer que, pour tout t, e~ [a(1/0)—a(t/c))

" tend vers zéro quand o tend vers zéro et que son module est majoré par une
fonction de t intégrable sur (0, o).

Ainsi :

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 197

Soient y et z réels satisfaisant 8 0<y<z.Ona:

f(p)-1 '

Ia(y)—a(2)|=|2,-<,‘..

P

Notons :
E,=E,(y, z)={ptel que e’<p<e® et |f(p)|<3/2} .

E,=E,(y, z)={p tel que e’ <p<e* et |f(p)|>3/2}.
Ona:
|a(y)—a(z)|<zmll(_12‘J+zm If(p;—ll .
Or: :
-1 [ —12 1\\!/2
Z,E,Mies_ls((zﬂl lf(p; 1 )(‘Zm.-p)) ’

"-l A\ 1/A 1\1-am
Brer L= a5, LOEY (5, D)

p

N

Remarquant alors que :
1 z
Ze’<p<e"”, < (103'; +d)’

ou d est une constante absolue, on en déduit que :

_112\1/2
la)—a(z)I< (Z,.zi(—p’),—il—) (log% +d)
+2(Zm, |f (pP) * )m (log% +d)l o

Ainsi grace a (11) et (12) on voit que |a(1/0)—a(t/o)| tend vers zéro
quand o tend vers zéro en tout point ¢, et que :

)2

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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198 H. DABOUSSI

ou:
|f(p)—1P )”’

Ce= (P32
( , P

) A\ 1/2
Cv"‘(zﬂpn»/z'mTp)') .

et

Les fonctions e ~*(log | t | +d)"/2 et e~* (log | t | +d)' ~*/» étant intégrables sur
[0, + oof, nous obtenons le résultat.

3.2. CONVERGENCEDE LA SERIE ) Y .| f(p") I*/P".

Notons f*(p)=Inf(|f(p)l, 3/2).

11 est facile de voir que la convergence des séries :

|f(p)—1F |f(p)I*
p

p

-1
Zf(p)

» et Yipi>an

’ ZI(P)I<3/2

entraine la convergence des séries :
f(pr-1 f*(p)-1
e et —_
L p 2 p
En effet,

If*(p)—1] _1 1
0 =§Zumn>3/2‘p <+,

| f(p)—1| If(p)P
2 2

ZI(P)I>3/2

<+

Yiras3n <2 >3

Remarquons alors que :
Hf(PI-12<If(p)—1P
et que :

Hf(P)I=1P=If (PP -1+20-|f(P)])
|f(P) =11 =|f(p)P—1+2Re(1—1(p)),

on obtient que :

1-1/(p)!
" z p
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converge et aussi :

1-1f( 1—1*
ZI(,),dn_l{,_.P_)l = ZIJ‘U»)k:vz——‘—fp—(I—,2 .

L’inégalité :
ol f(P)=1P<If(p)P=1+A(1— Rcf(p))<CzIf(p) 1?2

si| f(p)|<3/2, entraine alors la convergence de Zm,,,<,,2(f‘(p)‘ —1)/pet
finalement de ) (f*(p)*—1)/p puisque :

| f*(p)*—1] 3\ , 1
Emn>m———-——< b -1 Zmn>3/z'p<°°-

p

Mais, pour tout pet tout s>1ona:

AP _1 13\
1+ Pz su ou u= 1+2 3 .

Alors, étant donné k entier =2, on a pour tout p et tout s> 1,

14y SO0 lf(t")l‘/l f‘(P)‘+Z £k

r=2"" 55 prl
2(1_|_f"l(”1’)l)(l_*_ s, OF If(P')ll)

Comme, pour x> —1/2, log(1+x)=>x—x? on en déduit :

(1-—)(1+2.=, lf(p')l‘)

(1+ ngzlf(l’)l‘) (f"(l:r—l __f*(P;:‘H).

Il en résulte que, pour s> 1, et y quelconque >2,

LAY
(S)Z: If(n)l (Hm(l"' Z,=zlf(p)| )

* A * 2
xexp(zf (?‘ l—zf (’;)z +l).
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D’ou =~

LS _l_( IJTHN‘>
Z‘yZ"ﬂ C( ) Z n®

prs
e (st L7,

Prenant les limites supérieures quand s tend vers 1 on obtient :

ry|: * 23 * A
Zm( - If(p)l> ep[zf (p) +1 Zf (p) ljl_'

r P

Faisons alors tendre k et y vers l'infini on a :
ry|*
):p( - If(px: ) ) o,

4. Nous pouvons généraliser le théoréme 2 ainsi :

THEOREME 4. — Soit A>1 et f une fonction multiplicative vérifiant :

(26) Z—l—f—:gl‘: <+ pour tout s>1,

—_ A

@7

il existe deux entiers |, k tels que :

(28) llms»lc( )Zﬂ.l(ﬁ)f(n)

existe et est non nulle.

(29) Alors: il existe un caractére de Dirichlet y, tel que les sommes ou séries
suivantes sont finies ou convergentes :

le(p)f(p)—l Ix:(p) f(p)—1%
P P ’

Iy "
Zlf(p)l>3/2"|"f—'(£)|—, EP(Z'>2 lf(:' )| )

p

’ Z!(m‘:/z
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(30) De plus, pour tout p premier ne divisant pas (l, k) :

est non nulle.

k k
1+ &;lx:(p)p‘f(p )

Réciproquement si les sommes ou séries ci-dessus sont finies ou convergentes
alors f est limite périodique B*.

Notons I=1'd, k=k'd avec (k’, I')=1.

Soient a et b les fonctions complétement multiplicatives définies par :

_ |1 sipld, _J1 si pid,
“(”)'{o si p)d, b(”)‘{o si pld.

On voit facilement que n=1(k) équivaut a : n=n, dn, aveca(n, d)=>b(n,)=1,
(nyd, ny)=1et n,n,=1'(k").

Dés lors :
d b
Z--uk)f,f:l) Z- f(:l;;) (n, d) (Zw_m')_f_ﬂ'_'g')'_’_(ﬁz_)),
2
1 PR
(31) Z.-m)f(n) m&mwl(l').
% le f(ny d):f':lxsd)X("x) (Z,f(”z)b;"z)X("z) )
1% 2
Comme en 2.3, on voit que :
Y p e lf(P')l <oo pour tout p prcmler
Ainsi :
Zwlf(pzla(p) A1

Il en résulte que :

s/ mlat)

n
et donc :
(32) L.ﬂl‘"’;ﬂl <4

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



202 H. DABOUSSI

Nous allons montrer qu’il existe un caractére y, modulo k'. et un seul tel

que :
Zf(”)XJ (m)b(n)
”"C(S) n*

Ceci entrainera que la fonction by, f vérifie les hypothéses du théoréme 2,
et donc, puisque b(p)|y,(p)|=1 sauf pour un nombre fini de nombres
premiers, que les sommes ou séries suivantes sont finies ou convergentes :

lx1(P)f(P)—1I

4 ZII(P)I‘NZ P ’

existe et est non nulle. .

x(p)f(p)-1
z p

* A
Z”p")mL(:ﬂ—’ Zl.(p)lb(p)-lz‘,n If(P )|

De plus : . .
l4_2.;'1(1’)7‘?(11)

est non nulle pour tout p|d. On montrera alors que :

Lf(p")P
Zu.(pnb(p)-oan—’T—‘ <o

Considérons les quantités :

""C(S)

Si elles sont nulles pour tout caractére x modulo k', on déduirait de (31) et
de (32) que :
f(n)

Zx(n)f(")b(n)

hms-olc( )Zn-l(k) =0.
Iy a donc au moins un caractére y, modulo k', pour lequel 1a quantité plus
haut est non nulle. Supposons que ce soit encore vrai, pour un autre caractére
%2 modulo k’. On aurait, en apphquant le théoréme 3 aux fonctions by, f et

el I (p) £ (p) =1
Zlf(pn«/z 2LV pp < oo,
A
Z/(p)»s/zlf(p)' <+,
—12
menlxz(p)f(p) | <o,

p
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puisque, sauf pour un nombre fini de p, IXn(P)lb(P)—lh(P)lb(P)‘
Ces inégalités impliquent & leur tour que :
|21 (P)—x2(P) P

1
Lin<isien p < o Zﬂp)lq/z—p <+oo.

Comme, d’autre part,

)P _
»P

. Zf(p)l>3/2

entraine que :

1
Zumw/z; <o,

on voit que :

» Ix:(p);xz(p)l2

< + 0.

- Mais, si %, #7%,, il existe m premier avec k tel que i, (m)#y,(m). Si
p=m(k’),

|X1(P)-Xz(P)|2=|Xl(m)“12(m)|2>0
et comme : ‘
1
Zp-n(k')_p' = +'00,
ona:
1% (P)=%2(P)
z AP px: p

= 400,
ce qui est contradictoire.
Ainsi pour tout % modulo k’ x#x,,
. 1 x(n)f(n)b(n)
lim, | ,— Y =—————=0.
’C(S)Z

L’hypothése (28) et (31), (32), entrainent alors que :

zx: (n).f (n)b(n)

(33) lm, . 75 -
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existe_et est non nulle et par conséquent la fonction by, f vérifie les
hypothéses du théoréme 2.

Montrons maintenant que :

AYLY
Zz.(pmp)-oz,, lf(pl’ W

Pour s>1:

Zf(")X.l (n)b(n)

( ¥ |f(n)x1(n)b(n))”*
L(s) 5(s)

Ainsi, (33) entraine que :

¥ ‘f(n)Xl WLIOT

lim, oo

~ “‘”’C(S)
Or,

[ f(n)x, (")b(n)l’)
(C(s)z

n’
) |A "
XI'L.(.»(,>-.,(1+2,,, I/ ({1 ) ) C(s)zif(nn

et donc :

_ Lf (PP
lim, _, | H;,mbm-t’[l + Z" P—?‘]

)t 1f (m) s (m)b(m) ]
<[ “'C(s)z ][—’*'C( 12 " ]

quantité finie d’aprés (27).
On en déduit le résultat désiré.

BIBLIOGRAPHIE

[1] DaBoussi (H.). — Caractérisation des fonctions multiplicatives pp B* a spectre non vide,
Ann. Inst. Fourier, t. XXX, fasc. 3, 1980, p. 141-166.
{2] DaBoussi (H.) et DELANGE (H.). — On a theorem of P. D. T. A. Elliot on multiplicative
- functions, J. London Math. Soc., (2), vol. 14, 1976, p. 345-356.

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 205

[3] DaBoussi (H.) et DELANGE (H.). -~ Quelques propriétés des fonctions multiplicatives de
module au plus égal & 1, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 278, séric A, p. 657-660.

[4) DELANGE (H.). — Sur les fonctions arithmétiques multiplicatives, Ann. Scient. Ec. Norm.
Sup., 78, 1961, p. 273-304. '

[5]) DELANGE (H.). — Quelques résultats sur les fonctions multiplicatives, C. R. Acad. Sc. Paris,
série A, 281, 1975, p. 997-1000.

[6] ELLioT (P. D. T. A.). — A mean value theorem for multiplicative functions, Proc. London
Math. Soc., (3), 31, 1975, p. 418-438.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



