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ETUDE DES OPERATEURS DE SCHRODINGER
A POTENTIEL ALEATOIRE
EN DIMENSION 1

PAR

GiLLes ROYER (*)

RESUME. — Grice a des arguments différents, on prouve de nouveau le théoréme de
localisation de GOL’SHEID MOLCHANOYV et PASTUR : soit g une variable aléatoire a valeurs dans
I'espace des fonctions continues et positives sur R; si g est suffisamment aléatoire et est
stationnaire, presque siirement, les vecteurs propres de I'opérateur autoadjoint f+ — f"'+qf
engendrent L2(R).

ABSTRACT — With the help of different arguments, we prove again the GOL’SHEID
MoLCHANOV and PASTUR localisation Theorem: let ¢ denotes a stationary random variable
taking its values in the space of continuous positives functions on R; if the randomness of g is
sufficient, almost surely, the eigenfunctions of the selfadjoint operator f+ — '’ +gf generate
L2 (R). :

Introduction

Dans larticle [2], I. Ya. GOL’SHEID, S. A. MoLCcHANOV et L. A. PAsTUR ont
montré que le spectre des opérateurs de Schrodinger unidimensionnels a
potentiel aléatoire était presque siirement purement ponctuel, au moins pour
une vaste classe de tels opérateurs : c’est le théoréme de localisation; ce travail
fut complété par Iarticle [S] ou MoLcHANOv établit la localisation
exponentielle, c’est-a-dire la décroissance exponentielle des fonctions
propres. Un résultat analogue pour des opérateurs discrétisés, c’est-a-dire
opérant dans 1> (Z) au lieu de L?(R), établi par une méthode différente, est
contenu dans les travaux [3] et [4] de H. Kunz et B. SOUILLARD.

(*) Texte regu le 27 novembre 1980.

Gilles ROYER, Université Pierre-et-Marie-Curie, Equipe d’Analyse, Tour 46, 4, place Jussieu
75230 Paris Cedex 05.
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28 ' " G. ROYER

Dans le présent article, on se propose de traiter 2 nouveau le cas continu en
adaptant les idées de Kunz et SOUILLARD, tout particuliérement I'idée qui
consiste & introduire et calculer des mesures comptabilisant les vecteurs
propres et les valeurs propres des opérateurs de Schrodinger dans une boite
finie. On obtient une relation simple permettant de calculer ces mesures en
fonction d’autres mesures associées a un probléme de Cauchy aléatoire (voir
plus bas le théoréme 1.7); la démonstration en est rapide si on utilise un
calcul déja important dans les articles [2] et [5] mais la formule obtenue est
bien plus parlante et maniable que celle qui lui correspond dans ces articles.

Divers ingrédients nous permettent d’autres améliorations : 'emploi du
crittre de localisation de Kunz et SoulLLARD, une formule exprimant
Iinvariance des calculs par la symétrie x - —x de I'espace, I'emploi d’une
méthode hilbertienne pour prouver la stricte positivité de ’exposant de
Lyapounov. On dégage ainsi quelques hypothéses simples entrainant la
validité du théoréme de localisation exponentielle. Ces hypothéses sont
vérifiées dans le modéle utilisé par GoL’SHEID MOLCHANOV. et PasTUR et
permettent d’envisager de traiter d’autres modéles.

1. Principe général de démonstration

Introduisons quelques conventions. Si E est un espace vectoriel, P (E)
désignera I’espace projectif associé et on notera x I’élément de P (E) qui est la
direction d’un élément x de E. On fera usage de I'espace P,, A désignant
lintervalle [a, b] de R, égal par définition & P (¢? ([a, b)), R)), dont on notera
les éléments 0, ainsi que de P! =P (R?). Il est commode d’identifier P! &
R/n Z en repérant la direction d’un vecteur (x,, x,) a ’aide de ¢ défini par
tg(®)=x,/x,; aussi appelera-t-on @ les éléments de P*; 'espace P! posséde
une seule probabilité invariante par rotation, que I’on désignera par (1 /n) do,
faute de mieux. )

Tous les espaces considérés dans le présent travail sont munis de topologies
séparées naturelles que I’on ne précisera pas a chaque fois; les mesures qu’on
envisagera sont des mesures sur les tribus boréliennes correspondantes.

OPERATEURS DE SCHRODINGER UNIDIMENSIONNELS

Voici quelques rappels au sujet des opérateurs de Schrodinger. Fixons une
fonction continue et positive g sur R, appelée potentiel; il existe un seul
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POTENTIEL ALEATOIRE 29

opérateur autoadjoint H sur I'espace de Hilbert complexe L?(R) tel que H'¥
soit défini pour tout ¥ appartenant a 2 (R) (espace des fonctions indéfiniment
dérivables a support compact) et que HY¥Y=-¥"+q¥ (voir [6],
théoréme 10.28).

En outre on va considérer comme dans [2] des opérateurs associés a un
intervalle fermé borné A et a des conditions au bord arbitraires; on appelle
conditions au bord de A un couple ¢ ~, ¢ * d’éléments de I'espace P!, qu’on
va considérer ici comme une partie de I’espace projectif complexe P (C?); on
leur associe le sous-espace 2,(¢~, ¢*) de L?(A) formé des fonctions
complexes f indéfiniment dérivables vérifiant : (f(a), f(a)) =@~ et
(f’ (), f(b)Y =@ (on considére ici que la relation 0" =@’ est vérifiée). Il
existe un seul opérateur autoadjoint H, (¢, ¢ *) dont le domaine contienne
2,(0~, ") et qui soit défini sur ce domaine par la méme formule que H.

Désignons par E, (¢, ¢@*, d\) la mesure spectrale de cet opérateur, par
E(d\) celle de H. Cette mesure spectrale étant associée a un opérateur
différentiel elliptique admet une représentation a I’aide de fonctions propres
généralisées (voir [13] et [15]). On aura précisément besoin du résultat
suivant :

1.1. TuEorEME. — Il existe une fonction réelle F sur R3, borélienne et
symétrique par rapport aux deux premiéres variables, et une mesure de Radon
positive (non bornée) o, telles que :

1° pour toutes fonctions ¥, ¥, de carré intégrable et a support compact; et
0 continue a support compact, on ait :

J9(7»)<‘Pz, E@MY,>= |06 ¥, (x)¥, () F(x, y, \)dxdyo(d));

2° x et y étant fixé, la fonction F(x, y, .) appartient a L} (o);
3° pour c-presque tout A, pour tout y :

d 2
(—(—) +(q—7»))F(X, ¥, A)=0.
dx

Cet énonceé est une forme un peu moins précise des théorémes 6.1 et 7.1
de [14] (p. 140et 150) :iln’y a qu’a prendre o égale a la somme des mesures £
et n intervenant dans ces théorémes. L’énoncé ci-dessus ne détermine
évidemment pas de maniére unique le couple (o, F); par contre, on définit une
mesure de Radon (non bornée) en posant :

_E(x,y,d)\)=F(x, y, M) o (d}),
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30 G. ROYER

quon pourrait d’ailleurs noter heuristiquement « (3., E(d)A)3,) ». De
méme, pour tous x et y appartenant & A on peut définir une mesure
E,(¢~, 9%, x, y, d)); ici ’expression heuristique donnée ci-dessus a un sens
évident, étant donné que I’'opérateur H, (¢, @ *) posséde un spectre discret
et des fonctions propres continues. De la construction méme de la mesure ¢
donnée dans [14] (p. 142) résulte :

1.2. PrOPOSITION. — Pour tout choix de x, y, ¢~, ¢*, la mesure
E,(¢~, @, x, y, d\) converge vaguement vers E(x, y, d\) lorsque A tend
vers R (c’est-d-dire a—» — 0, b— + ).

Opérateurs de Schrédinger aléatoires

Supposons donnés un espace probabilisé (Q, u) et une application
mesurable g de Q dans € (R, R*) (on continuera & désigner aussi par g des
éléments de € (R, R*)). Soit H(w) ’opérateur de Schrodinger associé au
potentiel ¢ (@); on a ainsi défini une variable aléatoire a valeurs dans I’espace
des opérateurs autoadjoints de L2(R) qu’on appelle opérateur de
Schrodinger aléatoire. Dans tout le paragraphe 1, on pourrait supposer
presque sans inconvénient que Q=% (R, R*), g étant I'identité, mais on ne le
fera pas et, au contraire, on notera p la probabilité image g (u). Soit T, le
groupe des translations dans € (R, R*), (T, f (x)=f(x—t)); dans toute la
suite on supposera l’hypothesc suivante vérifiée :

(H,) la probabilité p est invariante et ergodique sous l’actton du flot T, de
plus, pour tout teR, J‘supo<,‘,(q(s))u(dq)< .

Le théoréme suivant est une adaptation directe d’un critére de Kunz et
SouILLARD (corollaire 4. 5 de [4]). Son énoncé suppose réglée une question de
mesurabilité par rapport a @, ce qu’on peut faire a 1’aide des méthodes du
chapitre 2 de [9].

1.3. THEOREME. — Supposons que, pour tout intervalle ouvert borné A, il
existe une constante y (A) strictement positive et C tels que, pour tous x et y, on
ait :

j‘ I |E(w, x, y, dA)|p(do)<Cexp—(x(4)|x—yl|).
N JA

Le spectre de H(w) est alors presque siirement purement ponctuel.
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POTENTIEL ALEATOIRE 31

Démonstration. — En multipliant les deux membres de I'inégalité par
exp((1/2)x(A)|x|) et en intégrant par rapport & dx, compte tenu de la
définition de E(x, y, .) on obtient que pour tout y l'intégrale :

' L f IF(@,x, y, 1)lexp((1/2)x(4) | x]) 0/(, dA)p(do) dx

est finie. Il en résulte que, pour tout y, pour p-presque tout o, sauf pour un
ensemble de A négligeable pour la mesure o(®,dA), la fonction
x+ F(w, x, y, A) est intégrable pour la mesure dx multipliée par un poids
exponentiel; comme elle satisfait 3 I’équation — ' +(q(0)—21) f =0 et que
g(®) est presque siirement a croissance tempérée cela entraine qu’elle
appartient a2 L2 (R) (cette affirmation sera justifiée en détail i la fin de la
démonstration du théoréme 3.5); elle est donc une « fonction propre », peut-
étre nulle, de H(w), correspondant au coefficient A. Seule nous intéresse en
réalité la restriction de o(w, dA) i I’ensemble des A tels que la fonction
F(o, ., ., A) ne soit pas identiquement nulle; d’aprés le raisonnement
précédent, cette restriction est portée par I'ensemble des valeurs propres de
H (0); comme ce dernier est dénombrable (au plus) la restriction envisagée de
o(®, dA) est atomique.

Dans [4] le critére précédent est vu de maniére agréable comme une
conséquence d’une caractérisation de la localisation, due 3 Ruelle; pour qu’on
puisse également utiliser de maniére simple ce critére de Ruelle dans le cas
continu, il faudrait, semble-t-il, que son énoncé puisse étre adapté au cas de
normes L' (voir [8]).

On va par la suite chercher a estimer les moyennes mises en ceuvre dans le
théoréme 1.3 au moyen de quantités analogues associées a un opérateur de
Schrodinger aléatoire dans un intervalle fini A; on a en fait intérét & consi-
dérer un opérateur dont non seulement le potentiel est aléatoire mais aussi
les conditions au bord; formellement, ceci correspond a la donnée d’une
mesure de probabilité o sur P!xQxP! et de [Iapplication
(0 ,0,0" )~ H,(0, 9, ¢*) ce dernier terme étant l'opérateur de
Schrodinger dans L? (A) associé au potentiel g (w) et aux conditions au bord
°,0".

1.4. PROPOSITION. — Soit o une mesure de probabilité sur P! x Q x P! se
projetant suivant p sur Q. Pour tout intervalle ouvert borné A et pour tous x et
y, la limite inférieure pour A tendant vers R de

H |Er(@, @7, 0%, x, y, dA)|a(do, dp~, dop™),
A - -
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32 . .G. ROYER

majore :

f |E(, x, y, d0)|p(do).

Ce résultat s’obtient facilément a I’aide de la proposition 1.2 et du lemme
de Fatou.

Comptabiliser les fonctlons propres

. On va maintenant décrire une construction qui est cruciale dans le présent
travail et qui, comme on I’a dit, est empruntée a [4]. Pour chaque choix de o,
@7, ¢, onsait que le spectre de H, (w, ¢, ¢™*) est constitué d’une suite de
valeurs propres A,, ne N, qu'on peut supposer strictement croissante (on
peut, par exemple, démontrer ce résultat par la méthode de Priifer dont les
calculs nous serons justement utiles plus loin au lemme 1.6 : voir [11],
page 128). Soit 0, I'espace propre réel correspondant a A,,; il est facile de voir
que 6, est un espace de dimension 1 et que les fonctions propres sont de classe
%2; il est donc naturel de considérer les 6, comme des éléments de I'espace
projectif P,. On va associer a la probabilité o une mesure o-finie positive
& (o) sur P, x R qui comptabilise les couples direction propre, valeur propre
au sens suivant : étant donnés une partie borélienne A de P, x Ret un indicei -
prenant les valeurs entiéres positives ainsi que la valeur + co, on considére
I’ensemble B, des triplets (¢ ~, @, @ *) tels que H, (0, @ ~, @) ait exactement
i couples d’éléments propres (0, A) appatfenant a A, et I'on veut que :
& (a; A)= Y ;ia(B;), en convenant de 0 x 00 =0.

Il est clair que cela revient a définir & (o) comme la somme des lois des
variables aléatoires (0,, A,), n parcourant N;le prochain lemme miontrera que
cette définition est valide et que la mesure obtenue est o-finie; pour ’énoncer,
faisons quelques conventions : comme H, (o, ., .) ne dépend que de la
restriction v 2 A du potentiel g(®), on désignera aussi cet opérateur par
H,(v, ., .) et on appelera S, I'application de P! x ¢ (A) x P* dans P, xR
qui, a2 ¢, v, " fait correspondre le couple 6,, A,.

1.5. LEMME. — Les applications S, sont injectives et boréliennes; leurs
images sont des boréliens deux a deux disjoints.

Démonstration. — Si une fonction ¥ non nulle vérifie —¥"' +(v—A)¥ =0
pour deux valeurs v, et v, du potentiel, c’est que ces deux valeurs coincident;
en effet, il vient v, (x)=v, (x) en tout point x ot ‘¥ est non nul; or I'ensemble

des zéros de ¥ est fini, car s'il avait un point d’accumulation y, on aurait
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POTENTIEL ALEATOIRE 33

¥Y(y)=¥'(y)=0 et donc ¥=0 par I'unicité¢ des solutions de I’équation
différentielle. On en déduit aussitot que les S, sont injectives et que leurs
images sont disjointes.

D’autre part, la réunion G des graphes des S, est un fermé, puisque c’est
’ensemble des couples (¢~, v, @*), (¥, 1)) vérifiant —¥"' +(v—A)¥ =0
ainsi que (¥'(a), Y (@)Y =o~, (¥'(b), ¥ (b)) =@™; le graphe de S, est
I'intersection de G avec I’ensemble des couples du type précédent tels que :

V f€D,(0,907,0%), (f,(Hy=AD)f>>0

qui est un borélien; donc le graphe de S, est borélien, ce qui implique que S,
est borélienne (voir [9], corollaire du lemme 13, page '107); puisque c’est aussi
une application injective, son image est borélienne ([9], théoréme 5,
page 101). On opére de fagon analogue pour examiner les autres fonctions S,.
" On peut évidemment étendre la définition de & (o) au cas ou o est une
mesure positive bornée. On va maintenant définir des mesures d’un type plus
simple au moyen d’un probléme de Cauchy aléatoire. Désignons par G}
I'application de P* x Q dans P, qui & ¢, o fait correspondre la solution £
du « probléme de Cauchy » suivant :
(f'@), f(@)y =¢~ et —f"+(q(@)—L)f=0 (bien que f ne soit pas
unique, £ I’est). De méme, on définit une application D} de Q x P! dans P,
en résolvant un probléme de Cauchy a I’extrémité droite de A :

('), FO) =0*,  —f"+(@@)—1)f=0.

Il est utile de remarquer que les images de G} et de D} sont contenues dans la
partie borélienne ®, de P, formé des éléments £ tels que pour tout point x,
f'(x) ou f(x) soit non nul. En effet, sur #,, on peut définir, pour x et y
appartenant a A, deux fonctions réelles o (x, y) et y(x, y) par les équations :

o(x, y, £ )= WP+ O (S )P +(f (x))2) 72

et:

106, 3, £)=(f OGN )2 +(F (x)}) 72,

et ces fonctions seront importantes par la suite.

L’application G} permet de définir pour toute mesure positive bornée M
sur P! x Q une mesure G} (M) sur P,.
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34 G. ROYER

1.6. LEMME. — A toute fonction f appartenant d €* (A, R) on peut associer
de maniére unique deux fonctions u et r appartenant a €* (A, R) vérifiant :

O<u(a)<m, f'=rcos(u) et f=rsin(u);
Péquation — "' +(q—A) f =0, équivaut au couple :

1) u'=cos® (u) + (A —q)sin’ (u),
@) r'=(1/2)rsin(u)(1+q—1).

Si u, désigne la solution de (1) pour des valeurs fixées de u(a) et q, et si
z=d/d\(u,)on a:

3) r*()z()= Jlbrz (x)sin? (u(x))dx.

Larelation (3) va jouer un réle important ici comme dans [2] et [5]; elle vient
du fait que z satisfait a :

2'= —zsin(2u)(1 +g—A)+sin? (u),
d’ou I’on tire (r? z)' =r?sin? ().

1.7. THEOREME. — Pour toute mesure M positive et bornée sur P! x Q,ona
Pégalité suivante entre mesures sur P, xR :

FA(M®do; db, d\)= (Jb(y(b, x, 0))? dx) GX(M; de)dA. '

Dans cette formule M®de désigne la mesure sur P! xQx P! produit
tensoriel de M par do; il faut surmonter I’incohérence des notations : do et,
au deuxiéme membre, d\ désignent des mesures (de Lebesgue sur R/n Z et sur
R respectivement), tandis que les autres d signifient « petit ensemble » ou
« véhicule d’intégration ».

Démonstration. — Chacun des membres de la relation a établir est une
fonction de M qui est linéaire et, plus précisément, qui commute avec
I’opération d’intégration d’une famille de mesures. 11 suffit donc d’établir la
formule lorsque M est une mesure de Dirac en un point (¢, , ®,), fixé par la
suite. On voit alors que les deux membres sont des mesures sur P, x R qui, si
I'on écrit plutét RxP,, sont portées par le graphe de I’application
AP G (g, m,); il suffit donc de démontrer 1'égalité des deux distributions de
A. Au premier membre, il s’agit de calculer la mesure qui comptabilise les
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POTENTIEL ALEATOIRE 35

valeurs propres de I'opérateur de Schrodinger aléatoire, le caractére aléatoire
étant ici simplement di au fait que la condition au bord droite est distribuée
suivant la loi do.

Soit 6, égal & G}(@g, @) €t f, tel que £ =0,; si 'on associe a f; les
fonctions u, , r,, z, comme dans le lemme 1.6, on voit que A est valeur propre
de H, (o, ¢, @) si et seulement si u, (b) est égal modulo n & @, et que :

b
W %, b)=z;(b)=('{2(b))J r} (x)sin? (s, (x)) dx

b
= J ¥? (b, x, 6,)dx>0.

On voit donc que I’'application qui a A fait correspondre la classe modulo = de
u, (b) est injective sur des intervalles 4 suffisamment petits et donc que la
restriction 3 A de la mesure qui comptabilise les valeurs propres est
|du/dA (L, b)|dA; c’est la formule souhaitée, en vertu de (1). La
démonstration est terminée puisque R est réunion d’intervalles du type qu’on
vient d’envisager.

1.8. THEOREME. — Pour toute mesure positive bornée p sur Q, on a I’égalité
suivante entre mesures sur P, :

D} (u®do*)=02 (b, a) G (do~ ®p).

Démonstration. — On peut prouver ce résultat comme le théoréme 1.7 en
commengant par supposer que p est une mesure de Dirac mais il est plus
intéressant de le déduire dudit théoréme; on ne perd rien a supposer que
Q=% (R), ce qui permet de faire opérer dans Q la symétrie J de R par rapport
au milieu de A, comme on la fera d’ailleurs opérer de maniére évidente dans
d’autres espaces; d’autre part, soit s la symétrie ¢/ —¢ de P*. On a :

1) D\(Jgq,s9)=J(Gr(q, ®)) pour geQ, ¢eP'.

Comme par ailleurs les deux extrémités de A jouent le méme réle dans la
définition des mesures (en oubliant une petite intervention de s) on peut
écrire : .

Zr(do” ®u®de™)=J (¥, (do” ®J (1)®do™),

puis, d’aprés 1.7 :
b
= (f Y (b, x, J G)dx) Gi(do~®J (n); J(d6))dA,
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36 . G. ROYER
enfin, d’aprés (1) :
b
= (‘[ Y*(a, x, O)dx)Dk(dcp*®u; de)dh.

En confrontant & nouveau avec 1.7, on obtient 1’égalité souhaitée pour
presque tout A. Pour finir, on remarque que les deux membres de cette égalité
sont des fonctions continues de A pour la topologie de la convergence étroite
des mesures sur P, : en effet, I'application G} est continue ainsi que D), et on
vérifie que 1’ensemble des points de discontinuité de o (b, a) est négligeable
pour D} (et on applique [9], théoréme 1, p. 375).

2. Comportement asymptotique des solutions du probléme de Cauchy

Au début du présent paragraphe, un « niveau d’énergie » A appartenant a R
est fixé et on ne le fera pas en général figurer dans les notations.

ExposaNTs DE LyapouNov

Soient g une fonction continue fixée sur R, x et y deux réels; on désigne par
S(q, x, y) I'application linéaire de R? dans lui-méme qui, au vecteur (u,, u,),
fait correspondre le vecteur (f'(y), f(y)) que définit l’umque solution f du
probléme de Cauchy suivant :

L I R SRy

on vérifie facilement que S (g, x, y)est une application de déterminant 1, c’est-
a-dire un élément du groupe SL(R?); il est évident que :

- 8(q, x, y)=5(q, z, y)S(q, x, 2).
Posons :
S(g, 1)=5(g, 0, t);
ona:
S(q, (t+1)=S(T,q, t')S(q, 1),

autrement dit, avec les notations de I’hypothése H,, on est en présence d’un
cocycle de matrices défini sur le systéme dynamique (i, T,). D’autre part, si
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POTENTIEL ALEATOIRE 37

on note || . || la norme uniforme des matrices associée a la norme euclidienne
de R?, le lemme 1.6, par son équation (2), implique :

2.1. LeMME. — Pour n'importe quel choix de A, q et t>0 :
1S(g, t)ll<exp((1/2)(1 +|\|+supyg,c,q(5))t).

De plus || S (g, ) || est plus grande que 1; de ces estimations, de ’hypotheése
H, et du théoréme ergodique sous-additif résulte I’existence de I’exposant
caractéristique de Lyapounov :

J=lim, , ,,(1/t)log(lIS(., D)),
la limite étant valable presque sirement et aussi dans L* ().

PROCESSUS DE MARKOV

La stricte positivité de J est un élément essentiel pour la validité du
théoréme de localisation; il s’agit de I’établir et méme une propriété un peu
plus forte; pour cela, on va se restreindre une fois pour toutes au cas
- markovien, au sens de I’hypothése suivante :

(H,) L’espace mesurable Q est égal d € (R,¥") ouy est une partie borélienne
d’un espace métrique séparable complet, le processus V, défini par V,(0)=w(t)
est markovien et stationnaire, et enfin le potentiel est donné grdace a une
Jonction continue et positive F sur ¥ par q(o, t)=F (o(t)).

On remarquera que le processus (., t) n’est pas forcément markovien, si
bien qu’on perdrait des modéles intéressants en supposant que¥ =R™* et que
F est I'identité.

Notons S* la variable aléatoire S(g(.), t); d’aprés la propriété de cocycle,
(V,, S*) est un processus de Markov a valeurs dans¥"x SL (R?); de plus, pour
chaque @ e P!, le processus (V,, S' @) est aussi de Markov a valeurs dans
V xP!; quand ¢ varie les processus obtenus ont le méme semi-groupe de
transition A, : A, (v, @o; dv,, d@,) est 'image de la probabilité condition-
nelle p(do| V,=v,) par 'application o (V,(®), S*(®) @,).

Soit p, la mesure sur ¥ qui est la valeur commune des V,(n); comme la
probabilité conditionnelle envisagée ci-dessus n’est définie que modulo les
ensembles p,-négligeables, on voit qu’on a employé I’expression « semi-
groupe de transition » en un sens faible; malgré cela on vérifie qu’on a de la
sorte un semi-groupe d’opérateurs de L'(u,, €(P')), ce qui permet de
considérer pour toute probabilité p sur P! qui se projette suivant p, surv; le

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



38 G. ROYER

processus de Markov de noyau de transition A", et qui part au temps a avec la
distribution initiale B (le mot « temps » est emprunté i la terminologie
habituelle de 1a théorie des processus). On désignera par E, (B; g) I'espérance
d’une fonction g pour ce processus; on considérera que E, est une mesure sur
Qx %" ([a, + o[, P!) et on étendra cette construction aux mesures positives
bornées B déduites des probabilités envisagées précédemment par
multiplication par une constante.

De méme, pour t>0, posons S*'(w)=S(q(w), 0, —t); les processus
t—(V_,, S*' @) ont un noyau de transition commun 4"*'; on introduit
E¥(B; .) qui est Popérateur d’espérance pour le processus partant de b en
arriére avec mesure de départ P et noyau de transition arriére A"F; autrement
dit, on construit une mesure sur Q x ¢! (J— oo, b], P!) de telle maniére que
pour x<y<b, ’espérance conditionnelle correspondante :

E@(V,, @)l Vy=v: ®y=(p)

soit égale a A7*__(v, @; g); ici et de maniére générale, si I est un intervalle de
R, on note ®, la fonction de €' (I, P') dans P' qui est ’évaluation des
fonctions au point ¢.

Si u est une mesure réversible, il y a une relation simple entre A", et A%,
autrement non. Il existe évidemment un lien entre les processus qu’on vient de
construire et les noyaux G, et D, du paragraphe 1 : notant pour xeA et
0="" eP,, par 6(x) I'élément (¥’ (x), ¥(x))" de P!, on peut énoncer tout
d’abord :

2.2. LeMME. — L’application qui fait correspondre a 8P, la fonction
x> 0(x) appartenant a €* (A, P!) est une bijection biborélienne.

Cet énoncé paraphrase la premiére partiec du lemme 1.6, 0(x)
correspondant 4 la classe modulo n de u(x). Soit @ la bijection inverse de celle
définie ci-dessus; soit B une mesure positive bornée sur ¥~ x P! se projetant
suivantk p, et M la mesure sur P! x Qimage de E(B; .)parI x ©,(suividela
symétrie triviale : Q x P! — P! xQ); il est alors clair que G, (M) est égale a
I’image par © de la projection canonique de E, (B) sur ¢* (A, P!). Un énoncé
analogue relie les noyaux D, et E}.

En principe, la bijection ® dépend de A maisiln’y a pas d’inconvénient a ne
pas le marquer; de plus on oubliera par la suite certaines projections
canoniques évidentes dans I’écriture des formules, conformément a ’'usage de
confondre une fonction et ses valeurs.
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2.3. THEOREME. — Pour tous s<t, 'image sur
€ (s, 10),¥) x€* (s, 1]), P!)

de la mesure E¥ (W,®d®) est absolument continue par rapport d I'image de
E (uo®do), la densité correspondante étant ™2 (s, t, ©).

Ce théoréme n’est pas tout  fait un corollaire du théoréme 1.8 car il porte
sur la loi jointe des o et des solutions de problémes de Cauchy et non pas
seulement sur la loi de ces derniéres (on peut noter quand méme que si F est
I'identité, o est déterminé par toute solution de I’équation différentielle). Mais
chacune des démonstrations proposées plus haut pour 1.8 s’adapte
trivialement au cas des lois jointes.

RAYONS SPECTRAUX

La méthode que nous allons employer pour montrer la stricte positivité de
I’exposant de Lyapounov a une de ses origines dans I’article [1]. Elle utilise le
rayon spectral d’un semi-groupe de contractions dans un espace de Hilbert; il
se trouve que ce rayon spectral intervient dans les calculs de maniére plus
directe que ’exposant lui-méme (ceci sera précisé plus loin). Introduisons le
cocycle sur SL(R?)x P* défini par o(g, ¥ )=||gx|l/llx]| pour xeR?, la
norme étant euclidienne. Considérons la famille d’opérateurs de L2 (u,®d¢)
définie pour t positif par :

(TN, @)=n(c™' (S5, @) f(V,, S @) Vo=v),
formule qu’on peut aussi écrire avec les notations introduites plus haut :

=E0‘(5(u, .Y o(t, 0, ®) f(V,, ©,)).

En se servant du fait que le module de quasi-invariance de la mesure do
sous I’action du groupe SL(R?) est o~ 2, on vérifie que 7, est un semi-groupe
de contractions de L2 (u,®d@). Soit R son rayon spectral : lim, _, . || 7, ||*/";
comme o (g, ¢)<|lgll, il est facile de voir que J> —log(R); donc J est
strictement positif, 3 moins que R ne vaille 1. Pour exploiter cette remarque,
on va employer un procédé de discrétisation pour se ramener au cas des
cocycles discrets de matrices traité en détail dans [10] et [7]. Et pour que le
cocycle discrétisé satisfasse aux hypothéses de ces articles, on supposera
réalisée ’hypothése suivante, qu’on pourrait d’ailleurs raffiner :

(H,) Il existe un nombre s strictement positif tel que :
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1° la marginale (V, V,) p (qui est une mesure sur ¥°*) soit absolument
continue par rapport au produit p,®u,, la dens:te étant de carré intégrable et
Strictement positive:

2° le support de I'image de p sur €([0, s]) contient beaucoup de fonctions
constantes, au sens ou I'ensemble de ces constantes contient un ouvert de R.

2.4. THEOREME. — L’hypothése H,, jointe a H, et H,, implique que, pour
tout A€ R, le rayon spectral correspondant R () est strictement plus petit que 1
(et donc J (L)>0).

Démonstration. — Désignons par # I’espace € ([0, s] ") et soit W,(w) la
restriction de ® & € ([ns, (n+1)s]); il est clair que W, est un processus de
Markov stationnaire prenant ses valeurs dans %”; nous noterons N son
noyau de transition. Comme la matrice S*(w) ne dépend que de la restriction
de ® 4 [0, s], S* définit une application m de %~ dans SL(R?) et, en posant
M,=moW,,ona:S"=M,... M, Onestdoncen présence des produits de
matrices aléatoires considérés dans [10] et [7] (sauf que dans ce dernier article,
M, elle méme était une chaine de Markov).

Comme dans [7], considérons l’opérateur g de L? (vo®do), ou
=W, (u), donné par :

7 g(w, @)= I o~ !(mw'), @)g(w', m(w') )N (w, dw’).

La fonction 7 g ne dépend de w que par I'intermédiaire de w(s) et sur I'espace
des fonctions de ce type 7 s’identifie a ’opérateur 7 , défini auparavant; le
rayon spectral de 4 est donc égal 4 R. :

D’autre part, ’hypothése H, implique, d’apreés la propriété de Markov,
que la projection orthogonale dans L?(u) de I'espace des fonctions ne
dépendant que des V, pour t > s sur I’espace des fonctions ne dépendant que
des V, pour t <0 est une application de Hilbert-Schmidt qui diminue la norme
de toutes les fonctions sauf les constantes; il en est de méme, a fortiori, de N,
en tant qu'opérateur dans L2. Donc, d’aprés la démonstration du théoréme
2.4 de [7], si R=1, il existerait une probabilité sur P! laissée presque
slirement invariante par la matrice M,. Montrons que c’est impossible.

On calcule M, (w) si w vaut la constante c sur [0, s]; on trouve pour c<A :

cos(u)  —usin (u))

My(c)=A(s(A—c)"/?) - avec A(")'_'(u“sin(u) cos (1)
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et une formule analogue, avec des fonctions hyperboliques, pour ¢ > A. Il suffit
de montrer que les matrices M (c) ne laissent pas de probabilité invariante
lorsque ¢ parcourt un intervalle qu’on peut supposer, soit majoré, soit minoré
par A. Ce deuxiéme cas est le plus facile a régler : M (c) a deux valeurs propres
réelles encadrant 1, donc toute probabilité qu’elle laisse invariante est portée
par les deux points de P! que définissent les directions propres; il suffit de
vérifier que ces directions varient avec c. Dans le premier cas on peut procéder
comme suit; comme (A4 (u)" = A4 (nu), on voit, en prenant d’abord u irrationnel
pour exploiter I'ergodicité des translations irrationnelles du tore, que le
groupe fermé G engendré par le support de M, (1) contient toute les matrices :

cos(v) —usin(v)
<u“ sin(v)  cos(v) )’
pour v quelconque et u parcourant un ouvert. A partir de 1a, il n’est pas
difficile de voir que G coincide avec SL (R?) parce qu’il contient un ouvert de
ce groupe, et ne peut donc laisser de probabilité invariante (il est probable que
I’on puisse conclure avec seulement deux valeurs de c : voir [12]).

Le résultat que nous venons d’établir n’est pas suffisant pour établir le
théoréme de localisation car il faudrait aussi étudier comment R (1) dépend de
A, ce que je ne sais pas faire dans un cadre aussi général que celui ou nous
sommes placés. Mais de maniére assez surprenante des opérateurs a peine
plus compliqués que les 7} vont permettre de conclure trés rapidement; soit
K une partie de R, bornée et de frontiére négligeable, dA, la restriction de la

mesure de Lebesgue a K; on introduit un semi-groupe de contractions de
L? (d\y®u,®dop) en posant :

V AeK, TXfQ, ., )=TfQ, ., .)).

2.5. THEOREME. — Le rayon spectral R(K) du semi-groupe IX est
strictement plus petit que 1.

Démonstration. — 11 est clair qu’on ne perd rien a supposer K compact;
ensuite on se raméne au cadre discret déja utilisé pour établir 2.4, en
introduisant ’opérateur J ; de L?(dA,®@v,®do) par :

Tk w, 0)= IG"(mx(w'), @) f (A, w', my (W) Q)N (w, dw’).

Enfin on reprend presque mot pour mot la preuve du théoréme 2.4 de [7]
(p. 54-55)dans ce cadre un peu plus compliqué; en voici les principales étapes.
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On raisonne par I’absurde en supposant que R (K)=1; il existe alors une
suite de vecteurs positifs normalisés ¥, vérifiant :

(1) im{ T ¥,, ¥,)=1.
Si I'on pose :

- 1/2
f..(w)=(j“l’i (A, w, <p)d)~d<p) ,

Vu=fa'¥,, o(dw,dw')=N w,dw')v,(dw),

et enfin :

Jo(w, w)= jc"(ml(uf), 0)ya(h, w', my (W) @)y, (A, w, @)drde

(on note que J, est majorée par 1), on a :
T ¥, ¥,>= |J,(w, w) f,(w) f,(w)a(dw, dw’).

En utilisant le fait que N est un opérateur compact de L?(v,), on montre que
(1) implique la convergence de f, vers 1 dans L?; en extrayant une sous-suite,
on se raméne au cas ou la relation suivante est vérifiée :

(2) J, converge vers 1 presque siirement par rapport a la mesure a.

On considére alors la famille p, (w) de probabilités sur K x P! donnée par :
p.(w, d), dp)=y?(\, w, )drde. La relation (2) entraine que, presque
siirement par rapport 4 a, la mesure différence de p,(w, dA, do) et de
p,(w', d\, m, (w')de) converge vers 0 au sens de la variation totale; la
derniére mesure écrite est, par définition, 'image de p,(w’, ., .) par la
bijection (A, @) (A, (m, (w’'))~! @) de K x P!; vérifions que cette bijection
est continue : le lemme 2.1 montrant une continuité par rapport ¢ qui est
uniforme par rapport a A, il suffit d’établir la continuité en A, ¢ étant fixé, ce
qui se déduit de I’étude de la dépendance en A des solutions du probléme de
Cauchy pour P’équation — "' +(q—A)f=0 (voir [11]). Par un procédé
combinant limite vague et combinaisons convexes ([7], 2.7), on déduit de la
suite p,(w) une famille IT(w) de probabilités sur K x P! vérifiant
I (w, d\, dp)=T1(w', dA, m, (w')dp), pour presque tout couple (w, w’).
Mais comme N? diminue la norme de toute fonction non constante, cette
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égalité ne peut étre vérifiée que si les mesures IT ne dépendent en fait pas de w
(voir le lemme 2.9 de [7]). On obtient donc une mesure IT sur K x P! telle
que :

3) II1(dA, do)=I1(dA, m, (w)dp) pour v,-presque tout w.

Soit IT, (do) une désintégration de I par rapport 4 la projection de K x P!
sur K. L’égalité (3) implique que, pour presque tout A, IT, est laissée
invariante par les matrices m, (w) ol w parcourt le support de v,, : pour le voir
il suffit de considérer une suite dense dans ce support. Or on a vu, en
démontrant le théoréme 2.4, que pour aucun A une telle probabilité
invariante ne peut exister.

3. Théoréme de localisation exponentielle

Considérons I'opérateur de Schrodinger stochastique H, correspondant &
la mesure o, =do " @u®doe* (¢f. § 1); soit A une partie mesurable bornée de
R; on va estimer pour x et y appartenant a A, disons pour préciser x<y,
I’espérance :

pA(xs A A) :=aA(2\,eA | Wu(x)‘yn(y)l)s

ou ¥, est « la » suite des fonctions propres normalisée de H,; a 'aide de
0,:="¥,, cela s’écrit aussi :

=aA(Zx,eA|‘Y(a’ X, On)y(a, Yy, On)l(J'

b

-1
Y*(a, x, 9..)dX>
b -1 -
=J (I Y*(a, x, G)dX> lv(a, x, 6)v(a, y, 0)| & (2y; 46, d1)
AeA a

= j‘ dkflv(b, x, 8)7(b, y, 0)| G} (do®u); d8),

ceci d’aprés la définition de & (a,), le théoréme 1.7, et grice A une heureuse
simplification. On obtnent donc, par lidentification consécutive au
lemme 2.2 :

3.1. FORMULE :

PA(X, y¢ A)= J E.((d(P®Po), |'Y(b, x, G)Y(b’ y’ @)I)d;\.
~Ja -

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



44 ’ G. ROYER

Avant d’exploiter cette formule, on va s’intéresser 4 nouveau aux processus
sur¥'x P! introduits au paragraphe 2.

3.2. LeMME. — Les noyaux de transition A" et A"** transforment pour
tout A et t >0 la mesure p,@d¢ en une mesure qui lui est absolument continue.

On notera n,(A, v, @) et n*(A, v, @) les densités de Radon-Nikodym
correspondantes.

Démonstration. — Démontrons la propriété pour A°?*; la mesure
N ¥ (uo®do) étant I'image par (V,, ®,) de la mesure E,(p,®do; .), la
formule de symétrie 2. 3, appliquée pour s =0, montre qu’elle est absolument
continue par rapport 4 p,®de, la densité se calculant par espérance
conditionnelle :

nt(x’ v, ¢)=Et(6(v, .); 0—2(0’ t’ 9))

On peut d’ailleurs démontrer le lemme plus géométriquement comme une
simple conséquence de la quasi-invariance de la mesure do sous I’action du
groupe SL(R?).

Considérons la norme éventuellement infinie k(t, A) donnée par :

k(t, A)= j d’»J‘nf (., v, @) po (dv)do

et définissons k*(t, A) de maniére analogue. Nous pouvons maintenant
énoncer notre derniére hypothése :

(H,) Pour tout intervalle ouvert borné A les limites supérieures lorsque t tend
vers linfini de k(t, A) et k*(t, A) sont finies.

3.3. ProPOSITION. — Pour tout intervalle ouvert borné A, si x, y
appartiennent a A et x<y,ona:

pA(x1 Yy, A)sk(x_a9 A)“f;—x“ k*(b—ya A)

Démonstration. — On part de la formule 3.1 que ’on peut écrire aussi, a
P’aide du théoréme de symétrie 2.5 :

Pal(x, y, A)= j E3*(dpo®do); |Y(a, x, ©)y(a, y, ©®)])dA,
A

ou encore puisque la fonction y(a, x, ®)y(a, y, ®) ne dépend que des O,
pour a<i<y:
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= J E3(H3, (1o®4do); |7(a, x, ©)7(a, y, ©)])dh,
A
et en appliquant de nouveau le théoréme de symétrie et la relation :

|74, v, ®)|=|sin|(®,) 5 (4, v, ©),

= J- E;(ro®do); n32,(V,, ©,)|sin|(®,) 5 (1, X, ©))dA

= LEi((uo®d<P); n-a(Ve, @32 (V,, ©))
x|sin(®,)sin(®,)| o (y, x, ©))dA.
On trouve enfin en revenant a la définition des opérateurs 574 :
Pa(X, ¥, A)SK Ny gy Ty em3-)D

le produit scalaire étant celui de L?(dA,®u,®do).

Il est intéressant de noter que la majoration fournie par le lemme vaut aussi
pour I’espérance :

T8 (X, ¥, A)=0, (35 s (P22 (X)+P2 (x) 2 (P2 (0)+ P2 O0)'2);
la démonstration est la méme.

3.4. THEOREME. — Sous les quatre hypothéses énoncées précédemment,
presque siirement, l'opérateur de Schrédinger H a un spectre purement
ponctuel, et les fonctions propres correspondantes décroissent exponentielle-
ment. Plus précisément, si A est un intervalle ouvert borné, presque siirement,
toute fonction propre ¥ dont la valeur propre associée appartient a A vérifie :

limy, o |17 log (| (x) | +| ¥ (x) )< log (R (4)).

Démonstration. — On va montrer que le critére 1.3 est satisfait pour la
valeur x(A)= —log(R(A4))+¢€, € étant n’importe quel nombre vérifiant
0<e< —log(R(A))(on sait que R(A)<1 d’aprés le théoréme 1.5). Posons :

p(x, y, A)=n? ﬂ |E(w, X, y, d\)| p(do);
A

on voit immédiatement que la proposition 1.4 s’écrit :

- p(x’ Y A)sli_mA»R pA(x’ Y, A)9
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le terme p, coincidant avec celui défini au début du présent paragraphe.
Donc, d’aprés la proposition 3.3 et ’hypothése H,, il existe une constante C,
telle que pour tous points x et y on ait p(x, y, 4A)<C, || T/, |l. Il suffit de
revenir a la définition d’un rayon spectral pour en déduire I’estimation 1.3.
Maintenant nous savons que le spectre est purement ponctuel; notons
spp(H) I’ensemble des valeurs propres de H, et pour Aespp(H), ¥, « le »
vecteur propre normalisé correspondant (!); p est donné par la formule :

p(x, y, A)=n? P(Z.\npp(mnA [ (x) ¥ )]

et on a vu ci-dessus que p(x, y, A)<Cexp—(x(4)|x—yl|). D’aprés le
théoréme de Fubini, ceci entraine, pour tout >0, tout x, presque siirement,
pour tout A€ A nspp(H), que 'intégrale :

‘[I‘Y;(x)l.l‘I’;(y)lcxp((x(A)—n)lx—yl)dy
est finie, et méme que :
JI ¥, () lexp(x(4)—n)lyl)dy

est presque siirement finie car W, (x) ne saurait étre nul pour tous les x
rationnels. A fortiori, pour tout neN :

n+1 ’
1) : j |'¥,(y)ldy<C,exp(—x(4)+n)n),
C, étant une variable aléatoire (et une inégalité analogue existe pour n
négatif). D’autre part, d’aprés I’hypothése H,, il existe presque siirement une
constante C (o) telle que :

SUP,gsgn+1 q(m, s)< Cz (0))(1 + nz).

En utilisant I’équation différentielle satisfaite par ‘¥, , ceci implique aussitot
I’existence d’une variable aléatoire C, telle que, pour Ae 4 :

n+1
@ j |'¥) ()1 dy< C; (1 +n*)exp((—x(4)+n)n);

(*) On peut montrer que le spectre discret est simple; de toute fagon le raisonnement qui suit ne
dépend pas de cette propriété.
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on conclut grace aux inégalités (1) et (2) et au lemme élémentaire suivant : il
existe une constante K telle que pour toute fonction f de classe €2 sur [0, 1]on
ait :

1
S“Po<.<1(|f(t)|+lf’(t)l)sKfo(lf(t)|+|f"(t)l)dt-

Discussion des hypothéses

La derniére hypothése qui nous a été nécessaire pour établir le théoréme de
localisation, c’est-a-dire H 4, est moins anodine que les autres car elle porte sur
les processus a valeurs dans¥ x P! régissant le potentiel et les solutions du
probléme de Cauchy et non pas seulement sur le processus qui définit le
- potentiel. Cependant on peut vérifier H, directement dans le modéle envisagé
par GoL’sHEID MoLcHANOV et PASTUR qui consiste & prendre pour processus
(4, V,) le mouvement brownien stationnaire sur une variété¥ riemannienne
compacte et connexe, et pour F une fonction indéfiniment dérivable qui n’est
plate en aucun point (on peut aussi compliquer en introduisant une dérive).
Rappelons le principe du raisonnement (voir [2]) : les noyaux 4"* forment
alors le semi-groupe de transition d’un processus de diffusion dont le
générateur infinitésimal est un opérateur elliptique dégénéré; on peut
cependant vérifier le critére d’hypoellipticité de Hérmander : il en résulte que
A} admet une densité; précisément, on a pour t>0 :

N (v, ¢; dv', d@")=p} (v, @, V', ") dv’ do’,

ou p} est une fonction indéfiniment dérivable sur (¥'x P!)?; on peut de plus
vérifier la continuité jointe par rapport a A ([5], p. 75; on voit facilement que p*
en tant que distribution dépend continiiment de A; il faut probablement aussi
utiliser une uniformité par rapport a A d’estimations d’équicontinuité du type
du paragraphe 7 de [16]). Donc, par compacité, la borne supérieure pour
LeA,vetv' e, ¢ et ¢’ e P!, de p, est finie; comme elle décroit évidemment
avec t en vertu de la propriété de semi-groupe de p,, I’hypothése H, se déduit
de la relation :

nt(X, v, @)= f ‘v, @, v, ¢)dvde.

11 semble bien probable que H, soit vérifiable dans des situations un peu
différentes en prenant par exemple¥ non compacte ou F moins réguliére.
D’autre part il est clair que les techniques que nous avons utilisées s’adaptent
a des modeéles oul les potentiels ne sont plus continus, par exemple en escalier.
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