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DIMENSIONS DES SPIRALES
PAR

Yves DUPAIN, Micue. MENDES FRANCE et Craupe TRICOT (*)

RESUME. — G. BOULIGAND a donné une définition de la dimension d’une courbe liée au
recouvrement par une bande. Nous introduisons une nouvelle dimension des courbes liée au
nombre de points d’intersection de la courbe avec une droite aléatoire. Pour une grande classe de
spirales, ces deux dimensions coincident.

ABSTRACT. — G. BOULIGAND has given a definition of a curve related to the covering of the
curve by a band. We define a new dimension of a curve in terms of the number of intersection
points of the curve with a random straight line. For a large class of spirals, both dimensions
coincide.

1. Introduction

De l'escargot au tourbillon turbulent, la nature fourmille de spirales
(p'Arcy THompsoN [1], Cook [4], STEVENS [12]) lesquelles se prétent & une
étude dimensionnelle. Apporter notre contribution a ce nouveau regard sur la
nature inauguré par MANDELBROT dans son livre sur les objets fractals [7], tel
pourrait étre un des buts de notre étude. Nous nous contenterons cependant
de nous limiter a un cadre purement mathématique.

Les spirales que I’'on considére sont toutes bornées dans le plan, s’enroulent
autour d’un point qu’on choisit étre I’origine, et tendent vers ce point. Ces
spirales sont représentées par leur équation polaire p=/(8) ou f est définie
pour 620, décroissante vers 0 quand 8 croit indéfiniement.

(*) Texte regu le 15 novembre 1982, révisé le 15 avril 1983.
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194 Y. DUPAIN, M. MENDES FRANCE ET C. TRICOT

Certaines spirales comme p=(1+6)"* convergent « rapidement » vers 0
alors que d’autres p=(log(2+6))~' convergent lentement vers 0. Ces
derniéres ont une tendance plus grande a « remplir » un voisinage de 0,
presque a la fagon d’une courbe de Peano, et en ce sens on pourrait assimiler
la spirale lente & un ensemble localement bidimensionnel.

La dimension topologique et la dimension de Hausdorff d’une spirale sont
toujours égales a ’'unité et ne permettent donc pas de classifier les spirales. Par
contre, la dimension de BouLIGAND (notée dimg), plusfine que les dimensions
précédentes, permet cette classification. Nous verrons que lorsque I" parcourt
la famille des spirales, dim; I" parcourt I'intervalle [1, 2]. Plus lente est la
spirale et plus sa dimension avoisine 2.

En partant d’une remarque de STEINHAUS, nous définissons une nouvelle
dimension que nous appellerons dimension de STEINHAUs (dimg). Les
définitions de dim, et dims ne sont pas logiquement équivalentes. Nous
montrerons cependant que pour une grande classe de spirales I :

dim, I =dim;T.

Ceci constituera notre résultat principal.

2. Dimension de BOULIGAND

Soit A un ensemble plan borné, soit £ >0, soit A (€) I'ensemble des points &
distance moindre que € de A4, et | A(€)| sa mesure.

Si A est réduit a un point :
|A(e)|Ke?, &—0.

(La notation f(x) X g(x), x — x, signifie :

0<lim inf, Jix )<lm SUpP, . x f( ) < +00.)
g(x) ~ » g()
Si A est un segment de droite :
A Ke
et si enfin A est un disque :
[A(®)| KX 1=¢°

TOME 111 — 1983 — N° 2



DIMENSIONS DES SPIRALES 195

Les exposants 2, 1,0 de € varient en sens opposé des dimensions respectives
du point, du segment, du disque. Cette remarque simple a conduit
G. BouLIGAND & définir la dimension de A [3] :

. : dimy(A4)=inf{ a/lim,, €272 | A(e)|=0}.
Si A est une courbe plane bornée, alors :
1<dimg(A4)<2.

A titre d’illustration, on se convaincra que la dimension de la spirale
p=(1+6)"% a>0est max{1, 2(1+a)~"}, que la spirale p=(log(2+6)) ™!
est de dimension 2 et que la spirale p=exp(—0) est de dimension 1.

Remarque. — On montre sans difficulté que la dimension supérieure de
KoLmoGorov et TiHOMIROV [6] liée & la e-capacité et la e-entropie coincide
avec la dimension de BouLIGAND. On pourra aussi comparer ces dimensions
avec celle de E. BoreL [2], page 294.

3. Dimension de STEINHAUS

Une droite D du plan (x, y) est repérée par son équation normale :
x cosO+y sinf—p=0,

ou 0<0<2m, p=0.Ily a unicité de la représentation sauf si p=0. Un point
(6, p), 0<0<2m, p=>0 représente donc une droite et réciproquement a part
I’exception signalée. La mesure de Lebesgue du plan (6, p) induit une mesure
dD =d6 dp sur I’ensemble des droites D.

Soit C une courbe plane bornée dans le plan (x, y), localement rectifiable.
Soit Q=Q(C) ’ensemble des droites qui intersectent C et soit Q, le sous-
ensemble des droites qui coupent C en k points exactement (k=>1). Soit

enfin :
w=mes et ©, =mes,.

On supposera toujours que . =0. Cette condition est d’ailleurs
automatiquement remplie pour les spirales qui nous intéressent.

Un théoréme classique de STEINHAUS [11] (voir aussi SANTALO [10]) montre
que la longueur /(C) de C est donnée par :

1
O)=5 Y ko,
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196 Y. DUPAIN, M. MENDES FRANCE ET C. TRICOT

Appliquée au contour fermé oK frontiére de I’enveloppe convexe K de C,
cette formule s’écrit :

I(éK)=%2_m=m,

d’ou ;

2100) o 5 O
TR ~ 21K o

Si on interpréte ®,/®@ comme la probabilit¢ pour qu’une .droite
intersectant C coupe C en k points exactement, on voit que 2 /(C)/I(9K) est
I’espérance mathématique du nombre de points d’intersection de C avec une
droite aléatoire. Ainsi la longueur /(C) est liée de fagon précise au nombre
moyen de points d’intersection avec une droite. Il s’ensuit que la dimension de
STEINHAUS définie ci-dessous est elle aussi liée a cette méme quantité.

Supposons que /(C) soit infini. Il se peut qu’il existe alors un nombre réel o
(nécessairement > 1) tel que :

YR 1 k(@) <.

Ce nombre est de « dimension a » car :

mk=‘[ dedp,
Q,

a la dimension d’une longueur. Nous appellerons dimension de STEINHAUS
de C le nombre :

dimg C=inf{a>1/Y 5., k(0)* <o} =sup{a>1/Y 5 k(w,)*=0}.

Une courbe de longueur finie est donc de dimension unité. Un calcul simple
montre que la spirale p=(1+6)~° a pour dimension max {1, 2(1+a)~"} et
que la spirale p=(log(2+6))~! a pour dimension 2. Sur ces exemples, les '
dimensions de BouLIGAND d’une part et de STEINHAUS d’autre part coincident.
Ce résultat se généralise ainsi qu’on va le voir au paragraphe suivant.
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DIMENSIONS DES SPIRALES 197
4. Lien entre les deux dimensions

[
THEOREME. — Soit I une spirale localement convexe définie par son équation
polaire p=f(8) ou f est réelle, définie continue pour 0=>0, tendant vers zéro
pour 0 infini et convexe. Alors :

dimg (I") =dimg ().
La démonstration du théoréme se fait a ’aide des deux lemmes suivants :

LemME 1. — Soit T la spirale p=£(0) ou fest continue et décroissante vers 0.
On suppose que T est localemenr convexe. Soit :

8, =f(2kn)—fQ2k+1)m).
Alors :
dim,(IN =inf{a>1/Y 5. kd}<o0}.

Démonstration. — Soit Q, I’ensemble des droites xcos8+ ysin8—p=0,
avec f(2(k+1)m)<p<f(2kmn). La convexité locale de I' entraine que
I’ensemble des points situés entre Ox et une quelconque demi-spire
(kn<0<(k+ 1) r) est convexe. On en déduit que les droites de Q; coupent la
premiére spire (0<6<2n) en 1 ou 2 points, les (k—1) spires suivantes en
deux points, et la spire d’ordre k+1 (2kn<0<2(k+1)n) en 0,1, 2 ou
3 points. Les spires d’ordre supérieur ne sont pas coupées. Il y a donc au
moins 2k —1, au plus 2k + 3 points d’intersection.

Soit Q; '’ensemble des droites qui intéressent I' en j points exactement.
Alors :

’ ’
Qy =Qi- 1 VQ,,

Qo1 EQoy VQUQLL s
et comme mesQ, =2nd, :

©,, $271(8; ., +06,),

O+ 1 K2k +8,+8,4 1)
On tire de ces deux inégalités :

2k03 +Qk+ D030 SA I, 08F (@),
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198 Y. DUPAIN, M. MENDES FRANCE ET C. TRICOT

A, constante. Ceci assure que :
dim, (N <inf{a>1/Y T kd;< + }.
Pour l'inégalité dans I’autre sens, on observe que :
Q,cUnI9,
d’ou I’on tire :
k8i <A, Y3kt iol,
A, constante.
LeMME 2. — Soit (,) une suite décroissante tendant vers zéro. On pose :
D,=inf{a|¥Pkei<+x},
D,=2inf{a|lim,_&;™" Yie=0},
D,=inf{a|lim,_ ke;~* Y e=0},
D,=inf{a|lim,. & ! Ttie;=0},
D, =inf{a|lim,_ . k* e2=0}.

Alors D, =D;.
Si de plus :
Yeg <+ et yrkg=+o0,
alors :

ISDI =D2=D3=D4=D5<2.

Démonstration. — (i) YT ket <+ = keg=0(k" 1), donc Dy<D;,.
Inversement :

k28:—>0 = VB>a: ke,‘(’:()(kx—zp/a),

dont la somme converge. Donc D, <D;.
(i) (a) L’égaliteé :
inf {a/e”1 Y ¥ e, »0}=inf{a/ke;—0}

a été prouvée dans [13]. A I'aide de transformations mineures, on en tire
D2 = Ds.
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DIMENSIONS DES SPIRALES 199
(b) L’inégalité :
(k) e3x<dkei ' Yre,
valable pour tout a>1, entraine :
Ds<max(l1, D).
Mais si Dy <1, il existe a<1 tel que :
g=0(k""),

et alors ke, converge, ce qui est impossible par hypothése. Donc
1<D,<D,.

Drautre part :
Yie<+w = g=0(k"") donc Ds<2,
et kg=0(1) donc D,;<2.
Pour démontrer que D; <D, on peut donc se restreindre au cas :
Ds<2,
choisir a€}D,, 2|, et constater que :
8k=0(k'2/’) = 8:-12‘? £i=0(k—2(u—l)/a+1—2/c)=0(k—l)_

Donc a>D, d’ou D;< Dy, puis D3=D,.
(¢) Ds< D, provient directement de :

1
2 k ; -1 k ;
Ek el<ery ri<ey 'Y hig,,
et D,<D; de:

eh=_0(k-‘2/u) = s:—l Z'x‘ i8,~=0(k- 2(;-1)/u+2—2/a)=0(1)’

valable si aa>1.

Démonstration du théoréme. — D’aprés les hypothéses faites sur la
fonction f, la partie de courbe I, correspondant a 2kn<6<2(k+1)mest un
arc simple de Jordan de longueur finie L,, telle que :

2rfQQk+1)m)< L, <2nf(2km).
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Soit I', (r) ’ensemble des points du plan a distance moindre que r de I',.. 11
existe une constante C (inférieure a 9 r) telle que :

Vr<L,: |T,(r)|<CL,r

(pour le voir : en posant M, le plus grand nombre de boules disjointes de
rayon r centrées en I',, montrer que M,<L,/r, et |, (r)|<9nr’ M,).
Fixons r€]0, f(0)[, et soit k ’entier tel que :

Ops1 Sr<é,,

ou §,=f(2km)—f(2(k+1) m). k est unique, car la convexité de f entraine la
décroissance de §,, propriété fondamentale pour la suite.

L’ensemble I'(r) contient tous les points a distance <f(2(k+1)n) de
l’origine. D’autre part, tout point deI'(r) est, soit a distance
<r+f(2(k+1)x)de 0, soit a distance <rd’un I';, 0<i<k. On en déduit les
inégalités suivantes :

nfQRUk+ D) <ITO ISR QU+ D)) +rP+ ko I T 1.
En utilisant lefait que f(2k ) =) 2, §;, 'inégalité de gauche peut s’écrire :
IT() 127 (LR, 8:)°
et donc, pour tout o, 0<a<2:

rorE=nds (X0, 8)?
=n@y* 'Y r8,—08y%)%
Coémme 8%/ tend vers zéro, ceci assure que :

dim, () > D,,

en reprenant les notations du lemme 2.
Quant a I'inégalité de droite, elle devient :

IT)ISRIYE 8+ +2rCr [T (i+1)8,+(k+1) Y&, 8]
et donc pour tout o, 1 <a<2: °
L) | <SR TE 8,4+ 852 +
L 2nCETTAGHDEAK+D) T, 8]
SREPIY R 8,487 +2nC 8 [Yhis, +k Y 8]+ 0 Y).
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DIMENSIONS DES SPIRALES 201

Or Y5 8,=f(0) est borné, et Y i3, diverge : pour s’en assurer, il suffit
d’observer que cette somme est supérieure,  une constante prés, a la longueur
totale de la spirale. D’aprés le lemme 2 les quantités D,, D, D, sont donc
dans [1, 2], et la derniére inégalité prouve que :

dimg(I') <max(D,, D;, D,)=D,.

Le théoréme se déduit alors des lemmes 1 et 2.
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