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SCHÉMAS EN GROUPES ET IMMEUBLES
DES GROUPES CLASSIQUES SUR UN CORPS LOCAL

Deuxième Partie : GROUPES UNITAIRES
PAR

F. BRUHAT et J. TITS (*)

RÉSUMÉ. — On donne dans le cas d'un groupe classique G des constructions concrètes.
c'est-à-dire liées à la représentation naturelle de G, de l'immeuble et des schémas en groupes
de la théorie générale des groupes réductifs sur un corps local ([3], [4]). Le cas des groupes
linéaires généraux ou spéciaux ayant été traité dans une première partie [5]. on s'intéresse
aux autres groupes, c'est-à-dire aux groupes unitaires.

ABSTRACT. — Thé building and group-schemes assodated by thé général theory ([3], [4])
to a reductive group over a local field are given a concrète interprétation in thé case of a
classical group G; hère, "concrète" means "relatcd to thé natural représentation of G". Thé
case of thé général and spécial linear groups bas been handied in a first part [5]; hère. we
deal with thé other classical groups. i. e. thé unitary groups.

Introduction

Ce travail est la suite de notre article [5] (noté III dans la suite) et vise,
comme lui, à donner dans le cas des groupes classiques des interprétations
concrètes des immeubles et schémas en groupes associés à un groupe
réductif défini sur un corps local K, que nous avons introduits dans nos
mémoires [3] et [4] (notés I et II respectivement dans la suite). Le cas des
groupes linéaires généraux et spéciaux ayant été traité dans III, nous nous
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142 F. BRUHAT ET J. TITS

intéressons ici aux groupes unitaires. Nous prions le lecteur de se reporter
à l'introduction de III pour plus de motivation.

Le premier paragraphe est consacré au rappel de la classification des
K-formes des groupes classiques SL,, Sp^ et SO^ Nous avons dû y
consacrer pas mal de pages, pour deux raisons. D'une part, nous avons
voulu établir une présentation et un système de notations uniques, couvrant
tous les cas même en caractéristique 2 : elle fait apparaître tout groupe
classique qui n'est pas le groupe spécial linéaire SL^(D) d'un corps gau-
che D, comme le stabilisateur dans un tel SL^(D) du couple (/, q) formé
d'une forme sesquilinéaire e-hermitienne et d'une forme pseudo-quadrati-
que (en un sens convenable) associées. D'autre part, nous avons eu besoin
(voir paragraphe 4) de préciser comment on passe explicitement de la
« représentation naturelle » d'un groupe unitaire G sur Kà. la « représenta-
tion naturelle » de G comme groupe classique sur une extension de JC Dans
les premiers numéros (jusqu'à 1.14), le corps K est un corps commutatif
quelconque.

A partir de 1.15, le corps K est supposé muni d'une valuation discrète
(nous avons ajouté quelques remarques sur le cas de valuation dense) et
nous supposons que K et G satisfont à des hypothèses qui permettent de
construire dans G (X) une donnée radicielle valuée et un immeuble affine,
hypothèses automatiquement réalisées lorsque K est hensélien, par exemple
complet. Le paragraphe 2 est essentiellement consacré à la démonstration
d'un théorème établissant une bijection canonique entre l'immeuble de G
et l'ensemble des normes « maximinorantes » pour le couple (/, q) définis-
sant G; ce théorème, annoncé dans 1 (note ajoutée aux épreuves), nous a
été suggéré par André Weil. Le paragraphe 3 associe à tout point p de
l'immeuble de G un schéma en groupes ®p sur l'anneau des entiers de K,
plat, de fibre générique G, admettant une « grosse cellule » et défini de
manière simple à partir de la représentation naturelle de G et de la norme
correspondant à p. Le paragraphe 4 étudie l'effet d'un « changement de
base étale », ce qui permet, au paragraphe 5, la comparaison des schémas
du paragraphe 3 avec ceux introduits dans II. La conclusion est la sui-
vante : si K est hensélien à corps résiduel K parfait (et même sous des
hypothèses un peu plus larges), le schéma (5p est lisse et coïncide avec le
schéma (&^ de II, sauf lorsque car ^=2 et que G est une forme du groupe
orthogonal en dimension paire non déployée sur l'hensélisé strict de K.
Dans ce dernier cas, le schéma « naturel » ®p n'est pas lisse.
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SCHÉMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES, II 143

1.1. Dans ce travail, la lettre K désigne un corps commutatif et la lettre
G désigne une K-îorme de l'un des groupes classiques au sens strict, c'est-
à-dire des groupes algébriques SL^ Sp^ ou 50,, (et non de groupes
isogènes à ceux-ci : en particulier, il n'y a pas lieu de considérer des formes
trialitaires de 2)4, qui sont nécessairement des formes de Sping ou de PSOg
([11], p. 31); d'autre part, nous désignons par SO^ la composante neutre
du groupe orthogonal 0, (même lorsque carX=2 et n=2w : tous les
éléments de 0, sont alors de déterminant 1, mais la composante neutre
de 0^ est le sous-groupe d'indice 2 noyau de l'invariant de Dickson).

On sait ([13], [10], [11]) que G est X-isomorphe à l'un des groupes
suivants :

(I) le groupe spécial linéaire SL^(D), où D est un corps de centre K de
dimension finie sur K (ces groupes ont fait l'objet de notre article III et
nous n'en reparlerons pratiquement pas);

(II) le groupe spécial unitaire SU(f) d'une forme sesquilinéaire hermi-
tienne ou antihermitienne, non dégénérée et tracique.

Lorsque carK^2, les types (I) et (II) épuisent à isomorphisme près les
K-f ormes considérées. Mais, lorsque carK=2, il faut y ajouter pour obtenir
les formes du groupe orthogonal le type suivant :

(III) le groupe spécial orthogonal d'une forme pseudo-quadratique non
dégénérée de défaut ^1.

1.2. Pour expliciter les vocables utilisés ci-dessus, pour unifier les nota-
tions des types (II) et (III) et pour des raisons plus sérieuses qui apparaî-
tront plus tard (cf. 2.16), nous nous placerons dans le cadre suivant. On
désigne par D un corps de centre L, par a une involution de D (i. e. un
antiautomorphisme de carré l'identité), tels que K soit le corps des points
fixes de CT dans L, et par e un élément de D égal à ± 1. On pose

D^={^e^|Ç€D}. Z^^eDii^-eU.

de sorte que Dy ç c: D0-'. Si car K ̂ 2 ou si L ̂  K (involution « de deuxième
espèce »), alors Dy ^=1)°*' : en effet, il existe alors ^eL tel que

(1) ^+^==1

et l'on a ^=^-e(À4)°eD^ , pour tout f^çD0-6. Par contre, si car*:s=2
et L=K, on a JD^,=TrD et D0^ est l'ensemble des invariants de o, de
sorte qu'en général Dy ^D0*'.
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144 F. BRUHAT ET J. TITS

On désigne désormais par D° F un ou F autre de ces deux sous-K-espaces
vectoriels de D, ce choix étant fait une fois pour toutes (lorsqu'ils sont
distincts, le choix Z)0^!)0'6 correspond aux formes du groupe symplectique
et le choix Z>°==Z)^ ^ à celles du groupe orthogonal). Notons que r|°Çr| eD°
quels que soient ÇeD° et r|eZ).

On désigne par X un espace vectoriel à droite sur D (non nécessairement
de dimension finie), on pose M^End^X et l'on note B le X-espace
vectoriel des formes o-sesquilinéaires sur X, c'est-à-dire l'ensemble des
applications biadditives b : XxX-^D satisfaisant à

b(x^, yr})=^b(x, y)r[ pour x , y e X et ^, r|eD.

Il est canoniquement muni de deux structures commutant de M-module à
droite. Pour les distinguer, nous écrivons l'une d'elles à gauche et posons
pout beB, u, veM et x, yeX:

(2) (ubv)(x,y)^b(ux,vy),

de sorte que v (ub) = (uv) fc.
Si X est de dimension finie, B s'identifie canoniquement à (X°)* ®p-y1

(où Xe désigne le D-espace vectoriel à gauche déduit de X grâce à a, c'est-
à-dire le groupe additif X muni de la loi d'opération (^, x)^xy de D x X
dans AT, et où X* désigne le dual Hom^AT, D) de X). Si (^ est une base
de X, on associe à x^^e^^X la matrice colonne x=(x,), à ueM la
matrice carrée u telle que u^.=^^Uy, d'où y=ux si y=ux, et à beB la
matrice carrée b==(&(e., .̂)), de sorte que b(x, jQ^x^by et que la matrice
de ubv est ^bv [où bien entendu ('u0)—^.

On dit que b est e-hermitienne si

(3) b (y, x) = e b (x, ^)° pour x, yeX,

d'où fc(y, x)=fc(x, >0 modD°, et que b est tracique si de plus il existe
pour tout xeXun ̂ çD tel que

(4) fcOc.jc)^-^.

Notons que (4) résulte de (3) lorsque car/C^2 (prendre ^=(l/2)fr(x, x)!);
lorsque a=id (c.-à-d. D=X) et e= -1, (4) signifie que b est une forme
bilinéaire alternée.
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SCHÉMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES, II 145

On désigne par Q l'ensemble des applications de X dans le K-espace
vectoriel quotient D/D° de la forme q : x^b(x, x)+D° pour un beB, de
sorte que

(5) q(x^yq(x)^ pour xçX et ^eZ).
(6) q(x^y)-q(x)-^q(y)^f(x,y) pour x,yeX,

où/est la forme sesquilinéaire e-hermitienne tracique sur -Y définie par

(7) f(x,y)=b(x,y)^€b(y,x)° pour x,yeX.

Autrement dit, Q s'identifie au K-espace vectoriel quotient de B par le
sous-espace N formé des beB tels que b(x, x)çD° pour tout xeX. On
vérifie aisément que si Z)°^Z>, le noyau N se compose des b de la forme
(x, y)^g(x, y)—^g(y, x)0 avec geB lorsque D°^Dy^ et des formes
(-e)-hermitiennes lorsque DO=Daft.

Notons que

(8) /(x.x)=^-he^ pour xeX et Çeç(x).

En particulier,

(9) q(x)=0 entraîne f(x, x)=0 (xeJÏ).

Un élément q de Q est appelé une forme pseudo-quadratique sur -Y
(relativement à a, c, Z>°) et une forme sesquilinéaire e-hermitienne tracique
/ satisfaisant à (6) est dite associée à q (on dit aussi que q est associée
à /). On note C l'espace des couples (/, q) de formes ainsi associées.

Si D°=D, c'est-à-dire si l'on a o=id (d'où D==X) et ou bien e^l, ou
bien carX=2 et D^D0'1, alors Q est réduit à { 0 } et les formes sesquili-
néaires traciques sont les formes alternées.

Si jD°^Z), alors q détermine /. Plus précisément, il existe, pour tout
q efi, un unique feB satisfaisant à (6) : cela résulte aussitôt de ce que
l'image d'une forme sesquilinéaire non nulle est D tout entier.

Dans les deux cas, on voit qu'une forme f associée à q satisfait toujours
à (8) et (9).

Soit (^i)i,j une base du D-cspace vectoriel X. Munissons 7 d'un ordre
total et donnons-nous des a(€D/Z)°(ie/) et des (îy6Z) (pour ï.j'e/, i<j).
Alors, il existe un couple (/, q) de formes associées et un seul tel que
q(ei)=aii etf(e^ e^^pour i<j. Cest évident si Z)°=D (on a ^=0 et/

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHÉMATIQUE DE FRANCE



146 F. BRUHAT ET J. TITS

alternée). Si D°^D, l'unicité de (/, q) est immédiate : q détermine/et on
doit avoir

(6bis) ^Œ,^^)=£,^Ot^,+L,^?p^,+D°,

quels que soient les ^eD nuls sauf un nombre fini. Pour montrer l'exis-
tence de (/, q), définissons un élément beB en choisissant pour b(e^ e^)
un élément de a, et en posant b(e^ ^)==Py pour i<j, b(e^ ^)=0 pour
i>j. Alors, q : x^b(x, x)+D° et/définie par (7) répondent à la question.

On en déduit que toute application q de X dans D/D° satisfaisant à (5)
et (6) avec feB (non nécessairement e-hermitienne) appartient à Q, En effet,
posons oii=q(Ci) et Py=/(^, Cj) pour i<j. Alors (5) et (6) entraînent (6 bis)
et q coïncide avec la forme pseudo-quadratique définie à l'alinéa précédent.

Désormais, nous notons (/ q) le couple formé Sun feB et d'un qeQ
associés.

1.3. Remarques. — (1) Si D°=Dy g, alors Q est l'ensemble des formes
pseudo-quadratiques au sens de I, 10.1.1. Si de plus Dy ^D, c'est-à-dire
si l'on n'a pas a==id et e^l, alors Q est aussi l'ensemble des formes
quadratiques au sens de [11] (voir p. 23). Si de plus ^o.c={0}, c'est-à-
dire cr==id et £=1, alors Q est l'ensemble des formes quadratiques au sens
usuel.

(2) Si DO^DOIt (par exemple si carX^2 ou si L^K), alors f détermine
q : on a en effet d'après (8)

(10) çM={ÇeD|Ç+eÇ°=/(^ x)} pour tout x e X .

S'il existe XeL satisfaisant à (1), on a aussi

( 10 bis) q (x) == V (x, x) + D° pour tout x € X.

On pourrait donc penser que la considération de q est alors oiseuse : on
verra qu'il n'en est rien. On sait d'ailleurs depuis EICHLER [7] que l'étude
des formes quadratiques, par exemple sur un corps de nombres, nécessite
la considération simultanée de la forme bilinéaire symétrique / et de la
forme quadratique q(x)=(\/2)f(x, x).

(3) Le théorème de Witt est valable sous la forme suivante : soit Y un
sous'espace vectoriel de dimension finie de X tel que pour tout yç Y— {0},
il existe x e X avec f (x, y)^0; alors, toute application linéaire u de Y dans
X telle que f(u(y\ u(z))==f(y, z) et q(u(y))=q(\') pour tous \\ ze Y, se
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prolonge en un automorphisme de X conservant f et q. La démonstration
du théorème de Witt « classique » donnée dans [2], § 4, n° 3 est valable
presque sans changements.

1.4. Les définitions précédentes se généralisent au cas d'un anneau à
involution : voir [12]. Les seuls cas qui nous intéresseront par la suite sont
celui d'une L-algèbre centrale simple, où L est un corps commutatif
extension de K tel que K soit l'ensemble des points fixes de la restriction
de l'involution o à L, et celui d'un produit direct de deux K-algèbres
centrales simples antiisomorphes muni de l'involution (u, i;)t-^(i;°, u°). Les
définitions et résultats de 1.2 se généralisent alors, avec les deux correctifs
suivants. Pour montrer que toute application de X dans D/D° satisfaisant
à (5) et (6) appartient à g, il faut supposer que X est un D-module
projectif (p. ex. un D-module de type fini) : la démonstration de 1.2 est
valable sans changement dans le cas libre et le passage au cas projectif est
immédiat. D'autre part, pour montrer que q détermine/lorsque Z>°^D,
il faut remarquer que le sous-groupe additif engendré par l'image d'une
forme sesquilinéaire non nulle est un idéal bilatère ^ {0} et que, avec nos
hypothèses, un tel idéal ne peut être contenu dans D° lorsque D°^D.

1.5. Avec ces notations, on peut préciser les assertions de 1.1. Une
fois écartées les formes de type (I), une K-forme G d'un groupe classique
est obtenue à X-isomorphisme près de la manière suivante. On considère
Z), a, e, D°, X, /et q comme ci-dessus et l'on suppose de plus que D est
un corps de dimension finie d2 sur son centre L, que X est de dimension
finie n sur D, avec nd[L : K]^3, et que le couple (/, q) est non-dégénéré
(c'est-à-dire que le seul élément xçX satisfaisant aux relations / (je, y)=0
pour tout y e X ei q(x)=0 est l'élément nul) et de défaut ^1 (c'est-à-dire
que la dimension sur K du noyau de/est < 1 : autrement dit, ou bien
/est non dégénérée, ou bien carX=2, D=K, n=2p+l , D ° = { 0 } et
dimKer/= 1). Alors, G est la composante neutre du sous-groupe algébrique
G' de GL(X) défini par les équations Nrd^= 1, ^./==/et g.q=q (où Nrd
désigne le polynôme norme réduite, à valeurs dans L, et où g.fei g.q
désignent les transformés par transport de structure de/et q respectivement
par gçGL(X)). On sait que G' est connexe sauf lorsque carK=2, L=K,
D°=TrZ) et ndçlZ (formes du groupe orthogonal en dimension paire)
et que sa composante neutre G est définie sur K, autrement dit est un K-
schéma absolument réduit ([11], p. 30). Rappelons à ce propos qu'en
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148 F. BRUHAT ET J. TTTS

caractéristique 2, le groupe orthogonal en dimension impaire n'est pas
réduit, car les équations g . q=q entraînent (Nrd^)^ 1 mais non Nrdg= 1.

1.6. Les résultats rappelés ci-dessus sont établis dans [13] et [11] par
des méthodes « intrinsèques » : par exemple, lorsque carJC^2, A. Weil
associe canoniquement à un groupe classique G==SL^ Sp^ ou SO, une
algèbre à involution et montre que les X-formes de G correspondent aux
X-formes de celle-ci. Ces méthodes ne répondent pas immédiatement à
la question simple suivante : comment passe-t-on de la représentation
« naturelle » de G comme groupe spécial unitaire du couple (/, q) à la
représentation « naturelle » de G sur la clôture séparable de K comme
groupe SL^ Sp^ ou SO,,? Or, nous aurons besoin plus loin de ce passage,
et même plus généralement du passage de la représentation « naturelle »
de G sur K à la représentation « naturelle » de G sur une extension de K
(ces expressions n'étant d'ailleurs pas définies sans ambiguïté comme nous
le préciserons) et nous allons l'expliciter.

1.7. Pour cela, il nous faut rappeler et compléter les résultats classiques
sur les algèbres simples à involution [1]. Soit M une X-algèbre simple de
dimension finie, munie d'une involution a, telle que K soit l'ensemble des
points fixes de a dans le centre L de M. Soit £ un M-module à droite
simple. Notons D le corps commutant de £, de sorte que E est un D-espace
vectoriel à gauche de dimension finie et que M s'identifie à Hom?(£, £) et
L au centre de Z). Soit (û<) une base du D-espace vectoriel £. Elle permet
d'identifier M et l'algèbre des matrices M^(D) en identifiant ueM à la
matrice u==(uy) définie par

û*"=E^û,.

On sait ([l], th. 12, p. 156) que l'on peut trouver une involution X^X
de D, coïncidant avec a sur L, et un élément inversible s de M^(D) tels
que l'on ait, pour tout M€M,

(11) u^s.î.s-1,

et

(12) Ç=-HS avec T I = = ± I ,

où 'u est la matrice définie par ('u)^^,.
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Soit £*=Homp(£, D) le dual de £, muni de la base duale (û*). Cest
un D'espace vectoriel à droite et un M-module à gauche simple dont le
commutant est l'ensemble des applications y\^y\ pour KçD et s'identifie
canoniquement au corps opposé D09. Soit E0 le M-module à gauche simple
déduit de £ grâce à <y (c'est-à-dire le groupe additif £ muni de la loi
d'opération (u, x)^xu° de MxE dans £). La matrice inversible s==(Sy)
définit une bijection semilinéaire s de £ dans £* telle que

(13) s(\x)=s(x)^ pour xe£, X,€Z),

( 14) 5 (û,) == ̂ . a] Sj, pour tout ï,

et un calcul immédiat montre que la formule (11) signifie que s est un
morphisme, donc un isomorphisme, de M-modules à gauche de E° sur E*.

D'autre part, on sait que M, considéré comme bimodule sur lui-même,
s'identifie canoniquement à E*®I)E (à l'élément x^xeE^Q^E corres-
pond l'élément ueM tel que yu^x'(y).x pour tout ^ 6 £ e t à u 6 A f d e
matrice u=(uy) correspond .̂ .û*Uy®û^). Par suite, le M-module à gau-
che Homj^ (£, M) des homomorphismes de M-modules à droite de £ dans
M s'identifie canoniquement à £* (cf. 111,1.16 : à x ' e E * correspond
l'homomorphisme jci—^;x'®x).

Considérons enfin l'ensemble B des formes a-sesquilinéaires sur £ (à
valeurs dans M). Il s'identifie canoniquement à îîom^(E°, Hom^(£, M)),
d'où, d'après ce qui précède, une identification canonique

(15) B^Hom^ÇE9, £*).

Il en résulte aussitôt que la donnée de Fisomorphisme s : E° -^ E* fournit
une bijection K-linéaire 'k^b^de D sur B, donnée par

(16) b^(x, y)=s(x)\®y=s(x)^y,

d'où

(17) b^ ^=b,(x, ^)=fc,(Xx, y\

pour x, yeE et ,̂ HeD. Matriciellement, si à x= ^x^,6£ on associe la
matrice ligne x=(x<) (et de même pour y}, on a

(18) ^(x.^s.'x.^y,
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150 F. BRUHAT ET J. TTTS

(où le scalaire X € D est considéré comme matrice à une ligne et une
colonne), d'où aussitôt

(19) b^(y, x)=n&î(^ y)0.

En particulier, b^ est r|-hermitienne si et seulement si 5C=^.
Donnons-nous maintenant c = ± l et considérons l'ensemble Q des

formes pseudo-quadratiques sur E relativement à M^M0'8 (resp.
M°==M, J. Notons T l'involution ^i-^ de D et posons DO=Dïïer} (resp.
D°=D^ ^). Alors, F application de D dans Q qui à XeD /ûi'r correspondre
Fimage q^ de b^ dans Q est K-linéaire, surjective, de noyau D°. En
effet, lorsque M°=M°'\ la relation ^=0 équivaut à
s t x ^ x = — e ( s ( x ^ x ) o = — e ^ s ' x X x pour tout xe£, donc à ÎI=--£T^.
Lorsque M°=My ç, la relation ^=0 équivaut à l'existence pour tout xeE
d'une matrice h telle que s tx^x=sh—e(sh)o, ou encore

^Xx^-e^s-^h-erili,

et l'on en déduit trivialement que ^=0 équivaut à ^.eZ\ ^. Ceci permet
de définir q^ pour XeD/D°. D'autre part, un calcul simple montre que
^x+tîir est associée à q^.

1.8. Remarques. — (1) Pour écrire 1.7 nous avons fait des choix. Tout
d'abord, le corps D n'est déterminé qu'à isomorphisme près et pour le
fixer nous avons choisi un M-module à droite simple £. Ensuite, tout
revient à choisir un isomorphisme seHom^(E°, £*) convenable: il
détermine l'involution de D par (13), la matrices, donc le scalaire T|,
par (14) [quelle que soit la base (û,)], et la bijection de D (resp. D/D°) sur
B(resp. Q) par (16).

Mais, choisir un élément s^O de Hom^(£°, E*) revient, d'après (15), à
choisir un élément b^O de B.

Or, le K-espace vectoriel B est naturellement muni d'un automorphisme
involutif, à savoir l'application qui à beB fait correspondre la forme
I ) : (x, y)^b(y, x)0 et l'on vérifie aisément que un isomorphisme
seHom^f (£°, E*) est convenable si et seulement si la forme b correspondante
est r\'hermitienne^ avec T|= ± 1. Ceci permet d'ailleurs de démontrer l'exis-
tence d'isomorphismes convenables et donc toutes les assertions de 1.7,
car l'existence de formes ri-hermitiennes non nulles est immédiate : on
part d'une forme bç B non nulle et l'on note que si b n'est pas hermitienne,
la forme ( — l)-hermitienne b— E n'est pas nulle.
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(2) Reprenons les notations de 1.7. On montre aisément, soit directe-
ment soit en utilisant la remarque (1), que les isomorphismes convenables
de E° sur E* sont ceux de la forme sa, avec aeD x et a= ±a. L'involution
de D associée à un tel sa est l'application Xt-^a'^a et r| est remplacé
par (a/a) r|. En particulier, si D ̂ X, on peut toujours supposer que TI = — 1
(ou que TI = 1).

1.9. Désormais, nous adoptons les notations et hypothèses de 1.5. De
plus, on désigne par ÎL une extension de fL

On pose D=û®jçÂL C'est une ^-algèbre semi-simple, de centre
L=L®jç^, munie d'une involution cr®id, notée encore a. On pose
D°=D°®^Kc:D, de sorte que B°r}D^D° et que D/D° s'identifie à un
sous-K-espace vectoriel de D/D°, En utilisant une base (kj) de R. sur K et
l'écriture unique d'un élément de B sous la forme ^^®kj avec i^eZ), on
voit aussitôt que B°=By ̂  (resp. BO==BvfK) lorsque D°=Z)^ (^P-
j)0^po,c^ T)ç même, K est l'ensemble de points fixes de a dans £.

On note S le 5-module à droite X^^K, de sorte que les ^-algèbres
EndgS et EndpX®j^X sont canoniquement isomorphes. On note 5
(resp. Q, resp. C) le ^-espace vectoriel des formes sesquilinéaires
g : XxS-^B [resp. des formes pseudo-quadratiques r : S-^ 5/5°, resp.
des couples (g, r)eBxQ de formes associées]. Pour geB, on note g e B le
prolongement canonique de g.

On vérifie aisément que J est e-hermitienne tracique et qu'il existe une
forme pseudo-quadratique q:X-^B/B° et une seule prolongeant ç, à
laquelle est associée J[cf. 1,10.1.1(10)]. Le couple (7, 5) est non-dégénéré
de défaut <1 en ce sens que ou bien Ker7= {x€S\]t(x, y}==0 pour tout
yçX} est réduit à {0}, ou bien carK=2, 5==^, 5°= { 0 } , dimKer7=l
et q(x)^0 pour tout xeKer/, x^O : on a en effet Ker7=Ker/®£

Comme L est une extension séparable de degré <2 de K, ou bien L est
une extension de degré ^2 de AS, ou bien L^R2. Nous allons étudier
séparément les deux cas.

1.10. Premier cas : L est un corps. Alors, B est une L-algèbre centrale
simple et l'on peut reprendre les notations et résultats de 1.7, avec des
modifications évidentes : notamment, on choisit un D-module à droite
simple £, on note D ' son commutant, (a^ une base de £ sur D ' et
l'on choisit un 5-isomorphisme « convenable » s de E° sur £*, d'où une
involution T de D' induisant o sur £ et un scalaire T I = ± I . On pose
D^D; ̂  (resp. D'^IT-"1) lorsque D°=Z>^. (resp. D^D0'6).
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Posons .Y'==Homp(£, -î). C'est un D '-espace vectoriel à droite de dimen-
sion finie et l'on sait (cf. 111,1.16) que l'application (x\ a)^x/(a) définit
un isomorphisme de Ô-modules à droite, dit canonique, de X®yE sur S.

On note W le ^-espace vectoriel des formes T-sesquilinéaires sur X à
valeurs dans D\ on note g' le ^-espace vectoriel des formes pseudo-
quadratiques relativement à T, er|, D'° sur X' et l'on note C le sous-espace
de B' x Q1 composé des couples de formes associées.

PROPOSITION. — (i) I I existe une bijection K-linéaire 8 de B sur B' et une
seule telle que

(20) ^(^(x),/œ)=^^,^(^^)

quels que soient geB, x, y ç E et x\ y'eX\ Pour que g soit e-hermitienne
(resp. et tracique), il faut et il suffit que 6g soit er}-hermitienne (resp, et
tracique).

(ii) II existe une bijection K-linéaire ô^ de C sur C' et une seule telle que,
quel que soit (g, r)e?, F on ait S 2 (g, r)=(6g, r') où r ' e Q ' satisfait à

(21) r(x'(x))=^^(x)

quels que soient xçE et x ' e X ' .
Si le couple (g, r)eC est non-dégénéré de défaut < 1, il en est de même

du couple §2 (g, r).
Démontrons (i). Si /' est une forme T-sesquilinéaire sur X, il existe une

et une seule application biadditive g : S x S ^ B satisfaisant à (20) (avec
6g ==/'), puisque, d'après (17), on a

b f ' ^ x ' ^ y t ) ( ^ .^^/•(x'.y')^ .y)=^r0c'.y')(^ ̂

et g est o-sesquilinéaire puisque ^(û^i^x^ûu) pour x'çX^ aeE et
uçB.

Inversement, si g est une forme a-sesquilinéaire sur X, alors l'application
(x, y)^g(xf(x\ y ' ( y ) ) (pour x\ y ' eX) est une forme a-sesquilinéaire sur
E et, vu 1.7, il existe un unique élément 6g (x\ y ^ e D ' satisfaisant à (20).
Les formules (16) et (17) montrent que 5g est T-sesquilinéaire et (19)
montre que Sg est eT]-hermiticnne si et seulement si g est e-hermitienne.
Enfin, si g est de plus tracique, alors pour tout x ' ç X et tout aeE, il
existe ueB tel que g(xf(a), x ' (a)) == u + e u°. Écrivant ceci matriciel-
lement, on obtient s.V.ôgtx', y^aï^+eu^u-hes.V.s"1, d'où
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