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SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES
EN CARACTÉRISTIQUE NON NULLE

PAR

JEAN-PAUL BEZIVIN (*)

RESUME - Nous étudions quelques problèmes sur les suites récurrentes linéaires en
caractéristique p. comme l'analogue du théorème de SKOLEM-LECH-MAHLER sur les zéros
des suites récurrentes linéaires, et aussi de certains théorèmes de G. POLYA.

ABSTRACT. - We study somc problems for linear récurrent séquences in thé case of
characlenstic p base field. such as thé SKOLEM-LECH-MAHLER'S theorem on zéros of linear
récurrent séquences, and we generalize some theorems of G. POLYA.

I. Introduction

Soit K un corps commutatif, et M==(u(n)) n==0,1 , . . . une suite d'élé-
ments de H

Nous dirons que u est une suite récurrente linéaire, s'il existe un entier
naturel s non nul, et des éléments û^(/s=0,1,2, . . . s — 1 ) de K, tels que
Fon ait, pour tout n dans M la relation :

{ } } u { n - ¥ s ) ^ a , . i u ( n + s ~ 1)+ . . . -hûoii(n),

avec ÛQ non nul.

(•) Telle reçu le 1 5 avnj 19H6, révise le 9 juin 19H6

J P Br/ivis. l mvcmic de Pdns-Vî, Mathcmaliques, tour 45*46. 5e étage. 4. place
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228 j -p BbziviN

II est bien connu que dire que la suite u={u(n)) vérifie une relation de
récurrence linéaire du type (1) est équivalent à dire que la série formelle
^(x)s=^ïou(n)xf' représente le développement de Taylor à l'origine d'une
fraction rationnelle P (x)/Q (x), avec P et Q à coefficients dans K, Q (0)
non nul et d° P plus petit que d°Q.

Notons par a< KKf les inverses des racines distinctes de Q dans une
clôture algébrique L de K.

On sait alors qu'en caractéristique nulle, on peut représenter u(n) à
l'aide des éléments a,, sous la forme :

(2) u(n)^^P,(n)^

où les Pf sont des polynômes à coefficients dans L.
En caractéristique non nulle, ce n'est plus le cas; on peut cependant se

ramener au cas où les polynômes P, sont des polynômes constants, voir
(6], et le théorème 8 plus loin.

Les propriétés des suites u(n) vérifiant une relation de récurrence linéaire
ont été étudiées depuis longtemps, d'abord pour X=Q, puis pour un corps
K de caractéristique nulle quelconque. Il n'existe, à la connaissance de
l'auteur, qu'un seul article étudiant les propriétés des suites récurrentes
linéaires dans le cas d'un corps de caractéristique non nulle, à savoir un
article de C. REUTENAUER [6], dont nous utiliserons d'ailleurs les résultats.

Le but du présent article est de généraliser deux résultats sur les suites
récurrentes linéaires, connus en caractéristique nulle, au cas de la caracté-
ristique non nulle.

Le premier de ces résultats est le théorème de SKOLEM-LECH-MAHLER
((H I4]) qui décrit l'ensemble A^{n\u(n}=0} quand u=(u(n)} est une
suite récurrente linéaire: A est, à un nombre fini d'exceptions près, une
réunion de progressions arithmétiques de même raison.

Plus précisément, on a le théorème suivant :

THfcORÉMfc î . — Soit K un corps de caractéristique nulle, et u=(u(n))
une suite récurrente linéaire d'éléments de K. I l existe un entier naturel à non
nul tel que. en notant A, = ; k \u (k d + r) = 0 } 0 ̂  r ̂  d — 1, on ait F alternative
suivante :
(û) A, est un ensemble fim.

{h} Ay est éffai à V

TOMI 115 - 198"' s :



SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES 229

On peut préciser que, dans le cas où Pensemble . 4=={n |u (n )=0} est
infini, et différent de N, la suite u est telle que, parmi les pôles de la
fraction rationnelle P(x)/Q(x)=^u(n)xH, il y en ait au moins deux dis-
tincts dont le quotient est une racine de l'unité.

La généralisation du théorème 1 que nous démontrons est le théorème
3 énoncé plus loin.

Un autre résultat important sur les suites récurrentes linéaires concerne
la structure de l'ensemble des valeurs prises par une telle suite, et est dû,
dans le cas K=Q, à G. Polya. On se donne une suite récurrente linéaire
u=(u(n)), à valeurs dans Z, et un ensemble S fini de nombres premiers
rationnels. On suppose que la propriété suivante est vérifiée :
(^) Pour tout n, l'ensemble des diviseurs premiers de u(n) est inclus
dans S.

Sous cette hypothèse, G. Polya démontre que la fraction rationnelle
F(x)=P(x)/Q(x) a une forme simple. Plus précisément, on a:

THÉORÈME 2. — (G. POLYA, [5]). ~ Son u=(u(n)) une suite récurrente
linéaire d'éléments de Z. On suppose que u vérifie la propriété (*). Alors il
existe un entier d non nul, et des éléments a^ by O ^ r ^ r f — 1 dans 1 tels que

^^T-^-- ^•°l-^

II est équivalent de dire que, pour tout k entier, on a

u(kd^r)^a,(b^.

L'analogue pour un corps de nombres de ce théorème est dû à B. BENZA
GHOU [1].

Nous démontrerons plus loin que ce théorème se généralise en caractéris-
tique quelconque (théorème 5).

II. Énoncés des résultats

Nous aurons besoin de la définition suivante:

DÉFINITION 1 ((2], p. 72). - Soit S une partie de \. On appelle densité
banachique supérieure de S, la quantité d * ( S ) suivante: d^ (S) est la limite
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230 J.-P. BEZIVIN

supérieure des nombres Card(I r^S)/Card(I), où 1 décrit les intervalles de
M et Card(I) tend vers •+- oo.

On dira que 5 est de densité banachique nulle si d^ (S)=0. La généralisa-
tion que nous avons en vue du théorème 1 s'énonce alors de la façon
suivante :

THÉORÈME 3. — Soit K un corps commutatif de caractéristique p non
nulle, et u (n) une suite récurrente linéaire f éléments de IC

II existe un entier d supérieur ou égal à 1, tel que, en notant
A,=[k | u (k r f+ r )==0} r==0, 1,. . . ,^—1, on ait F alternative suivante :

(a) Ay est de densité banachique nulle:
(b) Ay est égal à f^l.
On notera que si A est une partie de l^l de densité banachique nulle, elle

est de densité arithmétique nulle, mais que l'inverse n'est pas vrai, comme
le montre l'exemple A == U«^ i [w3, n3 -h n], voir [2], p. 76.

Dans un certain sens, le théorème 3 est le meilleur possible. En effet,
un exemple dû à LECH [3] montre que le cas (û) du théorème 3 peut se
produire, sans que, comme dans le cas de la caractéristique nulle, l'ensem-
ble Ay soit fini: on prend X=Fp(z), où z est un élément transcendant sur
F-, et pour suite u la suite définie par u(n)=(l -t-r)"— 1 —z".

On voit alors que l'ensemble ^ = { n [ u ( w ) = 0 } est formé des puissances
de p, donc n'est pas fini, et est de densité banachique nulle.

Comme conséquence du théorème 3, on a le résultat suivant dû à
C. REUTENAUER [6].

THÉORÈME 4. — Soient u et v deux suites récurrentes linéaires, à valeurs
dans un corps commutatif K de caractéristique quelconque. On suppose que
Fon a u(n)v (n) = 0 pour tout n. // existe alors un entier q supérieur ou égal
à 1, et une partition de { 0, 1, . . ., q — 1 } s= / U J t^ll^ <!ue

{n\u(n}^0} c I ^ q N et {n\v(n)^0} c J ^ - q N .

Le théorème 2 dû à G. Polya se généralise de la façon suivante

THÉORÈME 5. — Soir K un corps de caractéristique quelconque. et G un
sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de K. Soi! u = ( u ( n ) ) une
suite récurrente linéaire d'éléments de K. On suppose que. pour tout n dans
M, on a la propriété suivante :

u (n) appartient à G \J { 0 }.

TOME 115 - 198^ ~ s 2



SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES 231

Alors il existe un entier d supérieur ou égal à 1, et pour tout r dans
{0,1, . . . , J — 1 } des éléments a^ dans K et b^ dans K — { 0 } , tels que Ton
ait pour tout r^d— 1 et tout k dans ^ la relation u (k d 4- r) = a^ (fc,,)*.

Le théorème 2 est le cas particulier du théorème 5 obtenu en prenant
K=Q et G égal au groupe des S-unités de K. On remarquera que si
^u(n)jc11 a plus de deux pôles distincts et si u{n) vérifie l'hypothèse du
théorème 5, ceci entraîne, pour que la conclusion du théorème soit réalisée,
que le quotient de deux pôles distincts soit une racine de l'unité. Nous
utiliserons plusieurs fois cette remarque dans la démonstration.

m. Rappels

Nous aurons besoin, pour les démonstrations des théorèmes 3, 4 et 5
des résultats suivants :

THÉORÈME 6 (SZEMEREDI, FURSTENBERG, [7], [2]). — Soit A une partie de
N de densité banachique supérieure strictement positive. Alors A contient
des progressions arithmétiques arbitrairement longues.

THÉORÈME 7 (VAN DER POORTEN, [8]). — Soit K un corps de caractéristi-
que nulle, et H un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de
K. Soit m un entier naturel non nul. I l existe seulement un nombre fini
Séléments x=(jCo,JCi, . . .,^) dans P^(K) tels que:

(a) X Q + X I + . . . +x^=0;
(b) Xi appartient à H pour tout i:
(c) x^ -h . . . + x^ ̂  0 pour toute partie non vide et propre {io, . . ., i,} de

{ 0 , 1 , . . . , m } .

THÉORÈME 8 (REUTENAUER (6J). — Soif K un corps commutatifde caracté-
ristique non nulle p. que F on suppose algébriquement clos.

Soit u^=(u(n)) une suite récurrente linéaire d'éléments de K. Alors il existe
un entier d, supérieur ou égal à 1, tel que^ pour tout r appartenant à
{0,1 , . . . , r f — 1 }, la suite u { k d ^ r ) soit ou nulle, ou une somme de séries
géométriques^ c'est-à-dire s'écrive

ii(^^+r)==^^^û. (/>.)* arec a,et b, dans AL

La différence avec le cas caractéristique nulle esl que les coefficients
polynômiaux P, [voir la formule (2) de l'mtroductioni ont disparus.
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232 J.-P. BEZIVIN

Soient /=^ u (n)x11 et ^^(n).^ deux séries formelles à coefficients
dans un corps K de caractéristique quelconque. On appelle produit de
Hadamard des séries/et g la série formelle /î=^u(yî)u(n)x".

Il est clair que la série formelle ^x"= 1/(1 —x) est élément neutre pour
le produit de Hadamard.

Il est facile de voir que Fensemble des séries formelles à coefficients
dans K, représentant le développement de Taylor à l'origine des fractions
rationnelles à coefficients dans K est une algèbre pour l'addition ordinaire
et le produit de Hadamard.

Il se posait alors le problème de caractériser les éléments inversibles de
cette algèbre.

Ce problème a été résolu par B. BENZAGHOU dans le cas de la caractéristi-
que nulle [l], et par C. REUTENAUER dans le cas de caractéristique non
nulle [6].

On a en effet le résultat suivant :
THÉORÈME 9. — Soit K un corps commutatifde caractéristique quelconque.

Soit u=(u(n)) une suite récurrente linéaire d'éléments de X. Alors la série
formelle /=^u(n)x11 est inversible dans F algèbre de Hadamard des séries
formelles rationnelles, si et seulement si la condition suivante est réalisée. Il
existe d plus grand ou égal à 1, et des éléments û(r), b(r) dans X — { 0 } ,
tels que Fon ait pour tout r r==0,1, . . ., d— 1 :

u(kd-^r)=ay(by)11 pour tout k dans ^1.

On notera que dire que u est Hadamard-inversible dans l'anneau des
séries formelles rationnelles équivaut à dire que u (n) est non nul pour tout
n, et y(n)= Mu(n) est une suite récurrente linéaire.

Remarquer enfin l'analogie entre le théorème 9 et le théorème 5. On
peut d'ailleurs, dans le cas de caractéristique nulle, donner une démonstra-
tion du théorème 9 utilisant le théorème 5.

IV. Preuve des théorèmes 3 et 4

PREUVE Dl THEOREME 3

Grâce au théorème 8, on peut supposer que u{n} s'écrit comme somme
de séries géométriques, avec les fc, et û, appartenant à K (en faisant au
besoin une extension de K). On peut de plus. en considérant des sous-
suites de la forme u{kd^rY se ramener au cas où u{n) s'écrit ^^ 1^".

TOME 1 1 5 - 198" - N 2



SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES 233

avec la propriété que pour i différent de j, le quotient de fc, par bj n'est
pas une racine de l'unité, et û, non nul pour tout L Ceci étant fait, il nous
reste à démontrer que l'ensemble A des indices n dans ^ tels que u (n) = 0
est de densité banachique nulle, si la suite (u(n) n'est pas nulle.

On raisonne par l'absurde, et on suppose d^ (A)>0. D'après le théorème
6, il existe alors dans A t éléments en progression arithmétique; on les note
fcd+r, 0 ^ f e < t — l . Le système d'équations linéaires en les inconnues X,:
^^(fc^X^O, fc=0 , . . . , r — l , admet alors une solution non triviale, à
savoir X, = a, b\, i = 1,2, . ... t.

Par conséquent, le déterminant du système, qui est un déterminant de
Van der Monde construit sur les (frf), est nul. Il existe alors i et ; distincts,
tels que fc?=(^. Donc le quotient de b^ par b^ est une racine de l'unité, ce
qui est contraire à l'hypothèse faite, et démontre le théorème 3.

Remarque. — On peut aussi démontrer de cette façon le théorème 3
dans le cas de caractéristique nulle, mais il semble difficile de donner une
preuve du théorème 1 de cette manière.

PREUVE DU THÉORÈME 4

Nous notons tout d'abord que le théorème 3 est vrai en toute caractéristi-
que compte tenu du théorème 1.

Il existe donc un entier d, supérieur ou égal à 1, tel que, pour tout r,
r=0,1, . . . , d — l , chacune des suites u(kd-^r), et v ( k d ^ - r ) vérifie l'une
ou l'autre des deux propriétés (û) ou {b) de l'énoncé de ce théorème.

So i t^={k |u (k<f -h r )=0}e tB ,={k | i ? (kd+r )=0} . On note / l'ensem-
ble des indices r tels que d^ (.0=0. Si / est vide, on a u(fcd4-r )=0 pour
tout k et tout r, donc la suite u est la suite nulle, et il n'y a rien à
démontrer.

Si J est non vide, soit TQ un élément de I . Comme on a u(kd^-rQ)
r ( fcrf-h7o)=0 pour tout k, il en résulte que v(kd-^-rQ) est nul. sauf peut
être pour un ensemble de densité nulle, mais alors v(kd^-ro] =0 pour tout
k. Ceci démontre que {n\v(n)^0} c ̂ -K/ISi. cl on a bien sûr
{n\u(n)^0} <= 7+r fM, d'où le résultat.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCF



234 J..P. BEZIVIN

V. Preuve du théorème 5

(A) LE CAS DE LA CARACTÉRISTIQUE NULLE

On se donne un corps K de caractéristique nulle, et on se place dans
les hypothèses du théorème 5.

On peut supposer, après avoir au besoin considéré des suites u(krf+r) ,
d entier supérieur ou égal à 1, r appartenant à {0 , 1, . . ., d— \}, que dans
l'expression de u(n) sous la forme ̂ ^ P,(n)^, aucun des quotients de ^,
par bj quand i est différent de j n'est une racine de l'unité, et que, pour
tout n assez grand on ait u{n)^0 (grâce au théorème 1).

Sous ces hypothèses, nous allons démontrer que r = 1, et que le polynôme
PI est constant.

On écrit la relation de récurrence vérifiée par la suite u sous la forme
<f,u(M+5)4-ri, . i u (n -h5 - l ) -h . . . -^doU(n)^0, les di étant des éléments
non tous nuls de K.

Il est clair qu'il existe alors une partie D de { 0 , 1 , . . . , s } , de cardinal
supérieur ou égal à deux, telle que l'on ait, pour une infinité de valeurs de
n les deux propriétés suivantes :

L Z^D^^^O
2. Pour toute partie D\ incluse dans D, non vide et propre, on a

^^ .d^u(n-¥j) non nul.
On remarque que si j est dans D, alors dj est non nul, à cause de la

propriété 2.
Soit H le sous-groupe de type fini de K-{Q} engendré par G et tous

les dj non nuls, et notons /-(-1 le cardinal de D.
D'après le théorème 7, on peut alors trouver un élément w==(w^^

de P,(K), tel que l'on ait, pour une infinité de valeurs de n. l'égalité
( J y U ( n + y ) ) ^ o = H dans P,(K). Soient io et ;o <lcux éléments distincts de
D. D'après ce qui précède, on peut trouver e dans K—{ 0}, et une infinité
de valeurs de n, tels que l'on ait u(n-^jo)^eu{n-¥io).

En supposant ;o ̂ o "̂  1< et en posant w=;o-io, on en déduit l'existence
d'une infinité de valeurs de n telles que

r (n) = u (n -h m) — e u (n) = 0.

La suite r est récurrente linéaire cl possède une infinité de termes
nuls. D'après la remarque suivant le théorème 1, si la suite v n'est pas
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SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES 235

identiquement nulle, il existe deux pôles distincts de la fraction rationnelle
^vÇr^x" dont le quotient est une racine de l'unité. Mais on voit facilement
que les pôles de la série ̂  v (n) x" sont des pôles de ̂  u (n) x^ vu l'hypothèse
faite sur la suite M, ceci implique v(n)=0 pour tout entier n.

Si l'on pose F(x)=^u(n)x'î^ on a la relation 5(x)=(l—ex"1) F(x) où
S est un polynôme. Si F{x)=P(x)/Q(x), on voit donc, en faisant l'hypo-
thèse que P et Q sont premiers entre eux, que Q divise le polynôme
\—exm. Donc, Q a toutes ses racines simples, puisqu'il en est ainsi de
1 —ex"". De plus, si le degré de Q est plus grand que deux, le rapport de
deux de ses racines est une racine de l'unité. Donc, d° Q== 1. et ?i est un
polynôme constant; et ceci démontre le théorème dans le cas de caractéristi-
que nulle.

(B) LE CAS DE CARACTÉRISTIQUE NON NULLE

Dans le cas particulier où le corps K est fini. le résultat du théorème
est tout à fait évident. En effet, la suite récurrente linéaire u prenant un
nombre fini de valeurs est alors périodique. Dans le cas général, on peut
sans nuire à la généralité supposer que u(n) s'écrit sous la forme d'une
somme de séries géométriques: M(n)=^^i û,^,)", grâce au théorème 8.
D'autre part, on peut supposer que le corps K contient tous les û, et b,
1 ̂  î ̂  r, et est de type fini sur Fp.

Nous appelons alors 5 le degré de transcendance de K sur Fp, et nous
allons démontrer le théorème 5 par récurrence sur s. Pour 5=0, c'est le
cas d'un corps fini, et le théorème est vrai dans ce cas.

Nous supposons donc, à partir de ce moment, le théorème vrai pour
un corps K de degré de transcendance inférieur ou égal à 5 — 1 (5 entier
s^l), et nous nous plaçons dans le cas où le degré de transcendance du
corps K est 5.

LEMME 1 . — On peut supposer que le corps K est une extension galoisienne
de Fp(Tp . . ., T,), où Tp . . ., T, sont des éléments de K algébriquement
indépendants sur Fp.

Preuve. — On choisit une base de transcendance Tp . . . . T, de K sur
F^ de sorte que K est une extension algébrique finie de Fp(T,, . . ., T,).
On peut toujours supposer que Kes\ extension normale de F^(T|, . . ., T,).

11 existe alors une extension galoisiennc L de f^(7 , . . . ., T,) telle que K
soit extension purement inséparable de L.
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236 J.-p. BEZÎVIN

II existe donc un entier naturel e, tel que, pour tout x élément de X, x^
appartienne à L. On peut d'autre part supposer, en considérant des
progressions arithmétiques, que la suite u{n) s'écrit sous la forme
^û,(^)", avec, pour i différent dey, la propriété que le quotient de fc,
par bj ne soit pas une racine de l'unité.

On applique alors Fhomomorphisme x -^ x^, qui est injectif. On a alors
que vi^^u^^^^afibfY est une suite récurrente qui possède les
propriétés énoncées dans le théorème, et ûf', bf appartiennent à L; comme
le quotient de bf par bf, pour i différent de j\ n'est pas une racine de
l'unité, on en déduit, en appliquant le théorème 5 supposé vrai pour L,
que f = 1, ce qui démontre le lemme 1.

LEMME 2. -- On peut supposer que
(û) K est Galoisien sur F»(Ti, . . ., T,);
(b) la suite u(n) est à valeurs dans Fp[Ti, . . ., TJ.
Preuve. - Le fait que l'on puisse supposer K galoisien sur Fp (Ti, . . .,

T,) est le lemmc 1. On se place donc dans ce cas. Il existe H non nul dans
F, , (Tp. . . ,TJ tel que / f ' '+ lu(n) soit, pour tout n, entier sur
F^[Tp .. ., TJ. Comme la suite H""! u{n) vérifie encore les hypothèses du
théorème, on peut donc supposer dès le départ que u(n) est entier sur
^t7'i» • • • < 7J pour tout n.

Soit alors N la norme de K sur ^(Tp . . ., T,), et v la suite définie par
v(n)^N{u(n)).

Pour tout n, on a v(n)€fp[T^ .. ., TJ, et v{n) appartient à un sous-
groupe de type fini du groupe multiplicatif du corps lFp(Ti, . . ., T,).

Par conséquent, si le théorème est vrai dans ce cas, il existe d, entier
supérieur ou égal à r, tel que, pour tout r, ou la suite v ( k d ^ - r ) est nulle,
ou elle est Hadamard-inversible. Mais alors, la suite u(kd^-r} est, ou
nulle, ou Hadamard inversible; dans ce dernier cas, elle est de la forme
indiquée dans le théorème 5 (pour un d ' convenable), grâce au théorème
9. et ceci démontre le Icmmc 2.

Nous nous plaçons donc dans les hypothèses du lemme 2, et nous
terminons la démonstration du théorème 5. On peut écrire pour tout n,

u{n}^c.H^^ . . . H^\

où les H^ sont des polynômes irréductibles distincts et fixés de
?p(Ti. . . TJ, et c, une suite d'éléments de F^ grâce à l'hypothèse sur
l'image de u.

TOMt 115 - 1987 - s :
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On suppose de plus que la suite u n'est pas identiquement nulle, et
s'écrit u(n)=^ û,(fc,y1, le rapport de deux des fc, d'indices distincts n'étant
pas une racine de l'unité, et aussi que les û, et fc, sont entiers sur
F,[7\,...,TJ.

Nous allons démontrer qu'il existe une progression arithmétique Jtcrio-hrç,
(IQ entier supérieur ou égal à un, r^ appartenant à N, telle que toutes les
fonctions ^(fc^o^o) soient des fonctions affines de k.

Nous notons pour cela H l'un quelconque des polynômes Hp et nous le
démontrons pour H, ce qui suffira clairement. Nous introduisons sur le
corps F p ( T p . . . , T , ) la valuation H-adique i^, en posant, pour
/^PG^^Pi/Çi) où qçZ, et H ne divise ni Pi ni Ci, i^(F)==ç, en
nous inspirant de la démonstration du théorème 9 faites dans [1] dans le
cas d'un corps de nombres.

Soit Wy une extension de Vy au corps X, et n une uniformisante pour le
corps value (K, H/,).

On écrit b^n91^ avec 6,6 M, (i, unité n^-adique, et on note / = { f | 6 ,
est minimal}, et 6 la valeur commune des 6, pour i appartenant à /.

Soit û(n)=]^^û,P^. La suite a(n) est une suite récurrente linéaire, et
vérifie une relation de récurrence linéaire du type

û (n + fc) = <p^ - iû (n-¥h— 1 ) + . . . "h(po û (yî)»

les (p^ étant dans l'anneau de valuation de Wy pour tout ;, et <po étant une
unité H'^-adique, puisque tous les p^ sont des unités w^-adique. Soit / un
entier naturel tel que, pour k variant entre 0 et h—\, ^ ' ^ ( k ) soit dans
l'anneau de valuation, et qu'il existe kç. O ^ f e o ^ — l , tel que 71^0(^0)
soit une unité n^-adique. Soit ^(rOssît"^^), la suite b(n) est à valeurs
dans l'anneau de valuation de H^ pour tout n, et son image dans le corps
résiduel de (K.H^Ï n'est pas identiquement nulle, puisque l'un au moins
des MU ^==0.1 , . . . , / i — 1 est une unité n^-adique. La suite b{n} vérifie
la même relation de récurrence que la suite a{n): donc l'image h{n) de
h {n) dans le corps résiduel de (K, H^) vérifie

f{n + h} = <?„., Kin 4- h — 1 ) -t- . . . + (po E(n}.

Il en résulte, puisque (pp n'est pas nul et que la suite K(n) est non
identiquement nulle, qu'il existe une infinité de valeurs de n telles que K{n)
soit non nul

Soit maintenant r(n) la suite n l ^^(rOsbïyU+^tn).

»l LLFTiS DI LA 'iC^iFTÎ M ̂ THtMATIOl F DF »-RAN« t
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Cette suite est, pour n assez grand, dans l'anneau de valuation de
(K, Wg), et son image dans le corps résiduel F(n) est égale à K(n). Elle est
donc non nulle pour une infinité de valeurs de n.

D'autre part, puisque u(n) est soit nul, soit appartient à un sous-groupe
de type fini de K*, il en est de même de r(n\ et donc aussi de son image
F(n) dans le corps résiduel.

Or, d'après N. Bourbaki, algèbre commutative, chapitre 6, § 10, n° 3,
p. 167, corollaire 4, le corps résiduel de (K, Wy,) a un degré de transcendance
strictement plus petit que celui de K. qui est 5.

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à la suite ^(n): il
existe un entier dç non nul, et des éléments a* et b* du corps résiduel de
(K.w^), tels que, pour tout k assez grand, on ait: r'(kdo+r)=a* (b^,
pour r=0,1, . . ..^o~ î -

Comme la suite r(n) a une infinité de termes non nuls, il existe au moins
un indice TQ tel que l'on ait a^ et b^ non nuls.

Il en résulte facilement que la valuation i^-adique de u(kdo-{-ro) est
une fonction affine de k.

La suite c(ic^o-4-ro) [voir l'expression de départ pour u(n)] est alors une
suite récurrente, toujours non nulle, et à valeurs dans Fp; elle est donc
périodique, et on peut la supposer constante, égale à c.

On a donc, pour tout k assez grand

E.i^V0^0)^^'- • •^î"1- . .HS"(H?i. . .^£^=0.

Cette relation implique qu'il existe i'o tel que l'on ait b^^H^1.. .H£,*",
d'où la relation

L. .0 ̂  (^ro (béo)k + ̂ .o ̂ 0° -c ̂  • • •H^ W = o-
Comme tous les b40 sont distincts, une telle relation n'est possible que

s'il n'y a pas d'indice différent de ï^. donc / = 1, ce qui termine la démons-
tration du théorème 5.

Remarque. - II serait intéressant, dans le cas de caractéristique non
nulle, de décrire plus explicitement ce qui se passe quand l'ensemble
A « j n l i i (n )«0 ; des zéros d'une suite récurrente linéaire est infini, et de
densité nulle.

En particulier peut-on décrire cet ensemble à l'aide de progressions
géométriques, comme dans l'exemple de LECH?

TOMF 1 1 5 - 1W - S; 2
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