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LES SO(3)-VARIETES SYMPLECTIQUES ET LEUR
CLASSIFICATION EN DIMENSION 4
PAR

PaTrIick IGLESIAS (*)

RESUME. — On considere une variété symplectique V' munie d’une action symplec-
tique et effective de SO(3). On montre que le stabilisateur principal de I’action SO(3)
est du type SO(2) ou Z/mZ. Dans le premier cas, on montre que la variété V' est équi-
valente au produit symplectique d’une sphére S? par la variété des orbites V/SO(3).
Le deuxieme cas est traité uniquement en dimension 4. On donne une classification
compléte, & isomorphisme prés, des SO(3)-variétés symplectiques de dimension 4,
compactes et non-compactes. Les seules SO(3)-variétés symplectiques compactes de
dimension 4 sont S2 x S? et P2%(C). La premiére peut étre munie d’une infinité
d’actions de SO(3) indexées par N, la seconde est munie de l'action induite de celle,
naturelle, de SU(3).

ABSTRACT. — We consider a symplectic manifold V' equipped with an effective and
symplectic action of SO(3). We show that the principal stabilizer of the action of SO(3)
has the type SO(2) or Z/mZ. In the first case, we show that V is equivalent to the
symplectic product of S% by the orbit manifold V/SO(3). The second case is treated
only for dimV = 4. We give a complete classification, up to isomorphism, of the 4-
dimensional SO(3)-symplectic manifolds, in the compact and non-compact case. The
only compact SO(3)-symplectic manifolds are §2 x S2? and P2(C). The first can be
equipped with infinitely many different actions of SO(3) indexed by N, the second is
equipped with the natural action induced by SU(3).

1. Introduction

Cet article est une rédaction épurée des résultats obtenus en 1984 et
présentés dans [Igl84], sur la classification des SO(3)-variétés symplecti-
ques de dimension 4.

Cette étude a été suggérée, a origine, par la physique : I’espace des
mouvements V d’un systéme dynamique est naturellement muni d’une
forme symplectique, les symétries du systéeme se traduisent par l’action

(*) Texte regu le 18 décembre 1990.
P. IGLESIAS, Centre de Physique Théorique, case 907, LUMINY 13288 Marseille
Cedex 9.
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372 PATRICK IGLESIAS

symplectique ou hamiltonienne d’un groupe de Lie. D’apreés le principe
de relativité galiléen, les systémes dynamiques isolés ont le groupe de
Galilée comme groupe de symétries. Les systémes élémentaires — ceux
pour lesquels l'action du groupe de Galilée est transitive — sont les
revétements des orbites coadjointes du groupe de Galilée [Sou70]. Dans
le cas non transitif, lorsque le systéme est massif, c’est-a-dire quand une
certaine classe de cohomologie est non-nulle, la variété des mouvements se
décompose en un produit de deux variétés symplectiques, I’'une représente
les mouvements du centre de gravité et possede le groupe de Galilée
comme groupe de symétries, I’autre est la variété des mouvements autour
du centre de gravité et il ne lui reste de la symétrie galiléenne que ’action
du groupe SO(3) x R. Le premier cas non trivial est dim V' = 4, c’est ce
qui justifie cette étude.

On appelle SO(3)-variété symplectique, toute variété symplectique
(V,w) connexe sans bord, muni d’une action différentiable symplectique
effective de SO(3). Ces structures se partagent en 2 classes :

« le stabilisateur principal de SO(3) est de type SO(2);
« le stabilisateur principal de SO(3) est fini, de type Z/mZ.

On montre dans le premier cas, qu’en toute dimension, la variété (V,w)
est symplectomorphe au produit d’une variété symplectique (X, o) par une
sphere symplectique (S2,a Surf) ou Surf est le volume canonique de S?
et a un réel positif.

Le deuxieéme cas est plus compliqué, nous le traitons entierement dans
le cas dim(V) = 4 par des méthodes essentiellement topologiques. Nous
donnons d’abord un tableau complet des variétés de dimension 4 com-
pactes et non-compactes qui posseédent au moins une forme symplectique
invariante par une action différentiable effective de SO(3). Ensuite nous
classifions ces structures a difféomorphismes équivariants pres. Nous intro-
duisons pour cela une relation de pré-ordre naturelle sur les SO(3)-variétés
symplectiques dont nous classons seulement les éléments maximaux. Toute
SO(3)-variété symplectique de dimension 4 est alors symplectomorphe &
un ouvert d’une de ces variétés maximales.

Nous montrons que les seules variétés compactes ainsi obtenues sont
S? x §? qui posséde une infinité dénombrable d’actions symplectiques
non équivalentes de SO(3), et P2(C) qui n’en posséde qu’une induite par
l'inclusion SO(3) C SU(3).

Certaines démonstrations originales (de [Igl84]) ont été modifiées et
raccourcies et certaines constructions géométriques n’ont pas été incluses
dans ce travail. Cet article aurait di étre publié en URSS ou il a été achevé,
mais pour une raison inconnue cela n’a pas été le cas, c’est ce qui explique
sa publication tardive.
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SO(3)VARIETES SYMPLECTIQUES 373

Depuis la rédaction du travail original [Igl84], d’autres résultats relatifs
a la classification de structures symplectiques hamiltoniennes globales ont
été publiés, notamment par Thomas DELZANT [Del88, Del90] et Michele
AUDIN [Aud88]. Le lecteur trouvera un exposé a peu prés complet des
résultats actuels sur la question des actions hamiltoniennes de groupe de
Lie dans [Aud89)].

Je remercie Michele AUDIN pour avoir lu et critiqué ce travail dans
sa version originale, Thomas DELZANT pour ses remarques pertinentes,
et Francois LAUDENBACH pour l’intérét et 1’aide qu’il m’a porté & sa
réalisation dans cette nouvelle version.

2. Actions symplectiques et hamiltoniennes

Ce paragraphe est destiné a rappeler quelques constructions générales
de géométrie symplectique que nous utiliserons dans la suite de cet article,
V' désignera une variété connexe sans bord (compacte ou non), et w une
2-forme fermée : dw = 0, définie sur V. L’adjectif différentiable signifie
indéfiniment différentiable.

Rappelons quelques termes de vocabulaire : w est dite présymplectique
si son feuilletage caractéristique ker(w) est de rang constant > 0, symplec-
tique 8’1l est nul : ker(w) = {0}.

Considérons un groupe de Lie G agissant différentiablement sur V,
supposons que son action respecte la 2-forme fermée w :

(1) Vge @G, ¢'w=uw,

notons X, le champs de vecteurs fondamental sur V du vecteur u € Lie(G)
sur V, I’équation précédente (1) s’écrit infinitésimalement :

(2) X,w)=0 = d(X,]w)=0,

ol X,(w) désigne la dérivée de Lie de la forme w par le champs X,,. On
dit que 'action de G est hamiltonienne pour w si pour tout u € Lie(G)
la forme fermée X, | w est exacte : il existe une fonction réelle v, telle
que X, | w = —d,. La fonction ¢, est un hamiltonien du champs X,,.
On montre dans ces conditions qu’il existe une application, définie 4 une
constante additive pres, ¥ : V — Lie(G)* telle que ¥,(z) = ¢¥(z) - u
[Sou70], en d’autres termes 1, peut étre choisie linéaire en u :

3) Vu € Lie(G), d(X,|w)=-dv.u

L’application v est appelée le moment, relatif & w, de ’action de G sur V.
Remarquons qu’il n’est pas nécessaire que w soit symplectique ni méme
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présymplectique, il suffit qu’elle soit fermée. Si F' désigne une feuille
du feuilletage caractéristique de w et 9 le moment de G, alors V| F est
constante, c’est le théoreme d’Emmy N@ETHER.

Si w est symplectique et h est une fonction réelle différentiable, le
champ de vecteurs défini par ’équation X, |w = —dh est appelé gradient
symplectique de la fonction réelle h, il est noté aussi grad h. Dans le cas
de P’action du groupe G, X, est le gradient symplectique de la fonction
réelle 9 - u.

Remarque 2.1. — 1l existe des conditions suffisantes a la fois sur la
variété V ou sur le groupe G pour que toute action de G sur V' qui préserve
w soit hamiltonienne, par exemple si la variété V est simplement connexe,
mais encore si ’algebre de Lie du groupe est égale a son algebre dérivée
[Sou70], propriété vérifiée notamment par le groupe des rotations SO(3).

Le groupe G agit sur le dual de son algebre de Lie par l’action
coadjointe, si p € Lie(G)* nous noterons g- u 'action coadjointe de g € G
sur . On montre que la fonction qui mesure le défaut d’équivariance du
moment ¥, a priori définie sur G x V par (g,z) — ¥(g-z) — g - ¥(z) ne
dépend en fait que de g, on la note 6, elle vérifie I’équation de cocycle :
0(gg’) = g-6(¢’) + 6(g). Si 0 est un cobord, c’est-3-dire s’il existe
p € Lie(G)* tel que 6(g) = g - 4 — p, on peut ajouter p au moment,
ce qui le rend équivariant, on peut donc poser :

(4) Y(g-z) =g ().

Remarque 2.2.. — La cohomologie de G ne dépend pas de son action sur
(V,w), en particulier elle est nulle pour SO(3) : toute deux forme fermée
w sur V invariante par SO(3) posséde un moment équivariant.

Avant d’achever ce paragraphe signalons une formule que nous utilise-
rons sur la dimension du noyau de ’application moment, désignons par
Orth,, (E) le sous-espace orthogonal symplectique au sous-espace vecto-
riel £ :

PROPOSITION 2.3. — Soit (V,w) une variété symplectique munie d’une
action hamiltonienne d’un groupe de Lie G de moment ¢. Désignons de
facon générique par la lettre O lorbite par G des points de V, on a :

ker(dy) = Orth,, (T(0)) = dim (ker(d¢)) = dim(V) — dim(O)

ce qui implique encore dim (im(dy)) = dim(0O).

ToME 119 — 1991 — ~° 3
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Démonstration. — Soit v € ker(dy,), pour tout v € G algebre
de Lie de G, on a d¢,(v).u = 0, cest-d-dire X, | w.(v) = 0, et
comme X,(z) engendre T,(O) quand u parcourt G, on a la formule
ker(dy) = Orth,, T'(O)). Pour démontrer le reste de la formule on utilise la
propriété des formes symplectiques : dim(E) + dim(Orth, (E)) = dim(V),
vrai pour tout sous-espace vectoriel (voir par exemple [Sou70]). []

3. Actions symplectiques de SO(3)

Dans tout ce qui suit on identifiera 1’algébre de Lie de SO(3) avec R3
grace 3 I'opérateur produit vectoriel j défini par : j(z)(y) = Ay, et R? avec
son dual grace au produit scalaire (forme de Killing). L’action coadjointe
de SO(3) sur R® s’identifiera alors & son action naturelle.

3.1. Un hamiltonien particulier.

On introduit ici un outil essentiel dans 1’étude de I’action symplectique
du groupe SO(3) : le hamiltonien canonique.

On considére une variété symplectique (V,w) muni d’une action sym-
plectique de SO(3). Compte tenu des remarques (2.1) et (2.2) on déduit
que l'action de SO(3) sur (V,w) est hamiltonienne et on note L son mo-
ment équivariant. L’équation du moment (3) s’écrit, en notant (- | -) le
produit scalaire usuel de R? :

(5) VueR®, X, |w=—(dL|u)

L’équivariance du moment nous permet de construire le diagramme
commutatif suivant :

14 R3

V/SO(3) — R3/SO(3) = [0, 0.
L’application p défini par le diagramme ci-dessus est réalisée par le
demi-carré p(€) = 1||€||2, on note :
(7) H=poL Cclest-a-dire H(z)= 1| L(z)|.
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On appelle hamiltonien canonique et petit hamiltonien canonique les
fonctions H et h. On déduit immédiatement de la formule (5) la formule :

(8) grad H(z) = X1(a)(x)

Le gradient du hamiltonien canonique H est complet (on dit que la
fonction H est compléte) et son exponentielle est donnée par I’action de
Pexponentielle dans SO(3) de la matrice j(L(x)), c’est-a-dire :

et grad H((L‘) — etj(L(:c))x

Il suffit de remarquer que le moment L est invariant sous ’action du
groupe & un parametre qu’il engendre. On note de facon générale et/ la
coulée engendrée par le champs de vecteurs f.

3.2. Le type de stabilisateur principal.

Nous renvoyons & BREDON [Bre72] et PALAIS [Pal60] pour la démons-
tration des théoremes de la théorie des actions des groupes compacts sur
les variétés que nous utilisons ici; nous y empruntons aussi le vocabu-
laire. Nous utiliserons notamment les termes d’orbite principale, orbite
singuliére, orbite singuliére exceptionnelle (ce sont les orbites singulieres
de méme dimension que les orbites principales), stabilisateur principal etc.,
rappelons que deux sous-groupes H et K d’un groupe G ont méme type
s’ils sont conjugués.

La table des types de sous-groupes de SO(3) est donnée par :

1) il existe un seul sous-groupe de dimension 3, c’est SO(3) lui-méme;

2) il existe deux types de sous-groupe de dimension 1 qui sont SO(2)
et son normalisateur O(2);

3) les sous-groupes discrets sont les groupes cycliques & m éléments
Z/mZ, les groupes diédraux Do, = (Z/2Z) x (Z/mZ) et les groupes T, O
et | du tétraedre, de 'octaedre et de 'icosaedre.

Nous renvoyons & WOLF [Wol72] pour la classification des sous-groupe
discrets. De cette classification on déduit la nature du type de stabilisateur
principal.

THEOREME 3.1. — Le type de stabilisateur principal d’une action
effective symplectiqgue de SO(3) sur une variété symplectique (V,w) est
un sous-groupe de Lie de SO(2), c’est-d-dire : SO(2) lui-méme ou Z/mZ,
avec m € N.

Démonstration. — Soit L le moment équivariant de Paction de SO(3)
sur V, la condition d’équivariance L(A - z) = AL(z) implique I'inclusion
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St(z) C St(L(z)). Or laction coadjointe de SO(3) a deux types de
stabilisateurs : SO(2) et SO(3). Compte tenu du tableau précédent des
sous-groupes de SO(3), les seules possibilités d’inclusions sont données
par :

SO(3)
0(2) < S0(3), ZS/OT’?Z)} — SO(2) ou SO(3).
D2ma Ta Oa !

Dans le premier cas le moment correspondant est nul, car 0 € R? est le
seul point qui a SO(3) pour stabilisateur, par densité le moment est nul
partout : Paction de SO(3) est triviale par application de la formule du
moment ce qui est exclu. Il ne reste donc que les cas annoncés. |

4. Cas de Dorbite principale S2

Le cas du stabilisateur principal de type SO(2) se résoud compléetement
et ceci indépendamment de la dimension de la variété.

Soit (V,w) une variété symplectique munie d’une action symplectique
de SO(3). Nous supposerons que le type stabilisateur principal est SO(2).
Nous allons montrer que (V,w) est symplectomorphe au produit d’une
variété symplectique (M, o) sur laquelle SO(3) agit trivialement par une
sphére symplectique (52, a Surf) sur laquelle SO(3) agit naturellement,
Surf est le volume canonique de S% et a est un scalaire positif. Com-
mencgons par établir un certain nombre de propositions utiles.

Nous noterons : V' la réunion des orbites principales de SO(3), V* la
partie de V' sur laquelle le moment équivariant L ne s’annulle pas, et enfin
nous poserons V = V%N V*. La proposisition suivante est immédiate :

PROPOSITION 4.1. — Compte tenu des notations précédentes, V est un
ouvert dense de V' saturé par laction de SO(3).

PROPOSITION 4.2. — Soient (V,w) une variété symplectique munie
d’une action symplectique de SO(3) et L le moment équivariant. Si le
type des orbites principales est S? alors St(z) = St(L(z)) pour tout
z € V, le hamiltonien canonique H est constant et toutes les orbites sont
principales.

Démonstration. — Soit = € V (notations précédentes) le stabilisateur
de L(z) est le groupe des rotations autour de la doite RL(x), donc le
type de St(L(z)) est celui de St(x) or St(z) C St(L(z)) donc St(z) =
St(L(z)). Le gradient de H défini par l’action infinitésimale de L est
donc nul sur un ouvert dense de V, il est nul partout. On déduit que le
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hamiltonien canonique est constant sur V' (V' est connexe), cette constante
est nécessairement non nulle puisque l'action de SO(3) est effective.
D’autre part SO(2) est conjugué & un sous-groupe de chaque stabilisateur
non principal, ils ne peuvent donc étre que de type O(2) ou SO(3), mais le
moment s’y annulerait ce qui n’est pas possible, donc tous les stabilisateurs
sont de type SO(2) et sont conjugués entre eux (tous les sous-groupes
de type SO(2) sont conjugués dans SO(3)). On en déduit que toutes les
orbites sont principales.

La variété V est donc fibrée en sphéres sur son quotient V/SO(3)
qui est lui-méme naturellement une variété, nous allons montrer, grace
a 'existence du moment équivariant L, que cette fibration est triviale.

THEOREME 4.3. — Soit (V,w) une variété symplectique munie d’une
action symplectique de SO(3). Si le type d’orbite principale est S? il existe
sur la variété des orbites Y = V/SO(3) une structure symplectique o telle
que (V,w) soit symplectomorphe au produit de (Y, o) par une sphére sym-
plectique (5%, a Surf) ou SO(3) agit naturellement sur S? et trivialement
surY.

Démonstration. — En vertu de la PROPOSITION 4.2 le moment équiva-
riant L est de module constant, on posera ||L|| = a. On peut donc définir
I'application A = L/a & valeurs dans la sphére S%. On choisit un point
uo € S? et on pose Vo = A7 (up), alors :

1) Vb coupe toutes les orbites de SO(3) en un point et un seul :
supposons le contraire, et soit z et 2’ deux points de Vj appartenant & une
méme orbite : ' = Az avec A € SO(3), et A(z) = A(z’) = up. Mais )\ est
équivariant et donc uy = Aug, c’est-a-dire A € St(ug) or St(z) = St(uo)
(PROPOSITION 4.2) donc Az = x c'est-a-dire z = 2.

2) Vp est une sous-variété de V' : on a montré (PROPOSITION 2.3) que :
dim(T%(V)) = dim(T3(0O)) + dim(ker(dL;)). On en déduit que dL, est
de rang constant et que Vj est une sous-variété de dimension dim(V') — 2,
nous ’identifierons au quotient V// SO(3).

3) Il existe un difféomorphisme équivariant de V sur ¥ x S2 : soit
7 la projection de V sur Y, posons ¢ 'application définie sur SO(3) x Y
définie par ¢(A,y) = Ay, ¢ est invariante par le sous-groupe des rotations
autour ug, elle se factorise donc en une application différentiable 1 définie
sur le produit S? x Y. L’inverse de v est alors donnée par ¥ ~'(z) =
(m(z),M(z)) qui est évidemment différentiable. On déduit donc que %
est un diffomorphisme. Le transport de laction de SO(3) est I’action
annoncée : triviale sur Y et naturelle sur S2.

4) On transporte la structure symplectique de V sur Y x S2%, son
moment équivariant s’écrit nécessairement L(y,u) = £(y)u ou £ est une
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fonction réelle différentiable, or nous savons (4.2) que le hamiltonien
canonique est une constante non nulle, donc £(y) = a (& difféomorphisme
prés on peut choisir a > 0). Considérons 'image réciproque sur ¥ x S?
de la forme symplectique a Surf définie sur S2%, ot Surf est le volume
canonique, son moment équivariant est encore L, la différence avec la
forme symplectique initiale est donc invariante par SO(3) et a dans son
noyau les orbites de SO(3) : c’est 'image réciproque d’une 2-forme fermée
de Y, notons la . On déduit que la forme symplectique s’écrit a Surf +o
(avec les abus de notation que cette écriture sous-entend). Il est immédiat
ensuite de vérifier que o est réguliére et donc qu’elle est symplectique. En
fait (Y, o) s’identifie & la réduction symplectique & la Marsden-Weinstein
[MW74] de (V,w) & moment constant. []

5. Quelques propositions en dimension 4

Nous donnons dans ce paragraphe quelques propositions utiles pour la
classification ultérieure des SO(3)-variétés symplectiques de dimension 4.
Rappelons que le cas intéressant est celui pour lequel le stabilisateur
principal est cyclique de type Z/mZ puisque la seule autre possibilité
est SO(2) auquel cas la variété est un produit direct de la sphére par une
autre variétéé symplectique (cf. THEOREMES 3.1 et 4.3).

On considére Iapplication qui & toute 2-forme fermée w invariante
définie sur une SO(3)-variété V associe son moment équivariant L, nous
allons montrer que cette application est injective, cette remarque ramene
I’étude des structures symplectiques invariantes sur V a celle d’une
certaine partie de I’ensemble £q(V,R3) des applications différentiables
équivariantes de V dans R?; nous caractériserons ensuite cet ensemble.

PROPOSITION 5.1. — Soit (V,w) une variété symplectique de dimen-
sion 4 munie d’une action symplectique de SO(3) & stabilisateur principal
cyclique, alors w est entierement définie par son moment équivariant L.
En d’autres termes si ' est une autre forme symplectique sur V inva-
riante par SO(3) et de méme moment équivariant L, elle est égale d w.

Démonstration. — Soit w et w’ un couple de 2-formes fermées sur V
invariantes par SO(3) et possédant un méme moment équivariant L. Leur
différence @ = w — W' est une 2-forme invariante par SO(3) qui a les
orbites de SO(3) dans son noyau; en effet I’équation du moment permet
d’écrire X, | o = 0 pour tout u € R3. Ainsi « est I'image réciproque d’une
2-forme sur ’espace des orbites V// SO(3) qui est de dimension 1 et donc
a est nulle, c’est-a-dire w = w’. ||

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



380 PATRICK IGLESIAS

Remarque 5.2. — 1l est clair que la proposition précédente s’applique
encore quand on considére ’action d’un groupe de Lie dont les orbites
principales sont de codimension 1; ’ensemble des structures symplectiques
est encore un sous-ensemble de £q(V, G*).

PROPOSITION 5.3. — Soit (V,w) une SO(3)-variété symplectique de
dimension 4 : ou bien le type de stabilisateur principal est SO(2) — et
alors V est isomorphe au produit de S? par une variété symplectique W
(théoréme 4.3) — ou bien le type de stabilisateur principal est cyclique de
type Z/mZ et toute orbite singuliére est du type S? ou P%(R) : il n’y a pas
d’orbite singuliére exceptionnelle.

Démonstration. — On suppose donc que le type de stabilisateur prin-
cipal est cyclique, et soit x € V un point dont orbite O est de di-
mension 3; grice & 1’équation du moment on obtient : ker(d||L||?) =
Orth,, (X (¢)(2)); le stabilisateur de z étant discret, on en déduit que
dim ker(d||L||?) = 3; or si z est sur une orbite singuliere : d||L||? = 0
c’est-a-dire dim ker(d||L||?) = 4; donc z est principal. []

PROPOSITION 5.4. — Soit V une variété de dimension 4 munie d’une
action différentiable effective de SO(3) d type de stabilisateur principal cy-
clique. Soit w une 2-forme fermée sur V invariante par SO(3) de moment
équivariant L, w est symplectique si et seulement si son petit hamilto-
nien canonique h, défini sur V/SO(3) a valeurs dans R (diagramme 6)
est un plongement propre. En d’autres termes, h est un difféomorphisme
de V/ SO(3) sur son image h(V/SO(3)) C R. En particulier V/SO(3) ne
peut pas étre du type S*.

Démonstration. — Soit x un point de V, O lorbite de = et H le
hamiltonien canonique de w (formule (7)).

1) Supposons que O soit une orbite principale, si w est réguliere alors
dH est de rang 1, son noyau est 7,,(O). En effet, remarquons d’abord que
L(z) ne s’annulle pas (sinon 'orbite O serait isotrope et ne pourrait pas
étre de dimension 3) et rg(dL,) = dim(O) = 3 (PROPOSITION 2.3). Donc
dH, =0 = L(z) L im(dL,) (formule du moment) et alors L(z) = 0 ou
rg(dL;) < 3, ce qui est impossible. Réciproquement supposons que z soit
sur une orbite principale et ker(dH;) = T»(O), on décompose T,(V') en
la somme de T, (O) et d’un espace vectoriel E transverse au précédent.
Tout vecteur 6z € Ty(V) est la somme d’un vecteur X, (z), u € R3, et
d’un élément v € E vérifiant L(x) - dL;(v) = 0 si et seulement si v = 0.
Soit alors 8z = X, (z) + v et §'z = Xy (z) + v' deux vecteurs de T,(V),
et écrivons wy(6z,8'z) = 0 pour tout §'z. Ceci s’écrit encore :

uAL(z)+ dL,(v) =0 et w-dL,=0
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