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SUR LES SERIES L ASSOCIEES AUX
FORMES MODULAIRES
PAR

Ha Huy KHOALI (*)

RESUME. — Nous démontrons quelques théorémes de type de Weil sur les caracté-
risations des séries L associées aux formes modulaires et donnons une borne supérieure
d’une constante dans la formule de Manin des valeurs propres des opérateurs de Hecke.

ABSTRACT. — We prowe some theorems of the Weil type on characterization of
L-series associated to modular forms and give a supper bound of a constant in the
Manin’s formula of eigenvalues of Hecke operators.

0. Introduction

Dans [11] A. WEIL montre les conditions caractérisant les séries L
associées aux formes modulaires relativement au groupe I'o(N). Une
des hypotheses de Weil est que 1’équation fonctionnelle satisfaite par les
séries L soit valable pour un ensemble infini de caracteres. Dans la suite, de
nombreux articles (voir [1], [2], [3], [4], [5], [9], [12], [13], [14]) considérent
le probleme analogue dans les cas plus généraux, par exemple, les formes
automorphes. Dans ces articles, le nombre des équations fonctionnelles qui
doivent étre satisfaites s’avere également infini.

Dans le présent article nous nous intéressons aux mémes objets comme
dans [11], et démontrons quelques théorémes de type de Weil ot le nombre
des équations fonctionnelles est fini.

Dans la deuxiéme partie nous donnons une borne supérieure pour la
constante de la formule de Manin pour les valeurs propres des opérateurs
de Hecke.

(*) Texte regu le 19 novembre 1989, révisé le 13 mai 1991.
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2 KHOAI (H.H.)
1. Théorémes de type de Weil pour les
séries L associées aux formes modulaires

Soit ag,a;,asz,... une suite des nombres complexes, a, = O(n~7)
avec o > 0, et soit x un caractere de Dirichlet modulo m. On pose :

flz) = ian eZminz, L(s) = f: anpn”?®,
n=0 n=1

A(s) = (2m)°T(s)L(s), fx(2) =D anx(n)e*™™,
n=1

2m
m

Ly(s) = Z anx(n)n=*, Ay(s) = (

n=1

)_SF(s)Lx(s).

Soient C # 0, A > 0, kK > 0. Rappelons ici les conditions de Hecke-Weil :

a) A(s)+N‘s/2(as—°+]fa°

verticales (HBV) et

) est holomorphe et bornée sur les bandes

A(s) = CN*273\(k — ) ;
b) A, (s) est HBV et
Ay(s) = CxNk/2_sAx(k - )

ou C) est une constante # 0.

D’apres le théoréme de Hecke la condition a), ou N = 1, est équivalente
a ce que la fonction f(z) soit une forme modulaire de poids k relative-
ment au groupe SL(2,Z). A. WEIL montre que les conditions a) et b)
caractérisent les séries L associées aux formes modulaires relativement au
groupe I'o(N). Une des hypotheéses du théoréeme de Weil (voir [11]) est que
la condition b) soit valable pour un ensemble infini des caracteres x. Nous
donnons ici la démonstration de théoréeme de méme type, ou on demande
la condition b) pour un ensemble fini des caracteres x.

THEOREME 1.1. — Soient € un caractére de Dirichlet modulo N
et C = =1. Supposons que la condition a) est satisfaite et que la
condition b) est satisfaite pour les caractéres x de conducteurs m tels
que (m,N) = 1 et m < N%, C, = Ce(m)G(x)/G(x). Alors f(z) est
une forme modulaire de poids k relativement au groupe T'o(N) et au
caractére €.

Démonstration. — En outre pour les conditions a) et b) nous consi-
dérons la condition suivante :

ToME 120 — 1992 — ~° 1



SERIES L ASSOCIEES AUX FORMES MODULAIRES 3
. 0 -1 a b
— k S H —
c) f=Ci flk(N 0 ), ou pour chaque matrice a = (c d)
dans SL(2,Z) on pose :

flee(2) = (det )*%(cz + d)“kf((clj—__:%).

Supposons maintenant que la fonction f(z) satisfasse les conditions a)
et b) pour tout caractére x modulo m tel que (m,N) = 1 et m < N2.
Comme f(z) satisfait la condition a), elle satisfait aussi la condition c)
(cf. [8, chap. 5]). Montrons que pour toute matrice

vy = (c(]lv Z) € I'h(N)

on a:

Sib:O,alors*y:(ic ?) et

=(we 1)=(x )6 (&)
— Hy ((1) ZC)H;,I,

ot Hy = (1?[ _01).Alors:

fio=ndew (5 )} =otn(y ) Ee
= c—li—kflkH,;l = f.

Supposons maintenant que b # 0. Dans ce cas la démonstration utilise
une série de lemmes.

n —b
—~Nc m
tout caractére x modulo m ou modulo n les conditions a) et b) soient
réalisées avec C) = mx(—N)GX/(i“kG;), Cp - Cp = (-1)F, Gy~ la
somme de Gauss. Alors :

LEMME 1.2. — Soit y = ( ) € I'o(N) et supposons que pour

Cik
f|k7=c—mf'

Démonstration. — Voir [8, chap. V, Lemmes].
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4 KHOAI (H.H.)

LEMMA 1.3. — Le groupe T'o(N) admet ’ensemble suivant de généra-

teurs
a b
{(CN d)eI‘o(N), |b|§N}.
b

Démonstration. — Prenons une matrice arbitraire (C(le d) € Ly(N).

On peut supposer b > 0. Si b > N, b?> > bN et dans I’ensemble
{ax—y; 0<z,y< b},

il existe az1 —y1, az2—ys tels que (az1—y1) = (ax2—y2) mod bN ; il existe
donc des nombres z,y tels que |z| < b, |y| < b et az = y mod bN. Soient
ar =y +tbN et —b < y < 0. On pose u = (z, Nt + 1), z = (Nt + 1)u,
s = z/u. Alors |s| < b, |as + bz| < b et (2,Ns) = 1. Soient «, [ les
nombres tels que az+ BNs = 1. Il est facile de vérifier la relation suivante
de matrices de T'g(N) :

a b\ _ [ ax—bBN bz+as z =8
¢eN d) \(ca—dB)N dz+esN )\ NS « )

Le LEMME 1.3 est démontré.

LEMME 1.4. — Le groupe I'o(N) admet ’ensemble suivant de généra-
teurs :
-1 0 a b . 2
{( 0 —1>’<cN d) elo(N); 0<a,d< N }
Démonstration. — Prenons une matrice arbitraire (cifl\/ Z) dans

To(N). Grace au LEMME 1.3 on peut supposer que |b| < N. Nous
représentons a, d sous la forme suivante

a=ag+bNs,
d=dy+ bNt

ol 0 < ag,dy < |b| N < N2. On obtient :

a by _ (1 0 ao b 1 0
¢cN d) \Nt 1 (c—ds—agt)N dy Ns 1)°
Le LEMME 1.4 est démontré.
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SERIES L ASSOCIEES AUX FORMES MODULAIRES 5

Démontrons maintenant le THEOREME 1.1. Soit v = (c?\/' Z) une

matrice de I'o(IN), b # 0. On peut supposer, grace au LEMME 1.4, que 7y
a la forme

(8= O DY)

ou m,n < N2. 1l suit des hypothéses du THEOREME 1.1 que la condition
du LEMME 1.2 est réalisée pour C,, = Ci*e(m), C,, = CiFe(n). On note
alors que C,, - C,, = (—1)*. D’ott :

'k
P a2 = o = em) ™ =ela)] = <(@)F

Par conséquent on obtient :

fllﬂzflk(J\lft ?) (J(fnx Z) (]\}s [1))
“n(we ) (v 1)

—<@fe(y, 1) =@

L’holomorphie de f est démontrée comme dans ’article de WEIL.

Dans certains cas on peut réduire le nombre des équations fonction-
nelles nécessaires dans le théoreme.

THEOREME 1.5. — Soit € un caractére de Dirichlet modulo ¢" ou £
est un nombre premier, C = 1. Supposons que les conditions a) et b)
soient vérifiées par tout caractére x de conducteur m tel que (m,€) =1 et
m < £, Cy, = Ce(m)G(x)/G(x). Alors f(z) est une forme modulaire de
poids k relativement au groupe T'o(£").

Le THEOREME 1.5 suit de la démonstration du THEOREME 1.1 (la re-
lation (1)) et du LEMME suivant :

LEMME 1.6. — Le groupe I'o(€") admet ’ensemble suivant de généra-

teurs 0 ,
_1 a . i}
{(0 —1)’(0@? d>ero(f);0<a,d<£}-

Démonstration. — Soit (a(;r 2) une matrice arbitraire de I'o(¢"). On
peut supposer que a > 0. Représentons a sous la forme

a=ag+ xb,
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6 KHOAI (H.H.)

ou 0 < ag < b. Considérons les deux cas possibles :
(i) (z,€) =1. 1l existe o,y € Z tels que az + y¢" = 1. On a alors

a b\ _ [ —aa—by" ap -z -1
e d) \—(ca+dy)lr clm—dx )\ " —a)

1l est facile de vérifier que

—aa — byl" ag -z -1 -
(—(ca—i—d’y)(’ dr—dx) ’ ('yfr —a) € To(£7)
et ’égalité est vraie.

ii) (x+1,¢) = 1.1l existe o,y € Z tels que a(x + 1) +v¢" = 1. Il est
facile de vérifier 1'égalité suivante de matrices de I'o(¢") :

a b\ _ [ aa+bylm b—ap z+1 -1Y)
clr d) \(ca+dy)lr ol +dx+d " —a

On peut alors supposer que b = 1, parce que 0 < ag,b —ap < b. On a

(i a)= (e 1) (emaraner 2) (1)

ola=a+¢s,d=d+{"tet0<ad<¢.Le LEMME 1.6 est démontré.

Nous démontrons maintenant un théoréme de méme type ou le nombre
des équations fonctionnelles est infini, mais 1’ensemble de caracteres
correspondants a ces équations fonctionnelles est décrit plus simplement
que celui du théoreme de Weil.

THEOREME 1.7. — Soit € un caractére de Dirichlet modulo €7 ou £ est
un nombre premier, C = £1 et soit p une racine primitive modulo ¢".
Supposons que les conditions a) et b) soient vraies pour tout caractére x
de conducteur p™, m =1,2,...,C, = Ce(p™)G(x)/G(X). Alors f(z) est
une forme modulaire de poids k relativement au groupe I'o(€7).

Démonstration. — Prenons une matrice arbitraire a = <CZT Z)
dans I'g(¢") . Grace a la démonstration du LEMME 1.6 on peut supposer
que b = 1. D’apres les hypotheses il existe m,n tels que p™ = d — £"t,
p" =a —{£"s. 1] est facile de vérifier I’égalité suivante dans I'o(¢") :

o ()

(10 " 1 1 0)
T\t 1 (c—p"t—pms—Lrst)l” p™ sfr 1

ToME 120 — 1992 — ~° 1
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Maintenant pour démontrer le THEOREME 1.7 il suffit de répéter la
démonstration du THEOREME 1.1 en prenant la relation (2) au lieu de
la relation (1).

2. Les formules explicites pour les valeurs
propres des opérateurs de Hecke

Dans [6] Y.-I. MANIN a démontré quelques formules explicites pour les
valeurs propres des opérateurs de Hecke. Dans ces formules il y a une
constante ineffective, dont la valeur est “assez grande”. Nous donnons ici
une borne supérieure pour cette constante en utilisant les méthodes du
paragraphe précédent.

Soit P C Z x Z '’ensemble des paires des nombres premiers entre
eux. Une fonction y : P — C est dite localement constante s’il existe
un nombre M tel que y(a,b) ne dépend que de (a mod M, b mod M).

Soit d > 0 un nombre entier. On dit qu’une solution (A, A’;6,8’) de
I’équation d = AA’+66 est admissible si elle est contenue dans I’ensemble
des nombres entiers sataisfaisants les conditions supplémentaires :

(Aaé) = (Alvél) =1,

avecA>6>OoubienA’>6’>OoubienA=6,A’=1,O<§<%cl7
6§’ = 0. Pour chaque caractére de Dirichlet x et pour chaque fonction
localement constante y nous posons :

TX(d) = Z X(d)a

d|n

M) =Y x(Z)d-n(3) X v,

d|n d=AA'+68
ol la somme ), A asp 55 Y(A,8) est prise sur toutes les solutions admis-
sibles (et est égale & zéro si d = 1).

THEOREME 2.1. — Soit ¢(z) une forme modulaire parabolique de
poids 2 relativement au groupe T'o(N) et ¢1Tn = A\ @ pour tout n tel que
(n,N) = 1. Soit encore N = £" ou £ est un nombre premier, r est un
nombre entier et soit p un nombre premier qui est une racine primitive
modulo N. Alors il existe un caractére x de conducteur p™ et une fonction
localement constante y tels que

(3) An = X(")An(%xz)

pour tout n, (n,pf) = 1.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 KHOAI (H.H.)
Remarque. — Le théoréme de Manin dit que la formule (3) est vraie
pour tout n tel que (n, M) =1, ol M est un nombre fixé assez grand.
La démonstration utilise quelques lemmes.
LEMME 2.2. — Soit ¢(z) une forme modulaire parabolique de poids 2

relativement au groupe T'o(N) et (a b) € Sl(2,Z). Posons :

—a/c
Y(e,d) = / /
b/d b/d

Alors Y(c,d) = Y(—c,—d) ne dépend que de (c mod N,d mod N), c’est-
a-dire que y est une fonction localement constante.

Démonstration. — Voir [6].
LEMME 2.3. — Soit ¢(z) une forme modulaire parabolique de poids 2

b) € SL(2,Z). Pour tout d tel

relativement au groupe T'o(N) et soit d

que (d,2N) =1, on a:

/b/d /_W Jodz= Y v(a.6)

0<b<d/2 d=AA"+66

(b,d)=

ot la somme de droite est prise sur toutes les solutions admissibles.
Démonstration. — Voir [6].

LEMME 2.4. — Soit ¢(z) une forme modulaire parabolique de poids 2
relativement au groupe I'o(N) et soit ¢|T = A\ pour tout n tel que
(n,2N )

) Si fo 2)dz =0, alors :

) Y9 =0

d|nd=AA+66

pour tout n tel que (n,2N) = 1.
b) Si Owo ¢(z)dz # 0, alors, en posant

w80 =u8,6) / [ o),

TOME 120 — 1992 — ~n° 1
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on a
oo(n) =An=0o(m) ) D y(A0)
d|nd=AA"+66
pour tout n tel que (n,2N) = 1. La somme est prise sur toutes les

solutions admissibles. Les fonctions Y (A, ) et y(A,8) ne dépendent que
de (A, 6) mod N.

Démonstration. — Voir [6].

LEMME 2.5. — Supposons que foioo ¢(z)dz = 0. Alors sous les hy-
pothéses du Théoréme 2.1, il existe un caractére de Dirichlet x de conduc-
teur p™ tel que :

100
/ by(2)dz 0.
0
Démonstration. — Supposons que pour tout caractere de Dirichlet
modulo p™, m=1,2,...,0ona:
100
(4) | adaras=o
0
Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur p™ et G(x) la somme de
Gauss : ‘
G = 5 x(k)ermem,
k mod p™
On a alors
G(x) . b
(5) oul2) == Y Xz + =)
p bmod p™ p

olt x*(b) = x~1(—b). Gréces aux relations (4) et (5) on obtient :

(6) 3 x*(b)/oiooqﬁ(z+pim)dz=0.

k mod p™

Le systeme d’équations (6) est satisfait par tout caractére primitif x
modulo p™, x # 1. On montre maintenant qu’il I'est pour xy = 1.
Par les hypotheses et les formules pour les opérateurs de Hecke on a :

M 0=apm [ sd= [ (0,) 00

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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ST AT e

bdnLo:d
_ d p "z +b d7'pmz+b\
-y [y
bmgdd
= Z /b d(z)dz = Z / #(z +b/d)d
bdrrlxgdd bdnllgdd

La relation (7) pour m = 1 nous donne (6) pour x =1 et m = 1. On
note :

> =/0ioo¢(z+g)dz
ISy

bmodp b mod p? bmod p™

Alors la relation (6) pour x = 1 et pour tout m est démontrée par
induction. Ainsi, nous avons démontré (6) pour tout caractére primitif x
de conducteur p™. De I'indépendance de caracteres il suit que

/Oioo¢(z+pim)dz=0

pour tout m > 0 et b mod p™.

Nous démontrons maintenant que f(:’ /d ¢(z)dz = 0 pour tout d € N
et b mod d. On a besoin du lemme suivant.

LEMME 2.6. — Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, le groupe I'o(N)
admet U’ensemble suivant de générateurs :

{(_01 —01)’(;11\1 plr)n> €To(N); m=0,1,2,..,}.

Démonstration. — Prenons une matrice arbitraire (z N Zt/) dans

I'o(N). Comme dans la démonstration du THEOREME 1.7 on peut suppo-
ser que y = 1. Des hypothéses du THEOREME 2.1 il suit qu’il existe m > 0
et s entier tels que :

p™ =t+sN.

TOME 120 — 1992 — ~° 1
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(v )= (v ) (eaon om):

Le LEMME 2.6 est démontré.

On a alors :

On notera maintenant par H le demi-plan de Poincaré, Xn(C) la
surface de Riemann qui est la compactification de H/T'¢(N). Pour chaque
paire a, 3 € H U Q U {iocc} on notera par {e, 8} € Hi(Xn,R) la
classe d’homologie sur X (C) de I'image de la courbe de o & 5 dans H.
Considérons I'application :

0: To(N) — Hy(Xn,Z)
<c?\/' fl) — {0’%}'

MANIN a démontré que 0 est un holomorphisme surjectif (cf. [7]).
Soit ¢ la forme différentielle sur Xn(C) qui est induite par ¢(z)dz.
Pour les résultats ci-dessus, on a

o=
{0,b/p™}

pour tout m > 0, b mod p™. Grace au LEMME 2.6 et la surjectivité de
I’holomorphisme de Manin on obtient

o
{0,b/d}

pour tout d € N, b mod d, c’est-a-dire, ¢ est de période nulle, et ¢(z) = 0.
Le LEMME 2.5 est démontré.

Supposons maintenant que x est le caractére de Dirichlet de conduc-
teur p™ tel que fo ox(2)dz # 0, qui existe pour le LEMME 2.5. On
sait que ¢, (z) est une forme modulaire parabolique de poids 2 relati-
vement au groupe I'o(p>™N) et que d)xl T, = X(n)Andy pour tout n tel
que (n,pN) =1 (cf. [4]).

Pour toute matrice Z 2 € SL(2,Z) nous posons :

et = (| /: +f b/:) o)z | " p(e)d.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



12 KHOAI (H.H.)
Pour le LEMME 2.2 cette fonction ne dépend que de
(c mod p*™N,d mod p*™N).

De la démonstration de MANIN (voir [6]) on a

S G- xmA =Y re () D u(A)

dln dln d=AA’+66

pour tout n tel que (m,p?™N) = 1, clest-a-dire, pour tout n tel
que (n,pf) = 1. Le THEOREME 2.1 est démontré.
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