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LIEU DES POLES D'UN SYSTEME HOLONOME

D'ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES

PAR

CLAUDE SABBAH (*)

RÉSUMÉ. — Nous montrons que tout système holonome algébrique d'équations aux
différences finies admet une base dans laquelle les pôles des matrices des opérateurs
de translation sont contenus dans une réunion d'hyperplans affines dont la direction
linéaire est à coefficients dans Z.

ABSTRACT. — We show that every holonomic System of algebraic finite différence
équations admits a basis for which thé pôles of thé translation matrices are contained
in a finite union of affine hyperplanes having a linear direction with coefficients in Z.

0. Introduction

0.1. — Soit C(s) le corps des fractions rationnelles à p varia-
bles s = ( . s i , . . . , 5p). Un système rationnel holonome adéquations aux
différences finies (noté EDF) 97î(.s) est par définition un C(5)-espace vec-
toriel de dimension finie r muni d'opérateurs de translation inversibles
TI, . . . , Tp qui commutent, qui sont C-linéaires et qui satisfont les relations
de commutation :

Ti • Sj = Sj • Ti Si i ̂  J,

Ti - S i = (5,+1) -Ti M î = !,...,?.

Soit m une C(.s)-base de W(s) et Ai(s) e GL(r,C(s)) la matrice de T,
dans cette base. La commutation des r^ s'exprime par la relation

(0.2) A,(s + 1,) • A,(s) = A,{s + 1,) • A,(s)

(*) Texte reçu le 16 mai 1991, révisé le 10 octobre 1991.
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372 SABBAH (C.)

pour tous î, j = 1 , . . . , p, où 1^ désigne le î-ième vecteur de la base naturelle
de CP. Le fait que TI soit inversible signifie que A^ est inversible et la
matrice de r^1 dans la base m est égale à :

A,(s-l,)-\

Si mf = B(s) • m est une autre base, avec B(s) e GL(r, C(^)) la matrice
A^(s) de Ti dans la base m' est donnée par :
(0.3) A[{s) = B(s + 1,) . A,(s) • B(s)-1.
L'ensemble des classes d'isomorphisme de systèmes holonomes d'EDF de
dimension r est donc le quotient de l'ensemble des ( A i , . . . , A p ) dans
GL(r,C(s))P satisfaisant la relation de commutation (0.2) modulo la
relation de cobord (0.3).

0.4. Une solution méromorphe de 9Jt(s) est un homomorphisme
r'^-linéaire de W(s) dans l'espace Me^C^) des fonctions méro-

morphes sur Cp (ce dernier est naturellement muni d'une structure de mo-
dule à gauche sur l'anneau des opérateurs aux différences C^^T.T'"'1)).
Si on choisit une base m de SJÎ^), l'image de cette base par une solution
est un r-vecteur ((^i , . . . ,^) de fonctions méromorphes qui satisfait le
système :

C(5)(r,T-1

^l(5+l.) ^i(^)
=A,(s)

[^(5+1,)_

Si B(s) e GL(r,C(5)), le r-vecteur

B(5).

^r(s)

^iÇs)

^r(s)

est alors solution d'un système équivalent au précédent.

0.5. — Les systèmes holonomes d'EDF généralisent les relations de
contiguïté satisfaites par les fonctions hypergéométriques classiques. Pour
celles-ci, le système d'EDF est de dimension 1 sur C(s). La structure d'un
tel système est alors simple : on montre facilement (voir [16], ce résultat
a été aussi retrouvé par M. SATO vers 1970 [2l], voir aussi [11]) que tout
tel système est isomorphe au système satisfait par la fonction

^•••^nntw-")^
L a

avec L et a comme ci-dessous, c i , . . . ,Cp e C* et 7^,0 6 Z. Nous allons
montrer une généralisation de ce résultat pour tout système holonome
d'EDF :
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ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES 373

THÉORÈME 0.6. — Soit 9Jt(5) un système rationnel holonome d'EDF.
Il existe une hase m de 97t(s) dans laquelle pour tout i = l,...,p la
matrice de TI et celle de r^~1 ont pour pôles une réunion d'hyperplans
d'équation L(s)—a = 0 où L parcourt un ensemble fini de formes linéaires
à coefficients dans î premiers entre eux et a un ensemble fini de nombres
complexes.

0.7. — La démonstration de ce théorème se fait en plusieurs temps.
Nous considérons un système algébrique holonome d'EDF (défini sur
l'anneau C[s\(r^r~1)) tel que :

^{s)=C{s)^c[s}^-

Nous montrons qu'après localisation hors d'une réunion d'hyperplans du
type voulu le module

^loc^C^^]^

est de type fini (§1) et projectif (§2) sur C[s]^ (qui désigne l'anneau
localisé considéré). Nous utilisons ici les techniques développées dans [19]
à propos des polynômes de Bernstein à plusieurs variables. Si l'on appelle
lieu singulier de W l'ensemble des points de C^ au voisinage desquels 9JI
n'est pas localement libre, ce résultat signifie que le lieu singulier de 9JI est
une réunion d'hyperplans comme ci-dessus.

Au § 3 nous montrons que, quitte à localiser encore, ce module est libre
en utilisant de plus le théorème de Quillen-SousIin [18]. Le point délicat
est la construction d'un réseau particulier (€[5]-sous-module de type fini)
de 9JÎ. Nous montrons un peu plus : l'ouvert sur lequel le module est
localement libre peut être recouvert par un nombre fini d'ouverts qui
sont des complémentaires d'hyperplans, sur chacun desquels le module
est libre. Autrement dit, ce module localement libre peut être représenté
par un cocycle pour lequel les matrices de changement de cartes (ainsi que
leurs inverses) ont des pôles le long d'hyperplans du type décrit ci-dessus.

0.8. — Très peu de travaux ont été consacrés jusqu'à présent aux
systèmes holonomes d'EDF à plusieurs variables. Signalons toutefois les
articles [1] et [17] sur ce sujet, ainsi que des travaux plus anciens sur les
systèmes hypergéométriques. Voici une série de questions qui semblent
intéressantes :

(Qi)- — On peut montrer, en adaptant la preuve de [11, §4] faite
pour les systèmes de Gauss-Manin, que si M. est un P-module holonome
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374 SABBAH (C.)

régulier (y compris à l'infini) sur le tore Tp et si W(s) désigne son
transformé de Mellin rationnel (voir § 1), l'espace des solutions de 3Jî(5) à
valeurs dans les fonctions méromorphes sur Cp à croissance exponentielle
d'ordre 1 à l'infini est un espace vectoriel sur le corps des fonctions
rationnelles en Tj = exp(—2î7r^) (j = !,...,?) de dimension égale à
dimc(s) W{s). Par ailleurs, d'après J.-P. RAMIS (voir [2]), ce résultat est
aussi vrai lorsque le nombre de variables p est 1, sans hypothèse de
régularité. Etendre ce résultat pour p quelconque nécessite sans doute
une meilleure connaissance de la structure des P-modules holonomes
irréguliers. Plus généralement, on aimerait avoir des théorèmes d'indice
pour les systèmes holonomes d'EDF.

(0,2)' — II doit être possible de définir le complexe des solutions
analytiques d'un système d'EDF comme étant un complexe de faisceaux
sur le tore quotient de CP par les translations, et de coordonnées Tj
introduites ci-dessus. Lorsque 9JÎ est holonome, ce complexe doit être à
cohomologie de type fini sur C[T, T~1] (autrement dit doit être un faisceau
algébrique cohérent sur ce tore), et lorsque W est transformé de Mellin
d'un P-module holonome régulier (y compris à l'infini) sur le tore, ce
complexe doit s'identifier, par un théorème de comparaison, au complexe
des sections globales JÎF^ (g)-C), où F est le complexe des solutions de M.
et £ le système local naturel de rang 1 (sur l'anneau C[T, T~1]) sur le tore
(voir [11, §3, rem. 3]).

(Qs)- — Montrer une correspondance de Riemann-Hilbert pour les
systèmes holonomes d'EDF. Lorsque p = 1, il existe des énoncés (voir
[4], [14]). Le résultat doit sans doute s'appuyer sur une étude locale
en s = ±00, donnée par [10] dans le cas "régulier à l'infini" et par [9]
dans le cas général. Le calcul des matrices de connexion soulevé dans [1]
semble se rattacher à ce type de question.

(Q4). — Les bases que nous construisons dans le THÉORÈME 0.6 ne
sont pas de nature géométrique. Pour obtenir des bases correspondant
par exemple à celles construites par A. VARCHENKO [23] dans le cas
d'un arrangement d'hyperplans, il faut probablement faire intervenir une
filtration de Hodge de 97Î.

Je remercie François LOESER pour les nombreuses discussions que nous
avons eues à ce sujet. Notamment lui est due l'idée d'utiliser ici le théorème
de Quillen-SousIin.

1. Finitude

1.1. — Nous rappelons d'abord quelques notations utilisées dans [11].
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ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES 375

Soit Tp ^ (C*)^ le tore complexe de dimension p et soit C^.t"1]^)
l'algèbre des opérateurs différentiels algébriques sur Tp^ où t = ( ^ i , . . . , tp)
et t9t = (t\Q^,... ,tp<9fp). La correspondance TI = ti et si = —ti9^ iden-
tifie cette algèbre à l'algèbre C[s}(r^r~1) des opérateurs aux différences
finies, c'est-à-dire l'algèbre quotient de l'algèbre libre engendrée par C[s]
et C[T,T"1] par les relations introduites au §0.1.

Soit M un Prp-module cohérent (à gauche), M(TP) le C^"1]^)-
module des sections globales de M. (ici, VTP désigne le faisceau des
opérateurs différentiels algébriques sur TP). Nous appellerons trans-
formé de Mellin algébrique de .M, noté 97t(.M), le module M^TP) vu
comme C [s] {T.T" ̂ -module. Nous dirons que 9Jt(.M) est un système
algébrique holonome d'équations aux différences finies si M. est VTP-
holonome.

Nous avons montré (voir [11, th. 1.2.1]) que tout système rationnel
holonome d'EDF 9Jt(s) peut s'écrire

W(s)=C{s)(S)c[s}W^

où 2JI est le transformé de Mellin d'un P^p-module holonome M.
Oublions la correspondance introduite ci-dessus et considérons le mo-

dule .M [5]^ sur l'anneau C[s](r, r~1) (g)c "DT?' En tant que C[s} (g)c OTP-
module on a

M^t8 =C[5]0cA^
et l'action de t9t est donnée par

ti9t, • (1 0 m) = 1 (g) (tiQt.m) + Si (g) m

et celle de r par

TÎ ' (P(s) (g) m) = P{s + 1,) (g) tim.

Alors .M[5]^ est un C[s](r,r~1) (g)c 'Prp-module à gauche cohérent. Si B
est une partie multiplicative de C[s], nous notons C[s]B l'anneau obtenu
en inversant les éléments de B. Nous définissons ainsi M[s\^t8. Soit
j : TP ̂  (P1)^ = X l'inclusion.

THÉORÈME 1.2. — Soit M. un VTP-module holonome. Il existe une
partie multiplicative B engendrée par les translatées par des entiers d'un
nombre fini de formes affines L(s) — a, où L et a sont comme dans 0.6,
telle que j^M[s}Bt8 soit Vx[s] B-cohérent.

1.3. — Nous prenons ici les notations de [6] pour les foncteurs sur
les P-modules algébriques. Il est immédiat de vérifier que j+M[s\t8 est
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cohérent sur Vx[s](r^r~1). Plus précisément, considérons une carte Cp

de X, par exemple la carte de coordonnées ^ i , . . . , t p et notons encore
j : TP ̂  CP l'inclusion. Alors J+A4 est encore Pcp-holonome, d'après [3].
La donnée de j-^M. est équivalente à la donnée des sections globales
j+.A^O3). Ce dernier module n'est autre que J^I(TP) vu comme C[t](9t)-
module (ma l'inclusion C[t](9t) C C^-1]^)). Ainsi M(TP) est de
type fini sur C[t](9t}. Nous allons vérifier que j^.M[s\t8 est cohérent sur
C[s](r~1) (g) VCP' Soit m ç M(TP) un générateur de M(TP) sur C[t](9t)
(qui existe d'après le théorème de Stafford, voir par exemple [5]). Tout
élément de MÇT^^t8 s'écrit (P(t,9t,s) ' m)t8 et l'on a

T, • [{Qt,m)t8} = (ti9t,m)t8

= (ti9t, -Si)(mt8)
donc

(9t,m)t8 = r,-\ti9t, - s,)(mt8)

ce qui prouve que (P(t, <9^, s) ' m)t8 ç. C[t, s](9t)(r~1} ' mt8. [\

COROLLAIRE 1.4. — Soit A4 un Pyp -module holonome. Si B est comme
dans 1.2, le transformé de Mellin localisé WÇAd)^ ^ Cj^]^ 0c[s] W(M)
est de type fini sur C[s]s-

Démonstration. — Soient T^ = SpecC[s]B[t^t~1] et p la projection
T^ -^ SpecC[^. On a [11, Lemme 1.2.2] :

yJî(M)B=P^M[s}Jsts.

On utilise alors la propriété de composition des images directes et la
conservation de la cohérence par image directe propre (voir [6], dont
la démonstration s'étend au cas "avec paramètres" considéré ici) : on
a p = TT o j , avec TT : (P^)^ —» SpecC^]^ propre. Du THÉORÈME 1.2 on
déduit que p^.M.[s\ist8 = 7r-^[j^-A4[s}^t8} est de type fini sur €[5]^. []

La suite de ce paragraphe sera consacrée à la preuve du THÉORÈME 1.2.

1.5. — Soit S un éventail de (Q^)* (espace des formes linéaires sur Q^)
subdivisant l'éventail correspondant à X = (P1)P et X^ la variété torique
associée, que nous supposerons toujours lisse dans la suite (nous dirons
alors que l'éventail est régulier', voir par exemple [7], [8], [15], [22] pour
toutes les notions concernant les variétés toriques). On dispose donc d'une
modification propre p^. '- X^ —>• X et d'une inclusion j^ : TP ̂  X^ avec
PS ° Js = J - II suffit donc de montrer qu'il existe un tel éventail E et
une famille B du type voulu tels que jE+A^]^5 soit T>x^[s}B~cohéreni.
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Par ailleurs la question est locale sur X et il suffit de se placer au
voisinage de chaque orbite de l'action torique. Nous ne considérerons que
l'orbite de dimension 0 définie par t^ = ' - • = tp = 0, les autres cas se
traitant de manière analogue. Nous nous plaçons donc dans la carte C^
de coordonnées t\,..., tp et nous cherchons un éventail qui subdivise le
premier octant de (Q^)*.

1.6. —Nous allons indiquer les propriétés des multi-filtrations qui nous
seront utiles. Nous renvoyons à [19] pour les propriétés élémentaires. Soit
VC[t](9t) la ^-filtration indexée par V pour laquelle ti est de degré -1^
et <9^ de degré 1^ (si 1̂  désigne le z-ième vecteur de la base canonique
de V). Cette p-filtration s'étend de manière naturelle à C^.t""1]^) :
on donne le degré 1, à ^-1. Notons qu'on dispose sur C^"1]^) de
plusieurs filtrations de ce type (ti de degré ^ avec ci = =L1), chacune
correspondant à une carte naturelle V C (P^. Nous avons utilisé ici
la carte de coordonnées ^ i , . . . ,^p, mais nous utiliserons aussi les autres
cartes plus loin. Remarquons que pour tout a ç P tel que o-i <, 0 pour
tout i = 1,... ,p, on a :

v^c[t}(at)=v^t-l](t9t).

Soit F un cône (convexe, polyédral, rationnel, fermé) dans le pre-
mier octant de (Q^)*. On définit comme dans loc. cit. la p-filtration
^C^-1]^) indexée par V.

Soit J\f un C^-^tô^-module de type fini. Une p-filtration UAf est
bonne (pour VC^,^""1]^)) si le module de Rees

UuW^ Q) U^Af-v^ cM[v,v-1}
0-çî.P

est de type fini sur l'anneau de Rees T^yC^t'"1]^) défini de manière
analogue, où v = ( î ; i , . . . , Vp) sont de nouvelles variables. On définit aussi
^U^f pour tout cône F comme ci-dessus et si UJ\f est Y-bonne, alors ^A/"
est r Y-bonne. Soit V C Q^ le réseau standard. On considère l'anneau
torique C[F H V\ associé au cône F. Alors

TZr^AO^ (^^A/-.^
O-çïP

est un C[r n Z^-module.
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Le résultat suivant est une adaptation du théorème d'aplatissement de
Hironaka, analogue à celle donnée dans [19]. Nous indiquerons comment
s'y ramener en appendice (§ 1.12).

THÉORÈME 1.7. — Soit M un Ht.t-^tQt)-module de type fini et UJV
une p-filtration V-bonne. Il existe un éventail S"1' (qu'on peut supposer
régulier) subdivisant le premier octant de (Q^)* tel que pour tout cône F
de E4-, Uru(Af) soit plat sur CpT H V\.

Si F est un cône régulier de platitude pour UM (i.e comme dans le
théorème) et si L i , . . . , Lp sont les formes linéaires primitives sur les arêtes
de F, on a en particulier pour tout a G P

(1.8) ^A/-^ H ,̂) ̂ H^),
i=l L

où la dernière intersection est prise pour toutes les formes linéaires
primitives dans F. Par ailleurs, la p-filtration UAf définie par

u.u^^u^
L

où l'intersection est prise pour toutes les formes linéaires primitives dans
le premier octant de (Q^)*, est aussi une p-filtration Y-bonne, appelée
p-filtration saturée de UN.

1.9. —On note Xy = Spec CfmZ^] la variété torique affine associée au
cône F. Nous supposerons (comme nous l'avons déjà indiqué) que Xp est
lisse (en particuler F est simplicial). Si F est de dimension fc, la variété Xp
est isomorphe à C^ x (C*)^. Soit pr : Xr -> C^ la modification naturelle
et jr '' (C*)^ —> Xr l'inclusion. Si F est de dimension p, on a un système
de coordonnées ^ i , . . . , U p sur Xr tel que pr soit monomiale. Si F' est
une face de F, Xr' est un ouvert de Zariski dense de Xp défini par des
équations (uj -^ 0)^çj avec J C {!,...,?}, de sorte que Xr' hérite des
coordonnées de Xp.

PROPOSITION 1.10. — II existe un éventail (régulier) Î  subdivi-
sant le premier octant de (Q^)* et pour chaque cône F de dimension p
de S+ des polynômes br,z C C[A] - {0} (i = !,...,?) tels que pour
toute p-filtration WM(TP) de M(TP) (identifié à (jr+M)(Xr)) bonne
pour VC[u,u~^}{u9u) il existe des entiers ni pour lesquels on a pour
tout a ç V :

ni

( II ^i^u. + k + (T,)) • Wa(M(T1')') c W^-i. (M(TP)).
k=—ni

TOME 120 — 1992 — ?3
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Démonstration. — Commençons par remarquer comme dans [20, § 1.3]
que si la propriété est vraie pour une bonne p-filtration W elle est
vraie pour toute bonne p-filtration. Soit alors UM(TP) une p-filtration
de M(TP) bonne pour VC^.t-1}^). A tout cône F de dimension p
dans le premier octant de (Q^)* on associe une p-filtration ^UM(TP)
bonne pour ^VC[t^t~l](t9t) comme indiqué plus haut. Par ailleurs on a
un isomorphisme

C^t-^tQ^^C^u-1}^)

induit par pp^ où tj est un monôme en les Ui et, si Li , . . . ,Lp sont les
formes linéaires primitives sur les arêtes de F, on a UiOu, = Li(tQt).
Cet isomorphisme identifie ^VC[t,t~l}(t9t) à VC^u-^uQu) avec un
changement d'indice induit par un isomorphisme de V, que nous sous-
entendrons dans la suite

^C^t-^tQt) = V^C^u-^uQn)

avec s', = Li(s). Par suite ^UM{TP) est bonne pour VC^u-^uQu).
Nous allons montrer la proposition pour une bonne p-filtration obtenue
de cette manière.

Soient alors m un générateur de M(TP) sur C[t,t~~l}{t9t) et

UM(TÎ>)=VC[t^-l}(t9t}'m

et soit T,^ un éventail de platitude pour UM(TP). Pour tout cône F de
dimension p de S+, on a

^UM(TÏ)) = VC^u-^uQn) •m

et on déduit la proposition dans ce cas en utilisant la relation de Bernstein
pour chaque fonction Uz et la relation (1.8) (voir [19, § 3]). []

Terminons maintenant la preuve du THÉORÈME 1.2. Soit F un cône de
dimension p de S"^ (donné par la proposition précédente) ; posons comme
plus haut

s\ = Li(s) i= l , . . . ,p ,

et soit r[ l'opérateur de translation associé. On a :

M[s}t8 = M^u8'.
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Soit m e M^). De manière analogue à [20, § l], on déduit des identités
de Bernstein pour m les identités suivantes pour mu3'

BvA-s'i) ' {rnu81) = P{u, 9^ s') • r[(mu8)

=^Q(u,9^sf)'(musf),

où Br,z(-^) est égal au produit n^=-n br i{-s', + k) pour la p-filtration
VC^u-^W'm.

Nous avons déjà indiqué au §1.3 que le module JY^M[s'}u8 est
cohérent sur ^XrM^7"1) et est engendré par mu8' si m est un généra-
teur de (jr-}-M)(Xr). Soit Br la partie multiplicative engendrée par les
polynômes Br,z(-^ + a,) avec a, ç N*. Si on inverse Br, la relation
ci-dessus implique que pour tout k > 1 on a :

^•(mu^çV^s^.

Donc JY+M^B^u8 est cohérent sur Vxr^Br' D

1.11. — Résumons la construction de la famille B. Fixons un généra-
teur m de M^). Considérons les points fixes de l'action torique de (C*)^
sur X = (P1)^, c'est-à-dire les points dont les coordonnées sont 0 ou oo.
Chaque point fixe correspond à un octant de (Q^)*. Nous choisissons alors
un éventail S de (Q^)* qui induit (ou raffine) l'éventail fourni dans chaque
octant par la PROPOSITION 1.10 pour la p-filtration de MÇT^ engendrée
par m sur la p-filtration de C^.t-1]^) associée à cet octant. Pour cha-
que cône F de dimension p de E, soit Br C C[s] la partie multiplicative
engendrée par les By^-L^,..., Sp) + k) avec k <E Z. Enfin soit B la
partie multiplicative engendrée par les Br. Cette famille convient pour le
THÉORÈME 1.2.

1.12. Appendice : démonstration du théorème 1.7
Reprenons les notations du § 1.6. Posons

nv(C[t](9t))=Q)V^C[t](9t)^^
a

'^v(C[t,t-l](t9t))=(^V,C[t,t-l](tat) • v"
(7

=C[t}(t8t)^cC[w,w-1],

avec w, = tiv^~1 e nv(C[t}{8t)). On a

nvÇC^t-^tQt)) == Tïv(C[t}{8t})[w-1}
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et on en déduit que ^(C^"1]^)) est plat sur Kv(C[t}(9t)). De la
même manière, on voit que pour tout cône F on a

^^rv(C[t,t-l}{t9t})=^^rv(C[t}(9t)) ®^(^^ nv^t-^tQt)).

On en déduit qu'il suffit de montrer le théorème pour un C[t}{9t)-
module Af. Par un argument de fidèle platitude et du fait de la compacité
de (P1)^, on est ramené à montrer le résultat pour un module Af^ sur
l'anneau P^i^p, qui est l'énoncé local montré dans [19]. []

2. Projectivité

2.1. Dualité et image directe. — Nous utiliserons ci-dessous les
résultats sur la dualité et l'image directe démontrés par exemple dans [6],
étendus au cas des 'Djc [«^-modules cohérents, où B est une partie
multiplicative dans C[s]. Les démonstrations sont identiques, du fait que
l'anneau de paramètres C[s}s est un anneau nœthérien régulier. Nous
noterons D le foncteur de dualité de ^ohC^I5]^) et de la même manière
celui de D^(C[s]s) (complexes bornés de C [^-modules à cohomologie
de type fini). On a un théorème de bidualité D o D ^ Id et un théorème
de dualité relative pour un morphisme propre TV : X —> Y : TT+D = DTT+.
Enfin, si M. est un T>TP -module holonome, nous noterons A4* le DTP-
module holonome dual, à savoir le VTP -module à gauche correspondant
au VTP -module à droite Sxt^ÇM^V) (voir par exemple [5]).

Soit M. un VTP -module holonome et soit B une partie multiplicative
de C[s] construite comme au § 1.11. Nous allons montrer :

THÉORÈME 2.2. — Soit 9Jt le transformé de Mellin de M. Alors
C[s}B 0c[s] ̂  es^ projectif de type fini sur C[s}e.

Le point-clé pour la démonstration du THÉORÈME 2.2 est la :

PROPOSITION 2.3. — Dans les conditions de 2.2 on a un isomorphisme
dans la catégorie dérivée Db(Vx[s}B)

Dj^MW^j+DÇMW).

Admettons ce résultat pour le moment. Le terme de droite dans la
proposition s'exprime à l'aide du lemme suivant :

LEMME 2.4. — On a D(M[s]t8) = .M*^-5.
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Preuve. — Fixons une résolution libre de AdÇT^ sur Cit,^"'1]^^) :

... -> C^t-^tQt)^1 -^ CM-1]^1 -A^ ...

•••—^C^t-^tQtY0 —^M-^0

où 'Ai désigne la multiplication à droite par une matrice à r^i lignes et î^
colonnes. Une résolution libre de ^[sjt5 est obtenue en considérant

...^c^r^.]^^-^^^...

... •AO{tat~s) ) C^t-^s^tOtV0 — M^t8 -. 0.

On en déduit, pour les faisceaux de cohomologie W, que

) {0} pour j -^ 0,
W(D.M[^)= l J

v / M^s^-8-1 ̂  M^s}^8 pomj=0. D

Démonstration du théorème 2.2. — Soit TT la projection

X x SpecC[.s]^ —> SpecC[.s]^.

On a WB d^ C[s]B ^c[s] w = Tr+J+.^^^t5. Donc :

DWB=G7^^j+M[s]Bts

= Tr^.Dj^M^Bt8 (dualité relative pour un morphisme propre)
= 7r^j^DM[s]Bt8 (PROPOSITION 2.3)
= Tr+j+.M*^]^"5 (LEMME 2.4 et platitude de C[s]e sur C[s]).

Si L désigne Pinvolution Si v-> —Si (pour tout i = !,...,?) sur C[s] et
si M est un C[s]^-module, on note uM le C[5]^-module muni de l'action
composée avec i. Alors si 9Jt* est le transformé de Mellin de M. *, on a :

D9JÎ^ = 7^^M^s]Bt~s = [iW]B = i[m^}.

En particulier D9JÎ^ est concentré en degré 0, c'est-à-dire

Ext^^ (37t^ C[S\B) = 0 pour j ̂  0

et donc 971 a est projectif sur €[5]^. []
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Remarque. — La démonstration ci-dessus montre aussi que (97Î*)^
est de type fini et projectif sur C[5]^ (la projectivité utilise la bidualité
DDMW ^ MW dans D^VxW)-

2.5. P[s]5-modules spécialisables. — Avant de passer à la démons-
tration de 2.3, nous allons étendre à l'anneau "D[s}]s (où B est ici une
partie multiplicative de C[s] et s = (si , . . . , S p ) ) les notions et résultats
sur la spécialisation de P-modules (voir par exemple [13]). Soit donc Z
une variété algébrique lisse sur C et Yi une hypersurface lisse de Z.
Considérons sur Vz[s\B d£f ^[s\B ̂ c ̂ z la filtration

^(VzW^C^^c'VÇVz).

où lV/Dz est la filtration de Vz associée à Phypersurface Yi : sur un
ouvert affine U de Z on a

^VzÇu) ={pç Vz(u) | P . Zy, {uy c IY, (uy^ vj e z}
si IY^ désigne l'idéal de Yi. Nous dirons qu'un P^ [^-module cohérent J\f
est spécialisable le long de (Vi^i) si les deux propriétés suivantes sont
satisfaites :

(51) Dans toute carte affine U de Z, si ti est une équation de Yi, il
existe une filtration lU^f indexée par Z et bonne pour lVkVz[s}B qui
admet un polynôme de Bernstein, c'est-à-dire qu'il existe &i C C[A] — {0}
avec, pour tout k ç. Z,

h(t,9t, + 5i + k) •1^^ C 'Uk-iM.

(52) Pour tout k e Z on a b^ + A;) e B.

De la même manière que dans [13], on vérifie les résultats suivants :
1) Si les propriétés (Si) et (S2) sont satisfaites pour un bonne

filtration locale, elles le sont pour toute bonne filtration locale.
2) La catégorie des T>z [s] ̂ -modules spécialisables le long de (Vi,^)

est abélienne et stable par extensions.
3) Cette catégorie est aussi stable par dualité, de même que la sous-

catégorie de D^(Vz[s}ï3) formée des complexes à cohomologie spéciali-
sable. Il suffit en effet de le montrer pour la première catégorie, et de plus
la question est locale. On procède dans ce cas comme dans loc. cit. en
considérant une résolution par des modules spécialisables élémentaires.
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