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APPROXIMANTS DE PADE ET U-DERIVATION
PAR

DANIEL DUVERNEY (*)

RESUME. — La notion de U-dérivation nous permet de construire explicitement
des suites de polynémes orthogonaux formels relativement & certaines formes linéaires
sur K[X], ot K est un corps commutatif arbitraire. Nous en déduisons la diagonale de
la table de Padé des séries formelles ;7% X ™ /un et 1+ ZIﬁX " /(uiuz - - - uyn), dans
le cas oll Up+1 = qun + 7, ¢ € K*, et nous donnons une majoration du reste de ces
approximants lorsque K est muni d’une valeur absolue | |.

ABSTRACT. — The notion of U-derivation allows us to construct explicitily
sequences of formal orthogonal polynomials with respect to some linear forms of K[X],
where K is an arbitrary commutative field. From this we get the diagonal of the
Padé table of the formal series Ej;iolX”/un and 1 + E:SX"/(uluz -+-up) in case
Un41 = qup+T, ¢ € K*, and we give an upper bound for the rest of these approximants
when K possesses an absolute value | |.

1. Introduction

a) Le but de ce travail est de montrer comment obtenir explicitement
la diagonale de la table de Padé de certaines séries formelles. La méthode
proposée se base sur la notion de U-dérivation, et elle est purement
algébrique; nous cherchons, en effet, a résoudre le probleme suivant.

Soit K un corps commutatif, et soit f € K[[X]]. Trouver P,Q € K[X],
avec deg P <n, deg@Q < n et R € K[[X]], tels que :

(1) Q) f(X) = P(X) = X*" I R(X).
b) Nous introduisons les notation suivantes [6]. Soit

U= {ui,uz,...,un,...}

(*) Texte regu le 14 juin 1993.
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554 D. DUVERNEY

une suite d’éléments de K*. Nous notons :
un_{uluawun sin € N— {0},
1 sin=0.

Cas particulier. — Soit ¢ € K*, et soit
(2) Up=14q+---+¢g" "
Alors U™ se note généralement [n],!. En particulier :
[n)i!=nl

Revenant au cas général, nous posons également :

un

P
Un = uryn—r

pour p=20,1,...,n.
Dans le cas ot u, = 1+ q+ -+ ¢""1, UP se note généralement [n]
p

Ainsi :

[n] __ Inlet

pla [plg![n—ply!

Bien entendu, [n] = (n)
pli p

Nous utiliserons la formule du binéme de Cauchy [7], [8] sous la forme
suivante. Soit :

H,(X) :{(X—l)(X—q)-~(X—q"-1) sineN- {0},
! sin=0.
Alors :
(3) H,(X)= i(—l)P[Z]qu(P—l)ﬂXn—p'

p=0

¢) Considérons la série U-logarithme et la série U-ezponentielle, définies,
pour toute suite U d’éléments de K*, par :

1+ vn
(4) Ly(X) = 2
+00 v
(5) expy (X) = 2y
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APPROXIMANTS DE PADE ET U-DERIVATION 555

On observe que :
(6) expy (X) =1+ Ly (X).

Nous obtiendrons les approximants de Padé de Ly (X) et expy(X) dans
le cas ou la suite U est arithmético-géométrique, c’est-a-dire vérifie, pour
tout n € N — {0} :

™ _{aq”+b sige K —{0,1},
" lan+b sig=1,

avec a,b € K, a # 0 dans les deux cas. Remarquons que ce sont essentiel-
lement toutes les suites vérifiant une relation de récurrence de la forme
Unt+1 = qUp, + 1 avec (g,7) € K* x K. Nous poserons :

a si un, = an + b,
€= b(l—q) siu,=aq"+b, g#1.

La méthode utilisée consiste a construire une suite de polyndmes
orthogonaux formels pour une forme linéaire ¢ sur K[X]; elle se situe donc
dans un cadre bien connu (voir [4], [5]). Nous la développerons cependant
de maniere complétement autonome, en suivant la démarche adoptée par
K. ArLLap1 et M.L. ROBINSON pour obtenir les approximants de Padé
de log(1 + z) (cf. [1]) .

Les approximants de Padé obtenus dans les THEOREMES 4 et 6 ci-apres
sont connus dans certains cas particuliers :

« En ce qui concerne le U-logarithme, dans les cas u, = an+b (cf. [10]
n
-1
ou [9, chap. XIII]) et u, = q?—l (g€ C— {1}, cf. [2]).
o Pour la U-exponentielle, dans les cas u, = an+b (cf. [9, chap. XIV]),
up = ¢q" — 1 (cf. [12], [2]) et u, = ¢™ [2].

Pour des applications en théorie des nombres, voir [1], [3], [12].

d) Le plan de Particle est le suivant : dans le § 2, nous ferons un bref
rappel sur les notions de U-dérivation et de U-racine d’ordre k d’un poly-
néme (pour plus de détails, voir [6]). Dans le § 3, nous introduirons les
U-intégrales et reprendrons la démarche de K. ALLap1 et M.L. ROBINSON
pour associer une suite de polynémes orthogonaux formels aux approxi-
mants de Padé. Nous déterminerons ensuite explicitement cette suite de
polynomes dans le cas ol u,, est arithmético-géométrique et en déduirons
les approximants de Padé de Ly (X) dans ce cas (§4). Dans le § 5, nous
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556 D. DUVERNEY

effectuerons le lien entre U-racines d’ordre k et approximants de Padé de
expy (X), ce qui nous permettra de déterminer explicitement ces approxi-
mants quand U est arithmético-géométrique. Pour terminer, nous nous
placerons (§6) dans un corps valué (K,| |), et montrerons comment ex-
primer les U-intégrales sous forme de séries lorsque u, = aq™ + b, ¢ # 1;
nous en déduirons, a titre d’exemple, un majorant du reste des approxi-
mants de Padé calculés au § 4.

2. U-dérivation

a) Soit U = {uj,uz,...,Un,...} une suite d’éléments de K*. La U-
dérivée de f € K[[X]] est définie par :

“+o00 “+o00
®)  Si f(X)=) a, X", alors Oyf(X)=) anu, X"
n=0 n=1

Un cas particulier important est celui o U vérifie (2). Dans ce cas,
nous noterons dy = é4. En particulier, é; est la dérivation ordinaire.

On dit que 6, est la g-dérivation (voir [7]).
Pour g e K —{0,1}, on a:

flgX) — f(X)

vf e KIXI), 8 f(x) = T =0

b) Soit P € K[X], et soit a € K. On dit que a est une U-racine
d’ordre k de P si :
P(a) = dyP(a) = --- = P(a) = 0,
ok P(a) # 0.

Nous aurons essentiellement besoin, dans ce qui suit, du résultat
suivant, qui est un cas particulier du théoréme 2 de [6] :

ProposITION 1. — Soit U vérifiant (7), et soit, pour n € N — {0} :
Gn(X) = X"(X - 1)(X —q)--- (X —¢"7!) = X"Hp(X).

Alors G,, admet 1 comme U-racine d’ordre n, et de plus :

agan(é): (g)"[n]q!.
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APPROXIMANTS DE PADE ET U-DERIVATION 557

apr Xk,
e Supposons q # 1. Alors, pour 0 < j<m,ona:

Démonstration. — Posons G, (X) = k_n

ki
X) = Zakukuk_l ~--uk_j+1X J

2n

1 .
Z ar(ag® +b)(ag® + bg) - - - (ag® + bg’ 1) X*

- XigiG-D/2 &

qum 072 Z“’“ (Z g ) X",

=n =0
avec aj; € K et ajo = b7q9(3_1)/2. Donc :

2n

. 1 ;
Oy Gn(X) = XigiG-1D/2 Zaﬂ Z ax(q' X)*

k=n

1
XJq](J 1)/2 Zaﬁ (¢ X)

Puisque G, (1) = Gr(q) = ... = Gn(¢" ') =0, 0n a
HG,(1)=0 sij=0,1,...,n—1;
: 1 ot (1 .
d’ou le résultat.
o La démonstration est analogue si ¢ = 1. On observe dans ce cas que :

2n
8Gn(X) = ar(ak +b)(a(k — 1) +b) - (a(k — j +1) + b) X*~I
k=n
= X JZ%(Z% (k—z+1))X’“_i,

k=n =0

avec aj; € K et aj; = al. Donc
. . . j 2n .
Gn(X)=X"7Y aji Yy agk(k—1)-- (k—i+1)X*

J
= Xi_j ZCIJZG,(;)(X),
=0

ot G désigne la i-ieme dérivée (ordinaire) de G,,.
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558 D. DUVERNEY

Ainsi &,G,(1) =0 pour j =0,1,.. —1, car
Gu(1) =Gr(1)=---= G(n"_l)(l) =0

On a de plus :
Gn(1) =a"G™M(1) =a™n!. []

3. Approximants de Padé du U-analogue du logarithme
a) Soit U = {uy,uz,...,Un,...} une suite d’éléments de K*. Soit
H € K[X] une U-primitive du polynéme P (i.e. 9y H = P). On pose
pour o, B € K :

©) S’ P(z)dvz = [H(:)], = H(B) - H(a).
On définit une forme bilinéaire symétrique sur K[X] en posant :
(10) (P.Qu = S P()Q)dv>

On suppose dans ce qui suit qu’il existe une base {®,, } nen de polynémes
orthogonaux formels pour (, )u; plus précisément (voir [5]) :

YnEN, Bu(X) = 3 pnaX™ € KIX), pun£0,
(11) m=0
V(n,p) e NxN, n#p = (9,,P,)y=0.
+oo

Soit enfin f(z,X) = Z F,(2)X"™ un élément de K|[z][[X]]. On pose :

n=0 +00
1 1
(12) SO f(z, X)dyz = Z( SO Fn(z)dyz)X".
n=0
Il est clair & partir de (12) que :
1 1
1 X)=X .
(13) Lo(X) =X § =5 dvz
b) Soit m € N — {0}. Calculons, en suivant [1] :
4 me1 1 2™
(14) X S ——x dv*
_ dyz 11— (zX)™
XS 12X SO T—2x 902
=Ly(X)— Sl (Z zk‘le) dyz
0 k=1
=Lu(X) =) —
k=1 k
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APPROXIMANTS DE PADE ET U-DERIVATION 559

Soit maintenant P(X) = > _ amX™. Avec la convention 22=1 =0,
on obtient aprés multiplication de (14) par a,, et sommation :

(15) X S; % = (X" > %) Lo

En remplagant P par ®,, défini par (11), on déduit de (15) la diagonale
de la table de Padé de Ly (X) :

THEOREME 1. — Pour toutn € N, on a :

Qn(X)Ly(X) — Po(X) = X*" 'R, (X),

avec
Qn(X) = X"cbn(%>,
n m Xn+k—m
(16) Pn(X)= Ez:O‘Pm,ng_uk—’

Démonstration. — Ceci se déduit directement de (15). L’appartenance
R,(X) € KJ[[X]] résulte de (12) et du fait que (X?,®,)y = 0 pour
0<p<n.

4. Cas des suites arithmético-géométriques

On dispose alors d’une formule d’intégration par parties pour la U-
dérivation. Cette formule fait intervenir la ¢-dérivation définie au §2 a).

THEOREME 2. — Supposons que U vérifie (7), et soient f,g € K[X],
avec g(0) = 0. Alors, pour tous (o, 3) € K%, on a :

S’ 1(@)dug()duz = [f(2)o(2); ~ e S b f(a(z)du

_fa St Up = an + b,
avec €= b(l—q) siu,=aq"+b, g€ K—{0,1}.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



560 D. DUVERNEY

Démonstration.
a) Nous supposons d’abord que ¢ € K —{0,1} et u, = ag™ + b.
Posons g(X) = Egzl gnX™. On vérifie facilement que :

_ aglgX) +bg(X)
a7 dug(X) = LT,

Par conséquent, pour tout £k € N, on a :

_ a(gX)*g(gX) +bX*g(X)

(18) du (X g(X)) X

Mais, d’apres (17), on a aussi ag(¢X) = X0yg(X) — bg(X). D’ou en
reportant dans (18) :

Ay (X*g(X)) = (aX)*ug(X) +b(1 — ¢*) X*"1g(X).
Et par linéarité :
(19) A [f(X)9(X)] = f(gX)Oug(X) + cb, f(X) - g(X).

b) Si u, =an + b, on a alors :

X
(20) B g(X) = ag'(X) + b %—),
ol ¢’ désigne la dérivée usuelle de g. Donc :
(21) duXkg(X) = aX*g (X) + (ak + b) X*1g(X).

Puisque ag’(X) = dyg(X) — bg(X)/X, on obtient en procédant comme
au a) :

(22) Oy [f(X)g(X)] = f(X)Oug(X) + c81 f(X) - g(X).

¢) La formule d’intégration par parties résulte immédiatement de (19)
et de (22).

ToME 122 — 1994 — ~n° 4



APPROXIMANTS DE PADE ET U-DERIVATION 561

THEOREME 3. — Si la suite U vérifie (7), alors

@,(X) = G [X"Ho(X)] = O [X"(X = D(X —q) - (X —¢"71)]
vérifie (11).

Démonstration. — 11 suffit de prouver que, pour k =0,1,...,n—1:

(23) S; Xk®,(X)dyX = 0.

Posons G,,(X) = X"H,(X). En vertu de la PROPOSITION 1, on a :
Gn(1) = 0yGr(1) = --- = 93 'Gr(1) =0,
Gn(0) = OyGr(0) = - -+ = 97 ' Gr(0) = 0.

L’égalité (23) s’obtient alors facilement en U-intégrant k fois par parties
0 X*OpGn(X)du X, et le THEOREME 3 est démontré.

Nous avons donc obtenu la diagonale de la table de Padé de Ly (X)
dans le cas ou U est arithmético-géométrique :

THEOREME 4. — Soit U vérifiant (7). Alors on a :
Qn(X)Ly(X) — Po(X) = X2n+1Rn(X)a

avec :

n

(24) Qn(X) = Z(—l)pu2n—p“2n—p—1 cr Un—p+1 I:Z}qu(P—l)/QXP,

p—O

(25) Po(X) = Z( 1) un+mun+m_1--.um+1[mq

« g(n=m)(n= 1>/2Z ",
k=1 k
"1—2)(g—2) - (¢" z)
26) R,(X)=c" ! .
(26) = <"[nla S 1—zX) —2X) - (g7 -—zX)dUZ

Démonstration. — Pour obtenir (24) et (25), on remarque que, en vertu
de (3),on a:

n
(27) @u(X) = 3 (=1 tzngtiznpor -t | | POTD2X,
p=0 1

et on applique le THEOREME 1.
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562 D. DUVERNEY

En ce qui concerne (26), on observe qu’une récurrence élémentaire
conduit & : pour tout ¢ € K*, on a

e Ky X
(29) 65(1—zX)-(l—zX)(l—qZX)”'(l_qkzX),

la g-dérivée étant prise par rapport a z.
En utilisant expression de R, (X) donnée par le THEOREME 1
1 1 ®,(2)
R,(X)=— d
n( ) Xn SO 1—2X U%

et la formule d’intégration par parties, on obtient :

1 1 D,(2)

R,(¢X) = dyz
(@)= G So 1-(g2)X

1 1 O (2" Hy(2))
= -——(—c Xdyz
xS, T a0 ) v
c
Nous recommencons la méme opération sur V,(X), et (26) s’ensuit par
récurrence, en utilisant (29).

REMARQUE 1. — Le THEOREME 4 donne également la diagonale de la
table de Padé de Ly (X) si u, = aw™ + bn™, puisque dans ce cas :

“+oo
1 X\n w
30 Ly(X) = (_) avec g="2.
(30) u(X) ; Py a="
REMARQUE 2. — Si on travaille dans C, on peut remarquer que les

polynomes ®,, sont des polyndémes de Jacobi pour ¢ = 1, ou leur ¢g-ana-
logue pour ¢ # 1 (voir [8]). L’expression de @, dans le THEOREME 3
équivaut évidemment & la formule de Rodrigues.

REMARQUE 3. — Les approximants de Padé de

+o00
Ly(z

"
):;1+q+...+qn—l

obtenus par P. BORWEIN [2, th. 3] peuvent se déduire de I’expression de ®,,
donnée au THEOREME 3 ci-dessus, et de la formule de Leibnitz pour 4,
(voir [7]) :

n

3D 8 Lf@e@] = X[} ] a7 PG D) o) ).

k=0
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APPROXIMANTS DE PADE ET U-DERIVATION 563

REMARQUE 4. — S'il existe k € N—{0, 1} tel que ¢* = 1, il est immédiat
que [n]y! = 0 pour n > k, donc R, = 0 en vertu de (26) et Ly(X) est une
fraction rationnelle. Dans le cas contraire, on a :

PRrROPOSITION 2. — Soit ¢ € K* avec ¢* # 1 pour tout k € N — {0, 1}.
Alors la table de Padé de Ly est normale, c’est-da-dire :

VneN-—{0}, R,(0)#0.

Démonstration. — En utilisant (26), on obtient avec les notations de la
ProposITION 1 :

Ra(0) = "falylg ™"V S (<1)"Gu(2) dur=

Nous notons Z,, la U-primitive de G, qui s’annule pour X = 0, et nous
voulons démontrer que Z,(1) # 0.
 Supposons d’abord g # 1. Alors, en vertu de (17), on a :

X X
) = DaX) 4 02,(X)
X
Si Z,(1) =0, on en déduit Z,(q) = 0 car G, (1) = 0, puis Z,(¢?) =0 car
Gr(q) = 0 et par récurrence Z,(¢") =0 pour k=0,1...,n. On a donc

Zn(X) = X"Ha [[ (X - ),
k=0
ce qui est impossible car deg Z,, = 2n + 1. Donc Z,,(1) # 0.
 Supposons maintenant ¢ = 1. Alors on a (voir (20)) :

Zn(X
00 2,(X) = Go(X) = az} () + b7l 2.
Si Z,(1) = 0, on obtient Z/ (1) = 0 car G,,(1) = 0 et en U-dérivant encore
ZI(1) = - = Z§V(1) = 0. Ainsi Z,(X) = X" a(X — 1)"+, ce qui

améne encore une contradiction avec le degré de Z,. Donc Z,(1) # 0
dans ce cas, et la PROPOSITION 2 est démontrée.

REMARQUE 5. — Il résulte immédiatement de la normalité de la table
de Padé de Ly que les ®,, vérifient une relation de récurrence du type :

(32) (I)n—i-l(X) = (AnX + Bn)q)n(X) + qu)nfl(X)

ou Ay, B, Cy, peuvent s’expliciter facilement [5, th. 4.1].
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564 D. DUVERNEY

5. Approximants de Padé de la série U-exponentielle

Pour obtenir le dénominateur du n x n approximant de Padé de
expy X, il suffit de construire une suite ¥,, de polyndémes orthogonaux
pour (, )y. Le théoréme suivant relie les U-racine a cette suite de poly-
noémes orthogonaux :

THEOREME 5. — Si 1 est U-racine d’ordre n de

P (X)=X" Za(n,k)X’“, avec a(n,n) #0,
k=0
alors

U, (X) =Y U *a(n, k) X*
k=0

est une suite de polynémes orthogonauz formels pour { , Yy, et récipro-
quement.

Démonstration. — Pour 0 < m < n, calculons :

1

1 m - n
S X", (X)duX =Y Ua(n, k) it

o k=0

n
= E Un4kUntk—1""" um+k+2a(n, k)
k=0

(le produit des n — m — 1 termes consécutifs figurant dans cette somme
étant égal & 1 si m =n — 1). Donc :

(33) S:) X", (X)dy X = %™ P(1).

Le THEOREME 5 résulte directement de cette relation. []

Le probléeme des U-racines étant bien résolu dans le cas ou U est
arithmético-géométrique (PROPOSITION 1), on obtient sous forme explicite
la diagonale de la table de Padé de la série U-exponentielle dans ce cas :

THEOREME 6. — Si U vérifie (7) et ¢* # 1, pour tout k € N — {0,1},
on a:
Qn(X)expy X — Po(X) = X2n+an(X)a

TOoME 122 — 1994 — ~° 4



APPROXIMANTS DE PADE ET U-DERIVATION 565

avec :
( _ = _ n (p—1)/27 /2n—
Qn(X)—;)( e[ 0] e,
A — - —_1)nm™ n (n—m)(n—m—1)/2
(34) PRI MR

Un4+mUn+m—1-""" Uk+1Xn+k_m
Rn(X)= X2t S Mz-1)(z—q) (2 —g" ),
zX
( (6 expu)<?l—)dyz.
De plus, la table de Padé de expy; X est normale.

Démonstration. — En vertu du THEOREME 5, de la PrRoPoSITION 1 et
de la formule du g-binéme de Cauchy (3), on a :

qp(p—l)/2u2n—an—p7
p=0

ce qui ameéne Q, et P, grice au THEOREME 1 (le terme «k = 0» dans
P,(X) provenant du fait que Ly(X) = expy X — 1).
Pour obtenir I’expression de R,,, on calcule

Su(X) = X" G @, (2) expy (2X) dy 2
0
grace a des intégrations par parties successives. On observe d’abord que
Sn(X) = v X2 + ... avec 7, # 0 en vertu de I'orthogonalité des @,
et de la ProPOSsITION 2.
Appliquons la formule d’intégration par parties (THEOREME 2) avec
9(z) = expy(2X) — 1 et f(2) = ®,(2/q). On obtient :
xn+l S z)expy (2X)dyz
1
= X"@n(a)(expu X-1)

_ an S (6,® )(q)(epr(zX) —1)dy=.

On recommence en posant :

zX 2
g(z) = &Xpy zX — u—l - 1’ f(Z) = (5(1(1)")(&5)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



566 D. DUVERNEY

En répétant 'opération (n + 1) fois, la U-intégrale finit par s’annuler
puisque deg ®,, = n. On obtient

An(X)expy X — By (X) = X"+t Sl P, (z) expy (2X)duz,
0
ou A, et B, sont des polynomes de degré n, avec
1
q

Puisque S,,(0) # 0, il y a unicité (& un facteur preés) de 'approximant de
Padé. On obtient donc, en utilisant la PROPOSITION 1 et en identifiant les
termes de plus haut degré dans A,, et @, :

ur

—1\n
X2 HR (X) = (—) /2 Lyt S @, (2) expy (2X) dy 2.
c [n]q

Procédons alors comme dans le THEOREME 4. Posons :

(35) T ( X" S z) expy(2X)dyz.
En vertu de la formule d’intégration par parties :
1 1
T(0X) = (e Sy @n(2) ey (azX)duz
c 1 1 qn_1/.n
= _q_” ST So oy 1(2 Hn(z))(éq expy)(2X)dy 2.

On recommence avec
1 Lon—1/_n
Vo(X) = o=t So O (2" Hn(2)) (84 expy ) (2X ) dy 2

et on obtient R, (X) par récurrence. |]

REMARQUE 6.— On retrouve la fromule obtenue par R. WALLISSER [12]
pour R, dansle cas ol u, =1+ q+---+¢" ! si, dans (35), on effectue
des intégrations par parties successives suivant la formule :

S 8f(2)g(2)dgz = [£(2)9(2)], S f(a2)8,9(2)dyz,
en prenant g(z) = exp, z et en utilisant le fait que

angbq = dqMyq
avec 14 f(2) = f(gz)-
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6. Majoration des U-intégrales dans
le cas ou1 U est arithmético-géométrique

Nous supposons dans ce paragraphe que u,, = aq™ + b, avec |q| # 1.

En vue des applications en théorie des nombres, nous montrons com-
ment majorer S¢ f(z,z)dyz lorsque f € K[z][[]], (K,| |) étant un corps
valué (en pratique, K = C ou K = Q, avec p premier).

Pour R € R} et g € K, || # 1, on note Co(R) 'ensemble des fonctions f
définies dans

B(0,R) ={z € K; |z| < R},

a valeurs dans K et continues en 0. La U-dérivée de f € Cy(R) est définie
sur B(0, R|q|~*) — {0} par :

af(gz) +bf(z) — (a+b)f(0)

z

(36) O f(z) =

Lorsque f est analytique dans B(0,R), il y a bien sir coincidence
entre (36) et (8).

THEOREME 7. — On suppose |q| > 1, b # 0 et |a/b| > 1. Alors, pour
tout f € Co(R), il existe une unique fonction F € Co(R|q|) vérifiant :

(a) F(0)=0,

(b) pour tout z € B(0,R) — {0}, JuF(z) = f(z).

Et on a:
(37) Fo =25 (- 2) p(-25)
ag =\ ag) T \gntt)
Démonstration.

e Démontrons d’abord ['unicité. Soient F' et G deux éléments de
Co(R)|q|) vérifiant (a) et (b). En vertu de (36), pour tout z € B(0, R)—{0},
on a alors :

aF(qz) + bF(2) = aG(qz) + bG(z).

Posons H = F' — G; alors, pour tout z € B(0,R) — {0}, on a :
aH(qz) = —bH(z).
Par suite, pour tout z € B(0, R|q|) — {0} et tout n € N :
b\n z
e = (=5) #(5)
Lorsque n tend vers 400, puisque | — b/a|® < 1 et lir_{‘l z/q"™ =0, on
n—-+0oo

obtient H(z) =0. []
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o Montrons maintenant que la fonction F définie par (37) est bien
dans Co(R)|q|) et vérifie (a) et (b). Soit z € B(0, R|q|). Puisque f appartient
a Co(R), il existe M(z) € R tel que :

z
qn+1

Vn €N, (f( )1§M(z) et lim M(z) = 0.

z—0

La fonction F est donc définie sur B(0, R|q|), vérifie F(0) = 0 et, pour
tout z € B(0, R|q|), on a

1
|F(2)] < lafq— .1_—|a_bq|M(Z)’

ce qui implique que F est continue en 0 (et méme dérivable).
Calculons maintenant, pour tout z € B(0, R) — {0} :

1/, % b\"./z bz <X b\n z
or () = (2 (20) 1)+ 2 a) /()
+oo n +oo n
=3 () 1) - X))
= f(2),

ce qui achéve la démonstration du théoréme. []

REMARQUE 1. — Par la méme méthode on obtient un résultat analogue
lorsque |a/b] <1 et |g| < 1. L’expression de F(z) est alors :

(39) F(z) =23 (-5 f(eq™).
n=0

Cette derniere formule généralise celle donnée par J. THOMAE ([11], [7]
et [8]), dans un cadre légerement différent.

REMARQUE 2. — Si nous supposons f analytique au voisinage de 0,
c’est-a-dire :
+oo
(39) Vz€ B(0,R), f(z)=)_ an2",
n=0

et si nous utilisons (37), nous obtenons immédiatement la jolie formule
sommatoire suivante : si |g] > 1 et |a/b| > 1, si z appartient & B(0, |¢|R),
ona:

= " 1 <X b\ z
0 s = o () ()
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A titre d’exemple, nous utilisons maintenant le THEOREME 7 pour
majorer le reste de ’approximant de Padé du U-logarithme (THEOREME 4)
dans le cas ou : a

Pour |z| < 1, la fonction de la variable z

Z"(1=2)(g—2)---(¢""' = 2)
(1—zz)(q— zz) - (¢" — 22)

f(z2) =
est analytique dans B(0,1). Donc
+o00
1 1 b n 1
<|= — — .
‘Sof(z,x)duz‘ < ’aql nZ_o““A ‘f(qnﬂ,x)}

Mais pour |z| < 1/|g| et |z] < 1,0on a:

la|~"g" D72 (1 + gl ) (A + gl ™) - (T + gl ™)

2] < e = g = ) (= )
Posons : n
T (L+lg|79)?
(q) i (1—ql79)

On peut alors majorer le reste de 'approximant de Padé de Ly (x) donné
par le THEOREME 4, pour u, = aq™ +b, |a/b| > 1, |q| > 1 et |z| < 1, par :

(41) |Rn(2)] < wlql =972,
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