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REPRESENTATIONS p-ADIQUES
POTENTIELLEMENT CRISTALLINES
PAR

NATHALIE WACH (*)

RESUME. — Ce travail fait suite & un article paru il y a quelques années, dans lequel
J.-M. Fontaine proposait une nouvelle description, en termes de (¢, I')-modules, des
représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps local dont le corps résiduel est
parfait de caractéristique p. On s’intéresse ici plus particuliérement aux représentations
cristallines et on établit un critére, qui se lit sur le (¢,I')-module, permettant de
reconnaitre si une représentation p-adique est cristalline ou potentiellement cristalline,
dans un cas particulier.

ABSTRACT. — This work follows a paper edited a few years ago in which
J.-M. Fontaine proposed a new description in terms of (¢,I')-modules for p-adic
Galois representations. The Galois group considered is the Galois group of a local
field whose residue field is perfect of characteristic p. Here we are most particularly
focusing on crystalline representations and obtain a criterion, using (¢, I')-modules, for
a representation to be crystalline or potentially crystalline in a special case.

Introduction

Dans tout ce travail, p est un nombre premier, K un corps de caracté-
ristique 0, complet pour une valuation discréte, d’indice de ramification
absolue e et de corps résiduel k parfait de caractéristique p. On note W
I’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k et Ky son corps des
fractions; tous trois sont munis d’une action de Frobenius, notée o (on a
o(x) = zP pour = € k). On fixe K une cléture algébrique de K et on
pose Gk = Gal(K/K).

(*) Texte recu le 23 février 1995, révisé le 24 septembre 1995 et le 21 novembre 1995.
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376 N. WACH

Une représentation p-adique de Gk est la donnée d’un Qp-espace
vectoriel V' de dimension finie muni d’une action continue de Gk ; on
note Repg, (Gk) la catégorie des représentations p-adiques.

Dans [F91], J-M. Fontaine a construit une équivalence entre la
catégorie des représentations p-adiques et une catégorie convenable de
(p,T')-modules sur un corps £ complet pour une valuation discréte.
Il serait tres utile, en particulier pour I’étude des déformations de
représentations galoisiennes, de savoir caractériser les (p,I')-modules qui
correspondent & des représentations de Hodge-Tate, de de Rham, semi-
stablés, cristallines,... Dans cet article, on s’attaque & ce probléme
pour les représentations cristallines. Dans le cas ou K est contenu
dans 'extension de K engendrée par les racines de I'unité, on obtient
une condition suffisante pour qu'un (¢,T')-module corresponde & une
représentation cristalline : celle-ci se décompose en une condition sur
Paction de ¢ et une autre sur Paction de I' (équivalente dans ce contexte
au fait que la représentation soit de de Rham). Dans un autre article
(¢f. [Wa]), on montrera que la réciproque est vraie dans un cas particu-
lier.

Dans la partie A, on rappelle les résultats sur les représentations p-
adiques et les (¢, T')-modules contenus dans [F91] et utilisés par la suite.
On trouvera un énoncé précis du théoreme a la fin de cette partie.

La partie B est entierement consacrée & la démonstration du théoreme.

Ce travail représente une partie de ma thése et, avant de terminer cette
introduction, je tiens & remercier J.-M. Fontaine pour l’aide, les conseils
et les idées qu’il m’a apportés.

A. Rappels sur les représentations p-adiques et énoncé
du résultat

A.1. — Soit C le complété de K et vc la valuation de C normalisée
par vc(p) = 1. On considére I’ensemble, noté Fr R (cf. [F82, p. 535]),
des suites z = (z(™),en d’éléments de C vérifiant (("+1))? = z(") pour
tout n, qu'on munit d’une addition et d’une multiplication en posant,
pour z = (2(™),en et ¥y = (Y™ )nen :

Ty = (z(n) .y(n))nEN

c4+y=(EM)en avec 2zM = 11111 (@) g (mtm) )™,

Alors, Fr R est un corps algébriquement clos de caractéristique p, complet
pour la valuation définie par v(z) = vc(z(®)) . On note R 'anneau de la
valuation, dont le corps résiduel s’identifie au corps résiduel k de K.
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 377

Si A est une k-algebre, W(A) désigne 'anneau des vecteurs de Witt &
coefficients dans A et Wi, (A) = Ko®w W(A) = W(A)[1/p];sia € A, on
note [a] = (a,0,---,0,---) le représentant de Teichmiiller de a dans W (A).
On note ¢ I’endomorphisme de Frobenius de W ( A) ainsi que son extension
ad Wk,(A); ainsi, si A € W, on a ¢(A\) = o()\). En particulier ceci
s’applique & W(R), W(Fr R) et Wk, (Fr R) .

D’autre part, le groupe Gk, qui opére par continuité sur C, opére
par fonctorialité sur Fr R, R et W(R) et les anneaux W(R), W(Fr R)
et Wk, (R) s’identifient & des sous-anneaux de W, (Fr R) stables par Gg
et .

On note x le caractére cyclotomique et pour tout i € Z et tout Z,-
module T’ muni d’une action de Gk, on définit T'(¢) de la maniére suivante :
le Z,-module sous-jacent & T'(i) est T', mais I’action de Gg sur T'() est
'action de Gk sur T multipliée par x°.

A.2. — Le module de Tate Zy(1) = T,(Gnm) s’identifie au sous-Zp-
module du groupe multiplicatif des unités de R congrues & 1 modulo
I'idéal maximal, formé des z tels que z(®) = 1. Choisissons un générateur
de ce module, c’est-a-dire un élément ¢ = (6("))neN € Rtel que e® =1
et (1) # 1, et considérons les éléments [¢] = (¢,0,---,0,---) et 7 = [¢] — 1
dans W(R) . Alors ’adhérence S de la sous W-algebre de W (R) engendrée
par 7 s’identifie & 'algébre W{[r]] des séries formelles en 7 & coefficients
dans W ; de plus S est indépendant du choix de ¢, stable par ¢ et G,
avec les relations suivantes :

p(r)=1+mP -1, g(m)=1+m)xO -1,

ol x est le caractere cyclotomique, décrivant I’action de Gk sur les racines
de I'unité d’ordre une puissance de p. On note S[1/p] = Ko Qw S.

REMARQUE. — Ces notations ne sont pas exactement les mémes que
celles de [F91] ou [F94], ol 7 était noté 7. et de méme S était noté S,.

Pour tout entier n > 1, soit K, le sous-corps de K engendré sur K,
par les racines p™-iémes de 'unité. On pose

Ky = Un21Kn, FKO = Gal(Koo/Ko), HK() = Gal(I?/Koo)
le noyau de la projection de G, sur I'k,. On dispose d’une suite exacte :
11— Hg, — Gk, — 'k, — 1.

Plus gf,néralement, si L est une extension algébrique de K, contenue
dans K et si G = Gal(K /L), on pose

HLZGLﬂHKO, FL=GL/HL.
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378 N. WACH

On dispose alors d’une suite exacte similaire & la précédente :

1-H, — G —TI—1.

On note Og le complété pour la topologie p-adique de S[1/x]. C’est
Panneau des entiers d’un corps complet pour une valuation discréte,
absolument non ramifié, noté £. Comme n est inversible dans W (Fr R),
l'inclusion de S dans W(R) se prolonge en un plongement de S[1/7]
dans W(FrR) et Og s’identifie & 'adhérence de S[1/7] dans W (Fr R),
tandis que & = Og[1/p] s’identifie & un sous-corps de Wk, (Fr R). Alors
si E=0g/pO¢ ,o0n a

E = Frac(S/pS) = k((7)), Or=5/pS=k|[[7]]

out 7 est la réduction modulo p de w. De plus, si gm désigne ’adhérence
dans Wi, (Fr R) de l'extension maximale non ramifiée &,, de £ contenue
dans W, (Fr R), Ogm/ POz est une cloture séparable E%P de E | avec
une identification des groupes de Galois :

Hg, = Gal(E**®*/E) = Gal(,, /).

De méme, pour toute extension finie L de K, contenue dans K, le
corps £ = (Enr)HT est un corps complet pour une valuation discréte,
absolument non ramifié, d’anneau des entiers Og, et de corps résiduel
E; = (ESép)HL.

A.3. — Soit A un anneau noethérien, muni d’une topologie, pour
laquelle il est séparé et complet, d’'un endomorphisme noté o et d’une
action d’un groupe profini I" continue, compatible a la structure d’anneau
et commutant & o. On suppose en outre que le morphisme o : A — A est
plat. Un p-module sur A est un A-module muni d’un endomorphisme ¢,
semi-linéaire par rapport & o; on note ®My la catégorie formée des -
modules sur A. Si M est un tel module, on note M le A-module déduit
de M par l'extension des scalaires 0 : A — A et on dit que M est étale
s’il est de type fini sur A et si 'application linéaire ® : M7 — M, déduite
de ¢ en posant ®(\ ® z) = Ap(z) pour A € A et x € M, est bijective.

Un (p,T')-module sur A est un ¢-module sur A muni en plus d’une
action de I', semi-linéaire par rapport & l’action de I" sur A, cette action
commutant avec ’endomorphisme . On dit qu’un (¢, I')-module est étale
si le p-module sous-jacent 1’est et si ’action de I' est continue. Les (¢, T')-
modules étales définissent une catégorie abélienne notée T®MSE. Dans la
suite, on pose I' =T'k.
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 379

Soit I‘<I>MgK la catégorie des (¢,I")-modules sur £x obtenus & par-
tir de (¢,I")-modules étales sur Og, en rendant p inversible. On sait
(cf. [F91, p. 274]) que le foncteur Vg défini par

VS(M) = (Enr Rex M)‘p=1

induit une équivalence entre T®#MP_ et la catégorie Repq, (Gk) des
représentations p-adiques de Gk, avec pour quasi-inverse le foncteur

Ds : Vo De(V) = (Enr ®q, V)PX.
Il existe une version contravariante de ces deux foncteurs, les foncteurs

Vi : M VE(M) = Homan,, (M, &),
D} : V = D(V) = Homg, () (V; Enr).

A.4. I'modules sur K,((t)) et connexion.
Soit

~

Ske = %S{l/p]/ﬂ"s[l/p] ;

alors ¢t = log(1 + ) est un élément de Sk, on a Sk, = Ko[[t]] et, de
méme, §K0[1/t] = Koy((t)). Pour g € T', on a g(t) = x(g)t ou x est le
caractére cyclotomique.

Si N est un Ko[[t]]-module de type fini muni d’une action semi-linéaire
et continue de I', pour g suffisamment proche de 1 dans I', la série

Z(_l)n—l (g - 1)n

n
n>1

converge dans Endg, N et définit un morphisme logg : N — 'N; alors
v = logg/logx(g) ne dépend pas du choix de g. On peut définir une
connexion réguliere

Vi N[1/t] = N[1/t] ®k,(t)) Lo ((1))/ Ko

dt
comme 'unique connexion telle que V(z) = V(ac)—t—, pour tout x € N.

RAPPELS :
e Une connexion V : M — M Qg (1)) Q}Ko«t))/Ko, ou M est un

Ko((t))-espace vectoriel, est dite réguliére s’il existe un Kjy[[t]]-réseau N

de M et une application Ky-linéaire v: N — N tels que V(z) = U(:L‘)%

pour z € N.
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380 N. WACH

o Une connexion V : M — M ®xo((t)) Vo (1)), €5t dite triviale si
son noyau Ker V, qui est un Kjy-espace vectoriel, engendre M.

Si M est un I-module sur S[1/p|, le module

M= lim M/7"M
neN

est un Ko[[t]]-module muni d’une action semi-linéaire et continue de T,
donc e
M[1/t] = (im M/x"M)[1/t]
neN

est un Ko((t))-module muni d’une action semi-linéaire et continue de T,
d’oti une connexion qu’on note Vi

A.5. Représentations p-adiques de Gk.

Soient V' une représentation p-adique de Gk de dimension d sur Q,
et M = Dz (V). Rappelons (cf. [F91, p. 282-285]) que la réunion j,(M)
des sous-S-modules de type fini de M stables par ¢ est un S[1/p]-module
libre de rang fini d’ < d stable par ¢ et I'; c’est donc un (p,I')-module
sur S[1/p]. L’application naturelle

Ek Bsp1/p) Ix(M) = M

est injective; c’est un isomorphisme si et seulement si d’ = d, auquel cas
on dit que V est de hauteur finie.

On se propose de montrer le résultat suivant :

THEOREME. — Supposons K C K, ; soit V une représentation p-adique
de Gk de dimension d et de hauteur finie et soit M = j,(M). Il y a
équivalence entre les assertions suivantes :

1) V est potentiellement cristalline,

2) il existe une extension finie L de K contenue dans Ko, telle que la
représentation de G déduite de V par restriction soit cristalline,

3) V est une représentation de de Rham,

4) il existe un entier v et un sous-S-module N libre de rang d de M
stable par T et tel que laction de T soit finie sur (N/7wN)(—r),

5) la connezion Vi, est triviale.

En outre, s’il en est ainsi, pour que V soit cristalline en tant
que représentation de Gr, il faut et suffit que T'y opére trivialement
sur Ker V.
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 381

REMARQUES :
a) On verra au cours de la démonstration que, si I’action de I' est
triviale sur (N/mN)(—r), alors V est cristalline,

b) L’implication 2) = 1) est triviale.
c) L’implication 1) = 3) est bien connue (cf. par exemple [F-I]),

REMARQUES SUPPLEMENTAIRES :

a) Ni N, ni r ne sont des invariants attachés a la représentation V. En
effet, si 'on remplace N par N’ = =N, on a un isomorphisme compatible
avec action de I' entre N'/mN' et (N/wN)(1). On en déduit que si
Paction de I est finie sur (N/7wN)(—r), alors elle est également finie sur
(N'/mN')(—r—1). En revanche, (N/7N)(—r) ne dépend pas du choix de r
ni de N et on verra qu’on a une identification (N/wN)(—r) = Ker V.

b) En remplagant Ky par une extension finie non ramifiée convenable,
on voit que le théoréme s’étend au cas ou 'extension KK, /Ko est non
ramifiée (c’est-a-dire o KK, /K, est non ramifiée pour n assez grand).

c¢) Inversement, J.-M. Fontaine conjecture que si KKy /K est non
ramifiée et si V est une représentation de G qui devient cristalline sur
une extension finie de K contenue dans une extension non ramifiée de K,
alors elle est de hauteur finie. C’est le cas si K = Kj, si V est cristalline
et g'il existe un entier a tel que les poids de Hodge-Tate de V sont dans
Pintervalle [a,a + p — 1] (cf. [Wa]).

d) En revanche, ’analogue de cette conjecture de J.-M. Fontaine est
fausse lorsque I'on omet ’hypothése K K, /K non ramifiée. On peut en
effet montrer que si K’ est le sous-corps de K, fixe par I'image de ' dans
I'k,, toute représentation de hauteur finie de Gx s’étend d’une maniere
et d’une seule en une représentation de hauteur finie de Gk et on peut
montrer qu’il existe des représentations cristallines de G qui ne vérifient
pas cette propriété.

B. Démonstration du théoréme

On suppose désormais K C K. L’équivalence entre les cinq assertions
sera démontrée en suivant les implications suivantes :

2)=1) = 3) = 5) =4) = 2).
En conséquence des remarques déja faites, il reste & démontrer
4) =12), 3)=5) et 5)=4).
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382 N. WACH

B.1. Démonstration de 4) implique 2).

B.1.1. — Soient s un entier > 1 (voire > 2 si p = 2) et Ss le sous-
W-module libre de S[1/p] de base les éléments ~,,(7/p*) pour m € N

ou
m

Y (7/D°) = — P

C’est une sous-W-algeébre de S[1/p] et le W-module I engendré par les
Ym/(m/p°®) avec m > 1 est un p-d-idéal. Pour tout n € N, la n-ieme
puissance divisée I™ de I est 1'idéal engendré par les Ym/(7/p°) pour
™m > n et on pose
SPP = lim S, /1™
neN

le complété de S, pour la topologie définie par les idéaux I™. Alors tout
z € SFP g%écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme :

T = Z TnYn (Eé) avec xz, € W.
neN p

Soient N un S-module libre de rang d et Ag un sous-W-module libre
de N tel que N = Ag & 7N ; alors tout élément = € N s’écrit de maniere
unique sous la forme

T = E T, avec T, € Ag.
neN

De méme, si on pose

NP = 5P&sN = lim ((S,/I™) ®s N),
neN

tout élément z’ de NP s'écrit de fagon unique sous la forme

s
z = Zx;% (—3) avec z), € Ag.
neN p

On note I'; le sous-groupe fermé de I' g, topologiquement engendré par
Pélément g de T tel que x(g) = 1+p®. Si s est suffisamment grand, on a :

I'scI'=Tk.

B.1.2. — Commencons par établir le lemme suivant :
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 383

LEMME 1. Soit N un S-module libre de rang d muni d’une action
de T's semi-linéaire et triviale modulo m. On note NFP = SPPRgN et i*
la projection de N vers N/tN = A. On a aussi A = NFP/TLINFD ¢t on
note p la projection de NFP sur A ; on est donc en présence du diagramme
commutatif suivant :

N—— NP

N
A.

Alors pour tout x € N, il existe un unique ' € (NFP)'s tel que
i*(z) = p(a').

Démonstration. — Soit g le générateur topologique de 'y fixé ci-
dessus. On rappelle (cf. [F94, chap. 5]) que g(7) = x(g)m modulo 728,
ce qui s’écrit également g(m) = am ol @ est une unité de S vérifiant
a=1+p°modnS.

Commencons par montrer l'unicité de z’; si 2 et 4 sont deux éléments
de NP D satisfaisant les conditions du lemme, alors la projection de leur
différence dans I NFP /["+UNPFD est non nulle pour un entier n > 1.
D’autre part, on a g(z}) = z} pour i = 1,2. Dans IMNFP /[I"t1INFD on
peut écrire z} — x5 = 7", avec 8 € N ; on obtient alors :

g(r"B) =7"B=g(m)"B = (1+p°)"x"F mod I+,
Comme (14 p*)™ # 1sin > 1, on en déduit que S =0, d’ott | = 5.
Montrons Pexistence de z’. Comme SFP est complet pour la topologie
définie par les idéaux I'™ et comme NP est libre, il suffit de montrer

que, pour tout entier n > 1, il existe un élément z!, € NIP tel que
g(z") = z!, mod IMNFP et p(2!) = i*(x). Plus précisément :

Sous-LEMME. — S’il eziste x|, € NFP vérifiant
g(z) =2/, modnI™NFP
il eziste x}, ., € NFP tel que
Thy1 =T, mod I+ NFP
{ g(zhy 1) =2l modmIPHUNFD,

Démonstration. — On peut écrire

T
g(zy,) = T + 0 (;s-)yn mod n [ NFP,
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384 N. WACH

avec yn, € N, et on cherche z;, , , sous la forme
’ 0 ™
Tpt1 =Ty + Tn+1 E Tn,
avec T, € N. On a alors, modulo 7"+ NFP
s s
9(Tn41) = T, + ™ (E)yn +Ynt1 (a];)g(wn)
™
= x; + Yn+1 (—’;) ((n + l)psyn + an+lg(xn)).

Comme ¢(z,) =z, modnwN et a =1+ p° mod S :

a™Hg(zn) = (1+p°)" zn mod 7N
= (14 (n+1)p*)z, modnN,

oll v’ est une unité de S, on en déduit que

9(zhs1) =Tpyy  mod r[ NP
équivaut & z, = —(v') "'y, modulo TN.
Il reste & remarquer que pour n = 0, on peut prendre zj = z. (]

REMARQUE. — On voit que, si N est libre de rang d sur S, (NFP)ls
est un W-module libre de rang d et NP = (NFP)Ts @ THNFP; par
conséquent, tout =’ € NI D peut s’écrire d’une maniére et d’une seule
sous la forme

m N
o =3 m()en o glah) =2

s
neN p

COROLLAIRE. — Il existe un isomorphisme de W -modules entre A et
(NFP)'s. De plus, si N est muni d’une action de T, avec Ts C T (resp. de
¢ commutant ¢ 's), l’isomorphisme commute d laction de T (resp. de ¢)
induite sur A et (NFP)Ts.

Démonstration. — Le lemme précédent définit une section de I’appli-
cation p, ayant pour image (NFP)T's et induit donc un isomorphisme de
W-modules A ~ (NFP)Ts,

Si N est muni d’une action de T' (resp. de ¢), 'action de I" (resp. de ¢)
sur A est induite par la projection, tandis que celle sur (NFP)Ts s’obtient
par extension des scalaires. Alors, i* et p commutent & I' (resp. ¢); si
I'on suppose I's C T (resp. ¢ commutant & I'y), (NFP)T est stable par T
(resp. par ) et on en déduit que la section commute & T' (resp. ¢). (]
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REPRESENTATIONS P-ADIQUES POTENTIELLEMENT CRISTALLINES 385

B.1.8. — Si p # 2, notons :
mo=-p+ 3 [

a€F,
Alors (cf. [F94, chap. 5]),

((p(mo) = umog”?™! ol u est une unité de So = W{[m)]
et ¢ =m +p,
y(mo) = x(7)?"mo modulo 7 pour vy € Tg,.

Sip=2, onaSy=W][m]] avec mo = —2 + [¢] + [¢] ! et

@(mo) = umeg® ot u est une unité de Sp
etg=m+p=1+][¢,

219 modulo ¢ pour v € T'g,.

v(mo) = x(7)
Rappelons (cf. [F94, chap. 5]) que pour tout m € N, 7yn,(mo/p)
appartient & Acyis Si p # 2 (resp. Ym(mo/8) appartient & Acris si p = 2). Si
S{mo/p) (resp. S(mo/8)) désigne le sous-S-module, qui est aussi la sous-S-
algebre, de S[1,/p] engendré par les (4 (7o/p))men (€. (Y (0/8))men),
on en déduit un morphisme de W (R)-algebres de W(R) ®s S{mo/p) (resp.
W(R) ®s S{mo/8)) dans Acis qui induit un isomorphisme du séparé
complété W (R)®sS(mo/p) (resp. W(R)®sS(mo/8)) de W(R) ®s S{mo/p)
(resp. W(R) ®g S(mo/8)) pour la topologie p-adique sur Acyis.

Pour s > 1 et pour tout m € N, on a v, (mo/p) € SFP (resp. Yim(mo/8) €
SPD), d’ott un morphisme de W (R)-algebres de W(R) ®s S(mo/p) (resp.
de W(R) ®s S(my/8)) dans W(R) ®s SIP qui s’étend par continuité en
un morphisme v, de Acis vers W(R)®sSEP.

A partir de maintenant, ¢™(z) désigne @ o - o ().

LEMME. — Il existe un et un seul morphisme continu
’(ﬁs : W(R)@SSED — Acris

tel que le diagramme

W(R)®sSFP -2 W (R)®sSFP

wS\A yo

cris

soit commutatif.
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Démonstration.

e Si p # 2, puisque p(7) = umg, ol u est une unité de S (voir
[F94, chap. 5]), on constate que

o(m(55)) = (55 ) = wrem (1 ) " ()

o(m(55)) =0 (14 3) (=)

Si s > 2, on en déduit que ¢(SIP) c SFP. Finalement, °(SFP) est
contenu dans le séparé complété pour la topologie p-adique de S[mo/p].
Comme 7y est divisible par p dans Acs, on en déduit que l'anneau
©*(SFPP) peut étre vu comme une une sous-S-algebre de Agus. Si x est
dans W(R) et y dans SFP, on voit qu’on doit avoir

Ps(z®y) = ¢°*(2)9°(y).
Comme W (R) ®5 SFP est dense dans W(R)®s5SP, cela montre I'unicité
et 'existence s’en déduit immédiatement.

donc

« Pour p = 2, on calcule ¢(y,,(7/2%)) et on montre de maniére similaire
que ¢(vm(m/2°%)) appartient & SF2, si s > 3 et

(1 (§7)) € Acxis = W(R)BsS(mo/8). [

B.1.4. Application aux représentations p-adiques.
Rappelons 1’énoncé de la proposition & démontrer.

ProrosiTiON 1.

Si V' est une représentation p-adique de Gk de hauteur finie et de
dimension d telle qu’il existe un entier r et un sous-S-module N libre
de rang d de M = j, (M), ot M = D%(V), stable par T et tel que
Uaction de T' soit finie sur (N/wN)(—r), alors il exriste une extension
finie L de K contenue dans K, telle que la représentation de G déduite
de celle de G sur V' par restriction soit cristalline.

B.1.4.1. Rappels.

a) Si M est un E-espace vectoriel (resp. un Og-module libre) muni
d’une action de I' et d’un Frobenius ¢ injectif et tel que Ogp(M) = M,
on note j, (M) la réunion des sous-S[1/p]-modules de type fini (resp. des
sous-S-modules de type fini) stables par ¢; si M est de dimension finie
(resp. de type fini) alors (cf. [F91, p. 282]) j«(M) est un S[1/p]-module
(resp. S-module) libre de type fini et

ranggy; /) jx(M) < dimg M (resp. rangg j.(M) < rangp, M).
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