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SYSTEME DE BOUSSINESQ PARTIELLEMENT VISQUEUX

PAR RAPHAEL DANCHIN & MARIUS PAIcu

REsuME. — Dans cet article, on étudie le systéme de Boussinesq décrivant le phéno-
meéne de convection dans un fluide incompressible et visqueux. Ce systéme est composé
des équations de Navier-Stokes incompressibles avec un terme de force verticale dont
l’amplitude est transportée sans dissipation par le flot du champ de vitesses.

On montre que les résultats classiques pour le systéme de Navier-Stokes standard
demeurent vrais pour le systéme de Boussinesq bien qu’il n’y ait pas d’amortissement
sur le terme de force.

Plus précisément, on établit I’existence de solutions faibles globales d’énergie finie
en n’importe quelle dimension et ’existence de solutions fortes uniques globales en
dimension N > 3 pour de petites données initiales. Dans le cas particulier de la di-
mension deux, les solutions d’énergie finie sont uniques pour n’importe quelle donnée
initiale dans L2 (R2).
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262 DANCHIN (R.) & PAICU (M.)

ABSTRACT (The Leray and Fujita-Kato theorems for the Boussinesq system with par-
tial viscosity)

We are concerned with the so-called Boussinesq equations with partial viscosity.
These equations consist of the ordinary incompressible Navier-Stokes equations with
a forcing term which is transported with no dissipation by the velocity field. Such
equations are simplified models for geophysics (in which case the forcing term is pro-
portional either to the temperature, or to the salinity or to the density).

In the present paper, we show that the standard theorems for incompressible Navier-
Stokes equations may be extended to Boussinesq system despite the fact that there is
no dissipation or decay at large time for the forcing term.

More precisely, we state the global existence of finite energy weak solutions in any
dimension, and global well-posedness in dimension N > 3 for small data. In the two-
dimensional case, the finite energy global solutions are shown to be unique for any
data in L2(R?).

Introduction

Dans cet article, on étudie ’évolution d’un fluide incompressible visqueux
soumis & une force verticale. On suppose que amplitude 6 de cette force est
transportée par le flot du champ de vitesses u du fluide. Le systeme de Bous-
sinesqrégissant ’évolution de (6, u) s’écrit donc :

00 +u-VO=0
(1) Ou+u-Vu—vAu+ VIl =0ey
divu = 0.

Les inconnues 6, u et II dépendent du temps ¢ > 0 et de la variable d’espace
x. Pour s’abstraire des difficultés dues aux conditions aux limites, on suppose
que le fluide remplit tout I’espace (donc x décrit RY tout entier).

Le systéme (1) est un modéle simplifié courant pour I’évolution de fluides
géophysiques (voir par exemple [27] ou [29]). Le champ de vecteurs u et le
scalaire II désignent alors respectivement la vitesse et la pression du fluide
considéré et 6, une quantité scalaire (') transportée par le fluide.

Pour avoir un modéle plus réaliste, il conviendrait de rajouter des termes de
forces extérieures aux deux équations. Nous les supposerons nuls pour simplifier
la présentation. Notons au passage que dans le cas particulier ou § = 0, on
retrouve le systéme de Navier-Stokes « classique ».

Les prémices de ’étude mathématique du systéme de Boussinesq sont rela-
tivement récentes et ne traduisent pas uniquement une préoccupation d’ordre

(1) Nous appellerons cette quantité « température » pour fixer les idées mais qui physiquement
pourrait parfaitement étre proportionnelle a la densité ou a la salinité.
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LES THEOREMES DE LERAY ET DE FUJITA-KATO 263

physique. En réalité, ’engouement des mathématiciens pour ce modéle se limite
essentiellement au cas de la dimension deux du fait d’une ressemblance formelle
(dans le cas v = 0) avec le systéme d’Euler incompressible axisymétrique avec
swirl. On peut montrer que Papparition de singularités au temps T est liée
a l'explosion simultanée de V@ et du tourbillon dans L'(0,T; L>) (voir [16]).
Malheureusement, déterminer si ces quantités explosent effectivement semble
au moins aussi difficile que répondre au probléme similaire pour le systéme
d’Euler incompressible en dimension 3.

Dans le cas v > 0 en revanche, les résultats obtenus sont nettement plus com-
plets. Divers auteurs ont établi ’existence globale dans le cas N = 2 lorsque
Péquation sur 6 comporte en plus un terme de diffusion (voir [30] et les réfé-
rences qui s’y trouvent).

L’existence globale en dimension deux sans condition de petitesselemeure
valable dans la situation qui nous intéresse ou 6 est transporté sans diffusion.
Le cas de données réguliéres dans des espaces de Sobolev a été résolu (indé-
pendamment) par T. Hou et C. Li dans [20], et par D. Chae dans [5]. Trés
récemment, H. Abidi et T. Hmidi ont établi dans [1] 'existence globale et uni-
cité sans condition de petitesse pour des données initiales (6y, ug) appartenant
a un trés gros sous-espace de (L?(R?))3. Comme on peut par ailleurs construire
des solutions faibles globales " la Leray pour des données initiales 6, et ug dans
L?(R?) (voir par exemple [19]), il est raisonnable de penser que ces solutions
« faibles » sont uniques.

Dans cet article, nous souhaitons montrer que trois des résultats mathéma-
tiques les plus célébres pour le systéme de Navier-Stokes incompressible sont
encore valables pour le systéme de Boussinesq (1), & savoir :

— D’existence de solutions faibles globales d’énergie finie en n’importe quelle
dimension (théoréme de Leray, voir [24]),

— D'unicité des solutions d’énergie finie en dimension deux (résultat figurant
implicitement dans un autre article de J. Leray, voir [23], et démontré par
J.-L. Lions et G. Prodi dans [25]),

— l'existence de solutions globales uniques pour des données petites en di-
mension N > 3 (théoréme de Fujita-Kato [17]).

Nous verrons plus loin que la démonstration de l'existence globale de solu-
tions faibles se fait en suivant la démarche originale de J. Leray : la présence de
la température nécessite un peu d’attention mais n’introduit pas de difficulté
majeure.

En revanche, pour démontrer 'unicité en dimension deux, ’approche naive
consistant & écrire le systéme vérifié par la différence de deux solutions semble
vouée & I’échec. En effet, du fait de la présence d’une équation de transport dans
le systéme, les estimations de stabilité ne peuvent étre établies qu’avec perte
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264 DANCHIN (R.) & PAICU (M.)

d’au moins une dérivée donc dans un espace a régularité strictement nZgative
Or, pour controler ce type de régularité, ’hypothése que le champ de vitesses
soit au moins lipschitzien semble inévitable. Mais le champ de vitesses construit
n’est @ priori que dans L2 (Ry; H?').

Enfin, pour établir I’existence de solutions fortes globales en dimension N >
3, une application directe de I’approche de Fujita-Kato associant point fixe
contractant et utilisation du semi-groupe de la chaleur ne saurait convenir. En
effet, la méthode de Fujita-Kato exige non seulement une donnée initiale petite
mais aussi un terme de force f qui soit intégrable en temps sur R, entier, et
d’intégrale petite. A moins que @ ne soit identiquement nulle, cette derniére
condition n’est pas vérifiée par le terme de force 6 e puisque 6 est transportée
sans amortissement donc est constante le long des caractéristiques.

Nous avons adopté le plan suivant. La premiére section est consacrée & la pré-
sentation de nos résultats principaux. Dans la partie suivante, nous démontrons
I’analogue du théoréme de Leray pour le systéme de Boussinesq a 1'aide d’ar-
guments élémentaires d’analyse fonctionnelle. Dans la troisiéme section, nous
présentons D’artillerie technique nécessaire pour venir & bout du reste de notre
programme : espaces de Lorentz et de Besov, décomposition de Littlewood-
Paley et calcul paradifférentiel. La quatriéme partie regroupe diverses estima-
tions a priori — dont certaines avec perte de régularité — pour 1’équation de la
chaleur ou de Stokes, I’équation de transport et le systéme de Navier-Stokes.
Les résultats liés aux solutions fortes sont alors démontrés dans la cinquiéme
partie, et I'unicité des solutions faibles d’énergie finie en dimension deux, dans
la sixiéme partie. Nous avons regroupé en derniére section quelques résultats
supplémentaires. Un lemme technique figure en appendice.

1. Résultats principaux

Avant d’énoncer notre résultat d’existence globale de solutions faibles, pré-
sentons briévement les égalités d’énergie formelles associées au systéme.

Soit donc (0, u, VII) une solution réguliére et décroissante & I’infini du sys-
téme de Boussinesq avec données (6o, ug). Tout d’abord, sachant que le champ
de vitesses est & divergence nulle, on a

t)lr = ||60||Lr our tout ¢t > et < p< o0
(2) ol [6oll» P >0 et 1<p<

Par ailleurs, en prenant le produit scalaire L2(R™)YN de I’équation de la vitesse
avec u puis en intégrant en temps, on obtient

t t
(3) ||u(t)||%z + 21//0 ||Vu||%2 dr = ||u0||2Lz + 2/0 /RN 0 undxdr.
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LES THEOREMES DE LERAY ET DE FUJITA-KATO 265

Il est clair que I'intégrale du terme de droite peut étre absorbée par le membre
de gauche pourvu que l'on dispose d’un contréle sur la norme H~! de 6.
Ce contrdle est donné par (2) dés que LP(RY) s’injecte contintiment dans
H-1(RN). Si N > 3 (resp. N = 2), cette condition est vérifiée si et seule-
ment si p > N+2 (resp. p > 1).

Comme de coutume, obtention des solutions faibles globales se fera en
passant & la limite dans une suite de solutions approchées vérifiant (2) et (3).
Le passage a la limite dans le terme u - V8 = div (uf) exige que 1 1nJect10n de
LP(RYN) dans H~1(RY) soit localement compacte donc que p >

N+2
Ces considérations sommaires ménent a 1’énoncé suivant :
N 2N
THEOREME 1.1. — Soit y € LP(RY) avec 75 < p < 2, et yo un champ

de vitesses " divergence nulle et coe!cients dansL?(RY). Alors le syst'me de
Boussinesq avec donnZe initialgf,, uo) admet une solution faible globale

(0,u) € L®(Ry; P (RY)) x (L{S,(Ry; LARM) N L, (Ry; H' (RV))) ™,
telle que pour toutt > 0, on ait
6@ )» < [[6o]l

loc

et
t
@Iz +v [ I1Valadr < C (ol + e+ 0ol
0

pour une constanteC' ne dZpendant que déV et dep, et o =1 — N(—3)

Dans le cas 8 = 0, il est bien connu que les solutions faibles globales en
dimension deux sont uniques (voir par exemple [25]). Il est donc légitime de
chercher & démontrer que cette propriété persiste pour le systéme de Boussinesq
avec des données quelconques dans L%(RR?). A notre connaissance, le résultat le
plus proche allant dans ce sens a été établi par H. Abidi et T. Hmidi dans [1]
(voir aussi [19]) : si 6 appartient a I’espace de Besov homogene (?) BY | (R?) et
ug est dans B;{l N L?(R?) alors il y a unicité de la solution globale construite.

Nous démontrons ici qu’il y a encore unicité des solutions faibles d’éner-
gie finie en dimension deux sous la seule hypothese que les donnZes sont dans
L%(R?).

Cette propriété remarquable découle du fait que le champ de vitesses
construit appartient aussi a Uespace L) (R, ; H2(R?)) (défini plus loin en (18))
qui est & peine plus gros que L}, (R ; H?(R?)). De ce fait, le champ de vitesses
est presque localement intégrable en temps & valeurs quasi-lipschitziennes et
I’on peut faire appel & des estimations avec perte de régularité dans I’esprit de
celles qui ont été établies dans [2] ou, plus récemment, dans [13].

(2) Voir la définition 3.3.
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266 DANCHIN (R.) & PAICU (M.)

THEOREME 1.2. — SupposonsN = 2. Soit (6, up) € L*(R?)3 avecug ~ di-
vergence nulle. Alors le systeme(1) a une unique solution globaleg(d, v, VII)
telle que

0cCR;L?) et ueCRy; LA NLE (Ry; HY).
De plus la norme L? de 6 est conservZe au cours de 10Zvolution, 10Zg4litZ
est satisfaite et u appartient ~ IOespaceE}oc(R+;H2) dZbni au-dessus de la
remarque 3.12.

La derniére partie de notre programme consiste & établir un résultat d’exis-
tence globale de solutions fortes & données petites en dimension N > 3, dans
Pesprit de celui de Fujita-Kato pour le systéme de Navier-Stokes incompressible
(voir [17]).

Rappelons que le théoréme de Fujita-Kato se démontre en récrivant le sys-
téme de Navier-Stokes en termes de probléme de point fixe pour une fonc-
tionnelle construite & ’aide du semi-groupe de Stokes. Sous des hypothéses de
petitesse adéquates, le théoréme du point fixe de Picard permet alors d’obtenir
une solution globale unique. Cette approche s’avére particuliérement perfor-
mante si ’espace fonctionnel F' utilisé est critique, i.e. respecte l'invariance
par changement d’échelle (ou scaling en anglais) du systéme de Navier-Stokes.
Cela améne & choisir pour F un espace de distributions sur Rt x R & norme
invariante pour tout A > 0 par la transformation

u(t, z) — Au(N\%t, Ax)

et donc & choisir une vitesse initiale ug dans un espace fonctionnel E & norme in-
variante par la transformation ug — Aug(\ ). H. Fujita et T. Kato démontrent
ainsi que le systéme de Navier-Stokes est globalement bien posé pour des don-
nées initiales petites par rapport & la viscosité dans ’espace de Sobolev homo-
géne H2(R3) (voir [17] et [7]). Le résultat de Fujita-Kato se généralise & un
grand nombre d’espaces critiques (voir e.g. [22] ou [26]).

Un calcul facile montre que le systéme de Boussinesq est invariant par la
transformation

u(t,z) — ANt x) et O(t, ) — A30(\%t, \z).

Autrement dit, les espaces critiques pour la vitesse sont les mémes que pour
le systéme de Navier-Stokes et il faut en quelque sorte exiger deux dZrivZes de
mMoins sur la température.

En P’absence de dissipation sur la température, il ne semble pas possible de
démontrer que le systéme de Boussinesq est bien posé méme localement pour
des données aussi peu réguliéres. On peut cependant établir 'existence locale
pour des données initiales dans ’espace de Besov homogéne B?Vyl(RN ) (gros
sous-espace de L™ (RY)) qui est critique pour la vitesse seulement :
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LES THEOREMES DE LERAY ET DE FUJITA-KATO 267

THEOREME 1.3. — SupposonsN > 2. Soit 6y € B?\m et ug un champ de

vecteurs " divergence nulle et coelcients dansB?v,l. Alors le systeme de Bous-
sinesq admet une unigque solution localéd, u, VII) dans IOespace

>0 >0 1 22 N 1 50 N
Br i=C([0,T); BY 1) x (C(10,T); B )NL (0,73 B31)) - x (L0, T3 BY,,))

Side plus 6 € Lw(O,T*;B?VJ) et u e L*(0,T7%; BY ;)N L' (0,7%; B% ) alors
la solution peut stre prolongZe au-del” deT™.

Si la construction de solutions & temps petit peut se faire par des arguments
standard, montrer ’existence de solutions fortes globales est nettement plus
délicat. En effet, comme expliqué dans l’introduction, ’absence d’amortisse-
ment pour la température interdit I’approche classique associant estimations
pour le semi-groupe de la chaleur et point fixe de Picard, et le scaling de la
température semble bien trop bas pour pouvoir travailler directement dans des
espaces invariants par changement d’échelle.

Notre stratégie est la suivante : trouver deux espaces fonctionnels, X pour
la vitesse initiale ug et Y pour la température initiale 6y tels que, en notant
P le projecteur orthogonal sur les champs a divergence nulle et (eTA)T>O le
semi-groupe de la chaleur, on ait les estimations suivantes :

101 oo 0,757y < [l0olly, lle* 2 uol| o (0,7:x) < |luollx,

fg’ et=)AP div (u ® u)(s) ds

Ji et=92P(gey) ds < Cill0l[ze(0,3v),

Lo (0,T;X)

< CQHU’”%OO(O,T;X)
L>(0,T;X)

|

avec des constantes C; et Cy indZpendantesdu temps T. (Nous avons supposé
que v = 1 pour simplifier I’heuristique.)

Pour de tels espaces, on obtiendra alors
[ull o= 0,7:x) < lluollx + Cillfolly + CallullZeo o, 7:x)-

Supposons que (1) admette une solution locale (6,u) dans L*([0,T];Y) x
L>([0,T]; X) et que de plus C1||6o]|y + |luolx < ¢ avec ¢ suffisamment petit.
Soit T le temps maximal pour lequel ||u| oo, 7+;x) < 2¢. Si I'on a choisi ¢ de
telle sorte que 4cC3 < 1, I'inégalité ci-dessus implique que ||ul| o, 7+;x) < 2c.
Par des arguments classiques de bootstrap, on conclut alors que T = +oc0.

Nous verrons plus loin que I'on peut choisir pour X l’espace de Lorentz
LY (RN et pour Y l'espace de Lebesque L5 (RY) (voire L3 °°(RN) si N >
4). Notons au passage que ces espaces sont Critiques.
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268 DANCHIN (R.) & PAICU (M.)

A moins que # = 0, il n’est pas clair que 1’on puisse démontrer I’existence
et I'unicité de solutions dans ces espaces sans hypothése supplémentaire de ré-
gularité. Pour y remédier, nous allons devoir exiger plus de régularité sur les
données initiales. Cette régularité doit de plus pouvoir étre transportée globa-
lement si les données sont petites dans X x Y. Le caractére global demande
un peu d’attention car les estimations habituelles de régularité sur les solutions
d’une équation de transport font apparaitre un terme qui dépend exponentielle-
ment de la norme lipschitzienne du champ de vitesse. On sait cependant depuis
un article de M. Vishik que ces estimations sont « meilleures » dans les espaces
de Besov d’indice nul (voir [31] et la proposition 4.8 pour plus de détails).

Ces considérations ménent au résultat suivant d’existence globale a données
petites :

THEOREME 1.4. — Supposons queN > 3. Soit 0y € B?V71(IE€N) et ug €

N
-1+

B,; 7 (RN) pour un p € [N,o0]. Il existe une constantec > 0 ne dZpendant

que deN telle que si de plusug € LN>°, 6, € L et
) luoll Lx.ce +v7HI6o]l 5 < cv

alors le systeme de Boussinesq admet une unique solution globale

N_q

(6,u, VII) € C(Ry; BY1) x (C(R4: B

LN \N
p,1 ) n L}OC(R“‘; szjl ))
N _ 1 \N
X (Llloc(R-i-;sz:l )) .
De plus, il existe une constanteC' ne dZpendant que déV telle que pour tout
tempst¢ > 0, on ait

16, 5 =116l 5  Tu®lzvee < C(Jluollpxe + v~ 160l 5 )
| wo vl < Clluol 4A,IGthllel‘B?"vl—I—zx(ethl”oOHB?V’l—1),
F (B ) Ly(By, ) B
0015, < Cllolg, e """ (14 Cv fuo gy )-
REMARQUE 1.5. — A partir de la dimension quatre, 1’espace L%(RN) peut

étre remplacé par L5 °°(RV).

REMARQUE 1.6. — Notons que les hypothéses supplémentaires sur la vitesse
sont critiques en terme de scaling. Par ailleurs, ’appartenance de 8y & ’espace
de Besov homogéne B?\,,l (qui est un sous-espace strict de l’espace de Besov

non homogene BY, ;) est assurée par 0y € L3°° N BY . De méme, si p > N,
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LES THEOREMES DE LERAY ET DE FUJITA-KATO 269

N N

=14 . —14+8
I’hypothése ug € B,, " est garantie par ug € LN B,, * (voir le lemme
3.9).

NOTATION. — Dans tout l’article, C' désigne une « constante » susceptible de
changer de ligne en ligne et dont la valeur exacte n’influe pas sur ’exactitude
des calculs. On utilise parfois la notation abrégée A < B au lieu de A < CB.

2. Solutions faibles globales

Cette section est consacrée a la démonstration du théoréme 1.1.

Fixons une fonction y € C®(RY) positive et d’intégrale 1, et notons I,
(r > 0) 'opérateur de convolution par la fonction =™y (r~!.). Dans un premier
temps, nous allons résoudre le systéme de Boussinesq régularisé suivant :
{ate + L - V6 =0,

5
®) 6tu+P(ITu-Vu) —VAuzP(ITGeN),

avec données initiales 6y et ug dans L2(RY).

PROPOSITION 2.1. — Pour tout couple de donnZes initiales(6y,uo) dans
L*(RY) tel quedivuy = 0, le systeme (5) admet une solution faible globale
(0,u) telle que

0 € C(Ry; L), u € Lig.(Ry; L) N L, (Ry; HY)

loc

et vZribant 10inZgalitZ dOZnergie suivante pour tow RT :
t t

(6) lu®)|32 + 21// V|3 dr < |luol|32 + 2/ / I.6uy dz dT.
0 0 JRN

Preuve. — Nous allons résoudre le systéme (5) a l’aide de la méthode de Frie-
drichs. Pour cela, on définit 'opérateur de troncature spectrale J,, par

Tnf(€) = 111 (€N F(©)
et l'on cherche & résoudre le systéme suivant pour n > 1 :
00" + J,, (IT’PJnu” . VJnB") =0,
(7) ou™ + PJ, (ITPJnu” . VPJnu") —vAPJu" = P(ITJ,LG" eN),
(0™, u")ji=0 = (Jnbo, Jnuo)-
Ce systéme est une équation différentielle ordinaire sur L? vérifiant les hypo-

théses du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Il admet donc une unique solution
maximale (6",u™) € C* ([0, T, [; (L*(RY))N*!) pour un T, > 0.
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270 DANCHIN (R.) & PAICU (M.)

Comme de plus (PJ,)% = PJ, et J2 = J,, le couple (J,,0", PJ,u™) est aussi
solution de (7). Par unicité, on a donc J,8" = 6™ et PJ,u"™ = u™. Cela entraine
que 0" et u™ sont dans C'([0,T"[; H*) et vérifient

) {ata + Jo (Lum - Vo) =0,

Bu™ + Py (Lu™ - Vu') — vAu™ = P (L0 en).

Une méthode d’énergie élémentaire assure alors que ||6"(t)|| 2 = ||Jnbo| L2 pour
tout t € Ry, et

¢ t
9)  Jlu™®)]3s + 21//0 VU™ ||z dT = || Jnuol|32 + 2/0 /RN I.6" % dz d.

Notons que ces deux égalités impliquent que T,, = +oo. En effet, si T}, est
fini, on montre facilement en majorant le terme de droite de (9) a l'aide de
l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que (8™, u™) est dans L>(0,7™; L?) et peut donc
étre prolongée en vertu des théorémes classiques sur les équations différentielles
ordinaires.

Il S’agit maintenant de passer a la limite dans (8). Tout d’abord, il est clair
que la suite (6™),cn est bornée dans L™= (R ; L?) et que (9) assure que (u™),en
est bornée dans L{° (R ; L2)NLE (R4; H'). En utilisant le systéme (8) et en re-

loc loc
marquant que la suite (I,u™)nen est bornée dans tous les espaces L7 (R4 ; H?),
on en déduit alors que (0;0™),en et (9;u™)nen sont bornées dans L2, (Ry; H™1).
Par des arguments de convergence faible et de compacité classiques, on conclut
qu’il existe € L>®(Ry; L?) et u € L, (Ry; L%) N LE (Ry; HY) a divergence
nulle, tels que, & extraction prés,
— 6™ tend vers ¢ dans L§S (Ry; H,,") pour tout n > 0,

— 0"(t) tend faiblement dans L? vers 6(t) pour tout ¢t € R, (et donc I.6™(t)
tend fortement vers I,.0(t) dans L?),

u" tend vers u dans L? (Ry; H._¢) pour tout & > 0,

loc

u™(t) tend faiblement dans L? vers u(t) pour tout t € R,.

Ces propriétés de convergence permettent de passer a la limite dans le sys-
téme (8) et de montrer que

t t
lim / L.O0" v dx dr = / / I.0upy dzdr.
n—eoJo JrN 0 JRN

Le couple (6, u) est donc une solution globale de (5) vérifiant (6). O

Nous pouvons maintenant passer & la démonstration du théoréme 1.1. Nous
supposons donc que la température initiale 6y appartient & LP(RY) avec ]3—52 <
p < 2 et que ug € L2(RY) avec divug = 0. Il est clair que 1.8y € L? pour tout
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r > 0. La proposition précédente appliquée avec r = 2~* assure donc 'existence
d’une solution globale (6, uy) vérifiant (6) pour le systéme approché
00y, + div (IQ—kUk Gk) =0,
(10) Osuy, + P div (IQ—k’LLk ® uk) —vAuy, = P(Iz—kak eN),
(Ok> u)je=0 = (I3-#60, uo)-
On constate que 6 est solution d’une équation de transport par le champ de

vecteurs régulier & divergence nulle I,—»uy. Cela assure que 8, € C(R,; L2NLP)
et que

(11) 10 ()]l zr = || I2-%60|lzr < ||f0]lLr pour tout ¢ > 0.

Ensuite, en vertu de (6) et de I'inégalité de Holder, on a

t t
(12)  Jlur@®)llZe + 21// IVurl|Ze dt < Juollz= + 2/ 16kl Lo 1| Lo dt.
0 0

Comme % < p < 2, on dispose de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg sui-

vante :
a -« 1 1
el < Cllula | Vurlz avee a=1-N(~3).
En injectant cette inégalité dans (12) et en utilisant (11) et I’inégalité de Young,
on trouve

t a1 2 [t 2a
)12 +v [ Vel de < Juoll + CoiF 160 F7 [ el F5¥ o
0 0

d’ot1, aprés une nouvelle utilisation de I’inégalité de Young,

t
(13) @2+ [ [VurlZ di < C(uollZe + 150 0ol ).
0

Il reste & justifier le passage a la limite dans (10). Tout d’abord (11) et (13)
assurent que (0x)ren est bornée dans L>®(R,; LP) et que (uk)ren est bornée
dans L*®(Ry;L?) N L?(R,; H'). En utilisant (7), on peut alors montrer que
(0:0k ) ken et (Orug)ken sont bornées dans L%OC(RJr; H_%_l). Par des arguments
de compacité classiques et en notant que LP(RY) — H_N(%_%)(RN) pour

1 < p <2, on en déduit, quitte & extraire, que :
loc loc

_N(Li_1y_
— 0% tend vers une fonction 6 dans L (R+; H G=2) n) pour tout n > 0,

— ug tend vers un champ u & divergence nulle dans L%OC(R+;HZ10;E) pour
tout € > 0.

Ces propriétés de convergence permettent de justifier que div (Io-rug6y)
tend vers div (uf) au sens des distributions pourvu que 1— %—F% > 0, condition
qui est équivalente a p > 2N/(N + 2). Le passage & la limite dans le terme
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div (I,-ru ® uyg) se fait exactement comme pour le systéme de Navier-Stokes
incompressible « classique ».

3. Espaces fonctionnels et outils d’analyse harmonique

Commencgons par rappeler la définition des espaces de type L? faible.

DEFINITION 3.1. — Pour 1 < p < o0, on définit ’espace L? faible (noté LP»*°
par la suite) comme ’ensemble des fonctions mesurables de RY dans R telles
que

| fllLp.oo :=sup A ‘{az eRY/|f(z)| > )\}’; < 0.
A>0

REMARQUE 3.2. — Dans le cas 1 < p < 0o, ’espace LP**° coincide avec 1’es-
pace de Lorentz défini par l'interpolation réelle (L°°,L1)( 100 En d’autres
termes, f est dans LP'*° si et seulement si, pour tout A >p0, on peut écrire
f=f44 fa avec ||fallpr < CAYVYP et ||f4 e < CA™YP et la « meilleure
constante » C' est une norme équivalente & la quantité de la définition ci-dessus
(voir par exemple [22]).

Plus généralement, pour 1 < ¢ < oo, ’espace de Lorentz LP'? peut étre défini
par interpolation réelle en posant :

Lp7q = (LOO,LI)(%’(I).

Dans la suite de cette partie, nous rappelons briévement la définition de la
décomposition de Littlewood-Paley (selon [6]) ainsi que celle des espaces de
Besov.

La décomposition de Littlewood-Paley se définit &4 I’aide d’une décomposition
dyadique de 'unité : soit x une fonction positive radiale de classe C*°, supportée
dans la boule {|¢| < 3}, valant 1 sur {|¢| < 2}, et telle que r — x(re,) soit
décroissante. On pose ¢(&) = x(£/2) — x(&) de telle sorte que

(14) VE € RV\{0}, Y 0(27%) =1 et VEeRY, x(§) =1-) o(27%).

q€EZ geN

On définit ensuite les opérateurs de localisation en fréquences Aq et S’q de

L(S’;S) par :
Ay u:=9(279D)u et S,u:=x(279D)u pour tout g€ Z.

Notons que pour une distribution tempérée u € S’'(RY), les fonctions Aju et
Squ sont analytiques & croissance lente. Si de plus il existe un réel s tel que
u € H*(RV) alors Ayu et S,u appartiennent & I'espace H> := [, cp H°.
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Par ailleurs, on établit a l'aide de (14) que u = Sou + Y qeN Aju  dans
S RN)et u=3",cs A, u dans S'(RN) modulo un polynéme (voir par exemple
[22)).

Enfin, nous utiliserons souvent la propriété de presque orthogonalité sui-
vante :

(15) AkAqu =0 si |[k—g|>2 et Ak(Sq_lquv) =0 si |k—gq|>5.
Nous pouvons maintenant définir les espaces de Besov homogénes comme suit :
DEFINITION 3.3. — Soient s € R, (p,7) € [1,00]? et u € S’(RY). On note
dét A ; def A
hll s, (S 2®lA,ulp,)” sior<oo, et fuls, % sup 20°Agul o
P o Py q€Z
On déﬁnit P’espace de Besov homogéne B;,T = B;,T(RN) par
- B, ={ueS'RY) | ”“”B;,T < 400}, lorsque s < % ous = % etr=1.
-~ By, ={ueSRY) |V |a|=k+1, 8°ue By F}si T +k<s<
%—l—k—l—l,ous:%—i—k—i—letr:l,pourunkEN.

REMARQUE 3.4. — On prendra garde au fait que B;r (RN) est un espace de
Banach si et seulement si s < N/pous < N/petr=1.

Rappelons également la définition des espaces de Besov hon homogenes:
DEFINITION 3.5. — Soient s € R, (p,7) € [1,00]% et u € S'(RY). On note
1
lullss , = (IS0l + Soen 2 NAqully,) " siv < ox,
g .. = max([18oullze, supyen 2% Aqullzs ).

L’espace de Besov non homogéne B, . := B;’T(RN ) est lensemble des distri-
butions tempérées u telles que ||u| ;s soit fini.

REMARQUE 3.6. — Les espaces de Besov Bj , et 3372 coincident respective-

ment avec les espaces de Sobolev H® et H*. Si s € R* \ N, les espaces de Besov
B3, .« et BS, « coincident respectivement avec les espaces de Holder C* et C*.

Par abus, nous noterons C* := BS, et Cs = Bgom pour tout s € R.

Les inégalités suivantes, dites de Bernstein et démontrées par exemple dans
[6] seront d’un usage constant.

LEMME 3.7. — Soit 1 < p; < py < 0o ety € C(RY). Alors on a
162~ DY rs < €29 (r=7) (279 D)l 1
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Comme conséquence de I'inégalité de Bernstein et de la définition de B;
on a la proposition suivante :

,7)

ProrosiTiON 3.8. — (i) Il existe une constante ¢ strictement positive telle
que

—1
(16) Hlullg, < IVull gy < clullg, -
.. . cs—N(L2—--L
(i) Pour 1<p; <py<ooetl<r; <ry<oo,0n aB; . — Bpr, PLor2t

LN LN ~ LN
(i) Si p € [1,00], alors B} < Byloo N L. Si p est Pni, |I0espacs,’; est une
algebre.

(iv) Interpolation rZelle : (B2 B;,zr)oﬂ" =

- 982+(1—9)Sl
p,r? B

o pour 0 < 0 < 1 et

1<p,rr' < oo
Signalons aussi le résultat d’inclusion suivant qui nous sera fort utile :
LEMME 3.9. — Pour 1 <p<g<oo,0na
. N_N
LP(RY) < Byioo ” (RY).
DZmonstration. — Notons h, = 2/Vh(27-) avec h = F~'p. On a Aju = h, *u,

donc par les inégalités de convolution dans les espaces de Lorentz (voir par
exemple [22]),

. 1 1 1
Aullpe < |||l pral|u||pes avec — =1+ - — =
1Ayullze < byl flulle . i
En faisant un changement de variable, on constate que
IByllzrs = 2V A] s,
d’ou le résultat. O

Nous souhaitons maintenant donner quelques estimations a priori dans les
espaces de Besov pour ’équation de la chaleur. Ces estimations découlent du
lemme suivant démontré dans [8] :

LEMME 3.10. — Il existe deux constantesc et C telles que pour toutr > 0,
g€ Z, etpe]l,oo0l], on ait

le™ Aqull e < Ce™™ | Agul| Lo

De ce lemme, on déduit facilement (voir encore [8]) le résultat suivant :
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PROPOSITION 3.11. — Soit s € R, 1 < p,r,p1 < c0. Soit ug € B3, et f €

~ L s—24 2 ~ .
L% (Bp,» ). Alors IOZquation de la chaleur
Oyu — vAu = f, Uj— = Uo
. . ~ . ~ L5+ 2 . .
admet une unique solutionu dans L¥F(B; ) N Lf (B, ) et il existe une

constante C' ne dZpendant que de la dimensioiV telle que 1Oon ait IOestimation
a priori suivante pour toutt € [0,T] et p > p; :

1 1 _q
(17) vellull . y2 < Cllluollgs +ver lfIL  cavz ).
LY (By+") P LY (Bpr 1)
Si r < o0, la solution » appartient de plus ~ C([0, T'; B;’r).
Dans la proposition ci-dessus, on a utilisé les espaces Z%(B;,T) qui se défi-
nissent comme & la définition 3.3 aprés avoir posé

(18) lellzy ., = 2 18aullgan],

Notons qu’en vertu de I’inégalité de Minkowski, on a
(19) Il g 55, < Nl gy, BOUT 27,
et I'inégalité opposée si p < 7.

On posera 5T(B;7T) = E%O(B;,,) N C([0,T]; B;,T) et L”

5 . loc
Moo L4(B3,). i
Sur le méme modele, on peut définir des espaces non homogenesL/.(B; ,.).

(R+7 B;,r) =

Dans le cas particulier ot p = r = 2, on utilisera plutét la notation f’}(H %) ou
LE.(H?).

REMARQUE 3.12. — Gréce a la proposition 3.11, et en utilisant le fait que le
projecteur P sur les champs & divergence nulle est un multiplicateur de Fourier

homogéne de degré 0 et est donc continu de B;,T dans lui-méme (voir e.g. [22]),
il est facile de résoudre le systéme de Stokes non stationnaire

{atu—uAu+VH:f, diveu =0,

Ujt=0 = Uo,

(20)

avec donnée initiale ug € B;’T & divergence nulle, et force f € Z%F(B;T)
On obtient encore une unique solution (u,VII) avec u € LF(B,,) N
L%(B;*;Z) et VII € E}(B;T), et u vérifie pour tout 1 < p < oo estimation
1
Pl s < (lluollzy, + 1Pz s )

Sir < 00, la solution u appartient de plus a C([0,T7; BISH,)
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REMARQUE 3.13. — On peut énoncer une version non homogéne de la pro-

,2+l
o et f € 7a (Bpr 1). Les résultats
d’existence, d’unicité et de continuité en temps demeurent, mais la constante
C de (17) se met a dépendre (au pire linéairement) de T.

position 3.11 pour des données uyg € B?

La preuve de certaines estimations a priori pour des termes de type quadra-
tique sera grandement facilitée par I'usage du calcul paradifférentiel et notam-
ment de la décomposition suivante introduite par J.-M. Bony dans [3] :

fg="Trg+T,f + R(f,9),
ot le terme de paraproduit T est défini par ng = Zq —1f Aqg, et le terme
de reste R, par R(f,g) := ZqA qug avec A = Aq 1+ A + Aq+1
Nous énongons ci-dessous quelques résultats de continuité d’usage constant

pour les opérateurs de paraproduit et de reste (consulter par exemple [28] pour
une étude exhaustive de ces opérateurs).

PROPOSITION 3.14. — Soit 1 < p, p1,p2,7,71,72 < 0o VZribant le =
et 1 = .1 4+ 1. LOopZrateur de paraproduif” est continu :

D de L* x B! . dans B!, pour tout ¢ € R,

b de B3, x B;,Z ra dans B! pour tout t € R et s > 0.
LOopZrateur de rest® est contmu :

. . . )
b de By, X Bt2 -, dans Bpj;t pour tout (s,t) € R? tel ques+t > 0,
BdeB; , x B}, dansB)  siscRetl L1 >1

P1,T1 D2,72

1
b2

La proposition ci-dessus permet de montrer la plupart des résultats de conti-
nuité pour le produit de deux distributions appartenant & des espaces de Besov.
Nous utiliserons fréquemment par exemple que 'application (u,v) — uv est
continue de

—B]SVJXB 1dansBs"’t1si—1<st<1ets—|—t>0
. . N
7Hs><thansBz’1 z ||< |t|<—ets+t>0

4. Quelques estimations a priori

4.1. Espaces de Lorentz et systéme de Stokes non stationnaire. — Dans cette sec-
tion, on démontre quelques estimations a priori dans les espaces de Lorentz
pour le systéme de Stokes non stationnaire (20). Le lemme suivant nous per-
mettra de controler le terme de couplage avec I’équation de transport dans le
systéme de Boussinesq.

LEMME 4.1. — On a les estimationsa priori suivantes pour toutt > 0 :
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D Si N =3 alors v | [} e t=)AP(fes)(s) ds < O8]l Lz r1)-

L3,00
DSiN >4 alors v|| [l et=92P(fey)(s) ds <Clfll _ o~
0 LN,o0 Ltoo (L 37 )
DZmonstration. — Par un changement de variable temporel, on peut se rame-

ner au cas v = 1. Notons par ailleurs que P € L(LP(RY); L?(RY)) pour tout
1 < p < o0. Par interpolation réelle, on a donc en particulier

(21) P e L(LV>(RY), LNV>=(RY)).

Par conséquent, on peut « oublier » le projecteur P dans les inégalités a dé-
montrer et se limiter a la preuve d’inégalités similaires pour 'opérateur de la
chaleur. Pour ce faire, on écrit la décomposition suivante avec A paramétre
positif :

t A [
[0 as = [ 10062006 ds [ 1,005) =D20(5) ds.
0 0 A

Ia IA
Par calcul direct on a pour 7 > 0et 1 < p < ¢q < o0,

TA —1/ —7|€|? 1 z 1
(22)e™ | zeze ey = [IF (e e = ||G(\7)||LT = N

v G2
ot 'on anoté G =FL(e ), 1/r=141/g—1/pet 1/r' =1/p—1/q.

Supposons d’abord que N = 3. On a
1allze < J3* 1e=920() o 1p0.n(s) ds,
< Lo 12 e nn ) 1065) 22 L0, (s) ds,
<Gl f310(5) 122 1o, (5) ds < ANIG] Lo 10 = 20
D’autre part, pour 14, on peut écrire
14 Lo < [ 1 920(s) [l L 10,11 () ds,

< L 1€ 2 | 2 r L) 10(8) 122 110, (5) ds,
<Gl [ b 100 o Lo, (s) ds,
< 2472|Gl e 10l Lo L1y

En tenant compte de ces deux estimations, de la remarque 3.2 et de (21), on
obtient le résultat souhaité dans le cas N = 3.
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Le cas N > 4 se traite de maniére analogue. A partir de (22), on montre par
interpolation que opérateur ™ est continu de L% dans L3> avec norme

bornée par C||G| 1. Cela assure que pour tout A > 0, on a
Ay (oo
1Zall e < S5 1220 i 3 [0S 2, 0,1 (5) d,

< CAIGIL 1], ,

30°)°

. - . ) . N

Pour majorer I4, on utilise le fait que lopérateur e™ est continu de L3>
3 : >0 :

dans L* avec norme C772 ||G||LNN:V1 (combiner (22) avec un argument d’in-

terpolation). On peut donc écrire
A s)A
1Al < [ e IIW o 0O, 5 <0 (s) ds,

fA (t— 3)3/2”0( )”L%,ool[o,t](s)dsv

< CA~ 1/2||G||

,1 || ||L°°(L 3 )
En combinant les majorations pour I4 et I4, le fait que
N N
(L3, L)z o = L%,

et (21), on peut maintenant conclure a 'inégalité souhaitée dans le cas N > 4.
O

Le lemme suivant (qui semble étre di & Y. Meyer, voir [26]) nous permettra
de controler le terme de convection dans I’équation sur u.

LEMME 4.2. — Pour tout ¢t > 0 et v > 0, on a les estimationsa priori

K Cllgllrgery  si N=2,
v(t—s)A < t
/0 e PVyg(s)ds I { si N>3.

v

ol )

DZmonstration. — Pour la commodité du lecteur, nous donnons ci-dessous les
grandes lignes de la démonstration. On procéde comme dans le lemme précé-
dent : aprés s’étre ramené au cas v = 1, on découpe l’intégrale & majorer en
deux parties Ja et JA. En vertu de (21), on peut « oublier » le projecteur P.
De plus, il est clair que pour tout 7 >0et 1 <p < g <00, on a

(23)

€739 leqwran = g WH I avee Hi= 77 (e ) et = =

2

,rl

Q| =

1
p
En reprenant les calculs du lemme précédent, on obtient donc si N > 3,

174l e < CAIH|ilgll, 5 et 4w < CAH]

xoallgll, x

;00

On conclut alors en remarquant que (L7’°°, L"‘”)%’Oo = LN,
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Le cas N = 2 est formellement identique. Il suffit de remplacer L0 par
L. O

4.2. Estimations a priori pour le systéme de Navier-Stokes. — Dans cette partie,
on démontre des estimations a priori pour le systéme de Navier-Stokes incom-
pressible :

O+ u-Vu—vAu+ VII = f,
(24) divu =0
(0, z) = up(x)

sous diverses conditions de petitesse.

Enoncons tout d’abord un résultat global de propagation de la régularité

L1+ X 1/ 1+ , . . 1
L (B,,; ")NL;(B,,") sous 'hypothése que u est petite dans C~".
LEMME 4.3. — Soit p € [1,00[ et u une solution de (24) appartenant ~
R PP 14+ N i .
L%O(Bp’;rp )n L;(Bpjp ). Il existe deux constantesc et C telles que Siug

. B T > . . . 1 S—1+
appartient ™ B, * et vzZripedivug = 0, si f est dansL'([0,T];B,, ") et
de plus

sup [|u(t)]¢-r < cv
t€[0,T)

alors, on a pour tout ¢ € [0, T] IOestimation

t t
Ol +v [ Iy dr < luoll g+ [ 175y ar).
Bzfl 0 Bzfl Bpljl 0 B,

p,1

DZmonstration. — On applique 'opérateur PAq al’équation de Navier-Stokes.
Sachant que divu = 0, on obtient

oA u—vAAu=PA,f —PA,(u-Vu).
Admettons un instant que

A —q(—1+ X
25) [PAg(u Vuller £ a2 D ull e ful oy avee Da,=1
Pl q€Z

Alors en utilisant le lemme 3.10, on a

2115 || A u(t) | o < 291 e 2 A ug |

t _ _ 2q 1+ N A
+/ mer = (g 1+p>||Aqf||Lp+aq||u||c-_l||u||3,1+%)dT.
0

p,1
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Aprés sommation sur ¢, on trouve donc

el o+l e < O (ol vy

t p,1 ) t p,1 p,1

AL, e+ Bllen ey ).

t\Pp t\Pp1 7))
Si I'on suppose que

Cllull e ery <

N R

alors on obtient ’estimation souhaitée. ]

L’inégalité (25) que nous avons utilisée plus haut repose sur le lemme sui-
vant :

LEMME 4.4. — Soients > 1, r € [1,4+00] et w un champ ~ divergence nulle.
Alors il existe une constanteC' et une suitea, € ¢"(Z) telles que

1Ay (uVo)ller < 0279 2ay(fullemsloll s, Hlolomllulls, ) et lag)le <1

DZmonstration. — En vertu de (15) et de divu =0, on a
A, (u- V) Z A, div (Syi0u® Ayv) Z A (Ayu-VSy_1v).
q'2q—4 Iq—q'|§4

Sachant que s > 1, on a

Y A div (Syi2u® Agv)|rr < C2¢ % 4||5q’+2u||L°°||Aq'v||Lpa

q'2q—4 q'2q9- .
<02 ¥ 270C Dl g 27| Agrv] o,
q'29—4
< €271 Dagllufl i [lvll 5
avec a4 € £7(Z) vérifiant ||(ag)|ler <1,

D’autre part, on dispose de la majoration suivante :

Y 1Ag(Agu-VSy_10)|lr < C Z ”Aq’uHLPHSq’—lv'U”Lm,
lg’—q|<4 lg’—q|<
<C2™ a(s— 2)0,,1”’[1”6'171”’114”3;“
d’ott le lemme. O
Il n’est pas clair que le lemme 4.3 demeure valable dans le cas limite p = +o0.

Mais on dispose toutefois du substitut suivant :
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LEMME 4.5. — Soit u une solution de (24) avec donnZe initialeu, € B;{l

" divergence nulle, et terme de forcef € Ll([O,T],B;{l). Il existe deux
constantesc et C telles que si

sup |lu(t)|| gy < cv
te[0,T]

alors on a pour toutt € [0, 7] IOestimation

s, + vl gyse < ©(lolls=r, +1flpzsor,))-

DZmonstration. — La démarche générale est la méme que dans la preuve du
lemme 4.3, mais on ne peut plus utiliser le lemme 4.4 qui est faux dans le cas
limite p = 0o, 7 = 1 et s = 1. Le bon substitut est 'inégalité suivante :

(26) ||Aq (u . VU)HLOO < Cag27|ul| e ||u||B§Q’1 avec Zaq <1.
q€EZ

La justification de (26) repose sur la décomposition de Bony. En tenant compte
de divu =0, on a pour tout j € {1,--- , N},

[div(u® u)]] = 0y(Tyiu? + Tpiu' + R(ut, u?)).

Les résultats de continuité pour le paraproduit énoncés dans la proposition 3.14
assurent que

| div Ag(Tyu)|= < C2agllullgallull g avee Y a, <1
q€EZ

et I'on a vu que LV < C~1 (cf lemme 3.9).
La continuité de Pinjection de L™* dans C~! permet aussi d’écrire que
|A, div R(u,u)|| L= < C2%||A, div R(u,u)|| v pour tout q € Z.
Par conséquent, on a

A, div R(u,u)||n~ < C220 || S Ay (Ayul, u)

HLNm’

9'29-3 .
<0220 5 |Agullpye[Agulre,
q'2q—3
<020 50 27 %ag|lullpyeelullp
q'2q9-3 =
avec . a, < 1, ce qui achéve la démonstration de (26). O
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4.3. Estimations pour I’équation de transport. — Dans cette section nous établis-
sons diverses estimations a priori pour I’équation de transport

{at9+ div (Ou) = f

@7) 0(0,x) = 6g(x)

avec u champ de vecteur lipschitizien ~ divergence nulle Pour commencer,
rappelons un résultat classique relatif aux espaces LP ou LP*° :

PROPOSITION 4.6. — Pour tout p € [1,00], on a les estimationsa priori Sui-
vantes :

t
vt e R, [10t)]r < 160l s +/ [1£(s)llL» ds.

0

Plus gZnZralement, pourl < p < oo, On a

t
vt € R, [|0()[|Lr < [|60llLr= +/ £ (s)l| e ds.

0

Dans tous les cas, I0inZgalitZ peut «tre remplacZe par une ZgalitZ st 0.

DZmonstration. — En introduisant le flot ¢ du champ u défini par

(28) {at'(/}(tam) = U‘(ta 1/)(15, SC)),
¥(0,2) = =,
on obtient
t
09 060 = 0@t ) + [ Sl v ) ds
0
Sachant que divu = 0, la fonction v, := 9 (t,-) est un difféomorphisme qui

préserve le volume. En conséquence,

t
16@)ze < 1160l +/0 1 (s)llze

avec égalité si f = 0.

La preuve de 'inégalité dans les espaces LP**° se traite en comparant les
ensembles de niveau de 6 et de 6y. En effet : dans le cas f = 0, on a pour tout
A>0,

(30)  {yeRY/I6(t,y)| > A} = wu({z € RY /16o(a)] > A}),

et les deux ensembles ont méme mesure puisque ¥ préserve la mesure.
Le cas général f # 0 s’en déduit facilement a partir de la formule (29). O

Dans la proposition ci-dessous, nous énongons un résultat de propagation de
régularité de type Besov pour les équations de transport.
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PROPOSITION 4.7. — Soient1 < p <p; < 4oo, r € [1,00] et s € R tels que
—l—min(N N) <s <1+£
p1p p
Supposons que le champ de vecteurs soit = divergence nulle et ~ coef-
pcients dans L([0, T); Bp1 fl (RM)), que le terme de force f appartienne
~ LY([0,T}; B3 .(RN)) et que la donnZe initiale 6, soit dans Bg,.(RM).
Alors 10Zquation (27) admet une unique solution § € L*([0,T]; B3 )
(6 € C([0,T]; BS,) si r < co) qui vZripe IOestimation

t
B0z 5, < (B0l + 1617205, ) exo(C [ 19l ar).

P11

LOinZgalitZ ci-dessus reste valable dans le cas limite= co et s = —1 —
min(ﬂ, ﬂ,)

p1’p
DZmonstration. — Un résultat analogue a été établi dans [13] (mais dans le

cadre des espaces de Besov non homogeneset sans le cas limite). Nous nous
limitons donc & une preuve succincte des estimations a priori .

Appliquons Aq a l’équation de transport (27). En utilisant la décomposition
de Bony, la propriété de divergence nulle et (15), on obtient

A0+ Sy_1u- VAN =A,f - F,

avec F, = A, (T, gui)—l—aA R(ul 0)
+ Y (Sy—1—Sg)u-VARAL0+ Y [Ag,Sy_1u]- VA0

lg—q’'|<1 lg—q’'|<4

D’aprés la proposition 4.6, on a

t t
B 18001 <1800+ [ 18,50 dr+ [ IF @] dr
0 0

Il s’agit maintenant de majorer |Fy| > de fagon adéquate. Le premier terme
se traite en faisant appel a la proposition 3.14. Comme s < 1 —|— =~ on obtient

18gTo,0ui 0 < C2%ag||Vull e 6], avec ||aq||er31.

P11l

De méme, sous la condition s+ 1+ mln(;\’ N) > 0, la proposition 3.14 donne

(32)  [0iAgR(w’,0)|zr < Cag2" [ Vel

P11l

avec |lagller <1,
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et dans le cas limite s + 1 + <pﬂ1, g) =0,

(33) sup [|0;AqR(u’,0)||Lr < C27||Vu|| ~ 6]z -

q€Z o pyoo
Le troisiéme terme de Fj est une fonction localisée spectralement dans une
couronne dyadique 29C. Ainsi, sans aucune restriction sur s, on a

Z ”(Sq—l - Sq’—l)u : VAqu’9||LP < C’aq2_qs||Vu||B% ||0||B§,r'

lg—q’'|<1 P,

Enfin, par une inégalité classique sur les commutateurs (voir par exemple [6]),
on a

1A Sy —ru] - VAL o S 27V Sy rull e [ Ay VO 1o

~

En conséquence,

[Ag, Sqr—1u] - VAGOl» 27| Vul| o= | Ay bl o,

d’ou
S 1Ay Sy—1u] VA6 o < O2 %, |[Vul < 6], avee [|(ag)]ler < 1.
lg—q’'|<4

N

En sommant toutes ces estimations et en utilisant le fait que BE 1 <= L, on
trouve (en supposant r = oo dans le cas limite) :

[Falle S 27%Faq[[Vull & [10]55  avec [lagller < 1.
P11 '
Il ne reste plus qu’a injecter cette inégalité dans (31), & multiplier par 29° puis
a prendre la norme ¢7(Z) en ¢q de chaque membre. On obtient

t
~ . < . ~ . .
18170 55 < W80l + /135, 5 +C / IVu(@)l s 165, dr

P11

et le lemme de Gronwall permet alors d’obtenir ’estimation souhaitée. O

La présence du terme exponentiel dans I’estimation a priori de la proposition
4.7 semble 6ter tout espoir de démontrer des résultats globaux pour le systéme
de Boussinesq.

Dans [31] cependant, M. Vishik a remarqué que cette croissance exponen-
tielle n’a pas lieu (dans le cas f = 0) si 'on travaille dans des espaces de Besov &
indice de rZgularitZ nul Le résultat de M. Vishik a été redémontré récemment
par T. Hmidi et S. Keraani par une méthode plus robuste qui permet entre
autres d’ajouter un terme de diffusion dans I’équation de transport (voir [18]).
Nous utiliserons la version suivante du résultat de Vishik :
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ProPOSITION 4.8. — Soit § € f%"(BBﬂ,) une solution de (27) avec f €

L(BY,) et Vu € L'([0,T], BY, ;) " divergence nulle. Alors on a la majoration
suivante pour toutt € 0,7 :

t
107 gy < C (1005, + 1Fllz 50 ) (1+ / IVu(s)ll o ds).

DZmonstration. — Nous adoptons I’approche utilisée dans [18]. Pour simplifier
la présentation, on se limite au cas r = 1 (qui est le seul utilisé dans larticle).
Tout d’abord, remarquons que par unicité de la solution de I’équation de

transport, on a § = > 6, ou §, est la solution de 1’équation
qEZ

(34) 0y + -V, = Aqf
04(0,2) = Aybo(z).
On a clairement

(35) 110z, < D 1A0alle = D 1400+ Y 11A0ILr,

J,9€Z li—ql<Q li—al=2@
ou () est un paramétre entier que ’on ajustera plus loin.

En faisant appel a la proposition 4.6, on constate que

> 1488, £ > 10a(0)]Lr,

li—ql<@Q li—ql<Q

S QX (I1Agbollze + 1Agfllzrws),
q

S QIboll g0, + 11 £llacso )

Pour traiter la deuxiéme somme de (35), on utilise la proposition 4.7 avec
donnée initiale A,6p dans B;Ej et terme de force dans L'(0, T} B;fi) (avec €
choisi dans (0,1)). On peut donc écrire

t
10Ol < U8eBollz; + 1A lsyiozey)exw (€ [ 19l ar).
ce qui implique
t
145800l <2 a;( A0l + 1o Iryum)esn (C [ 19ull , ar),

avec ||(a;)[/¢1(z) < 1. Par sommation sur les indices (j, ¢) tels que |j — ¢| > Q,
on trouve

t
S 1A Ol <2 Cl100lLgg, + s ) exe (€ [ 19l ar).

li—4al=2Q

11 ne reste plus qu’a choisir Q tel que Qe log2 ~ (1 + Cfot [Vl 50 . d7'>. O
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4.4. Estimations a pertes. — La démonstration de l'unicité pour le systéme de
Boussinesq en dimension deux repose sur des estimations a priori avec perte
de régularité pour les équations de transport-diffusion du type

(36) {(%p + div(pu) —vAp=f
plt=o = po
avec un champ de vecteurs u & divergence nulle qui n’est pas lipschitzien en
espace.
Dans le cas sans diffusion, H. Bahouri et J.-Y. Chemin ont remarqué (voir
[2]) que si le champ de vitesses était localement intégrable en temps a valeurs
log-lipschitz, i.e.

lu(t, z) —u(t,y)| < v(t)|lz —y|(1 —log|z — yl)

pour tout |z —y| < 1 avec v € L}, .(0,T), alors la régularité de la donnée

initiale était susceptible de se dégrader au cours du temps. Par exemple, si pg
appartient a I’espace de Sobolev H® alors la solution & l'instant ¢ est seulement
dans H*~V(®) avec V(t) = C’fot ~(7) dT.

Nous souhaitons démontrer des estimations analogues valables pour tout
v > 0, sous des hypothéses légérement plus générales que celles de [2] et avec
en sus un gain de régularité de type parabolique si v > 0.

Nous avons opté pour un cadre fonctionnel non homogene De ce fait, nous
ferons appel a des blocs dyadiques non homogenesdéfinis comme suit :

Aq::Aq si ¢g>0, A_1:=8; et Ay:=0 si ¢g< -2,

et a la troncature basses fréquences

Sgi= Y. A,

p<q—1

PROPOSITION 4.9. — Soit s €] — 1 — &1+ &[ et p une solution de I10Zqua-
tion de transport-di"usion (36). Il existe Ny, € N ne dZpendant que du support
de la fonction ¢ intervenant dans la dZcomposition de Littlewood-Paley, une
constante universelleC, et deux constantes: et C' ne dZpendant que de et de
N tels que si

e ey oy, =

alors on a IOestimationa priori suivante pour tout ¢ € [0,7] :

t
sup 24O Ap(r) s +vsup [ 20D Ap(r)] 12 dr
q>—1 q>0J0

T€[0,t]

t
< Co(lpollas. + sup [ 27448y f ()12 dr)
qz— 0
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0 eg(t) == CX%__, 200+ [ A u 2 dr avec Ay = 3 0 1<n, Dga VZ-
ribe

1 N
eq(T) —eg(T) < 5(1+ 5 +5s)(a—4q) pour ¢>g.

DZmonstration. — La démonstration de cette proposition se trouve implici-
tement dans [13] (voir th. 3.12) mais effet régularisant du Laplacien n’y est
pas explicité. Etant donné que Pexploitation de cet effet régularisant est la clef
de la preuve de l'unicité pour le systéme de Boussinesq en dimension 2, nous
donnons ici la démonstration intégrale de I’estimation a priori.

En appliquant 'opérateur A, & (36) et en procédant comme dans la preuve
de la proposition 4.7, on obtient

3tqu+Sq71u.Vqu—z/Aqu:Aqf—l—F;—i-FqQ-i-Fg-i-F;
avec

F, = Z [Sq—1u, Ag] - VAgp,

lg'—q|<4
FZ:= > (Sg—1—Sy—1)u-VAAyp,
lg'—ql<1
FE =By Y Spadipdgut),
lg'—q|<4
Fr=—Y aiAq(Aq/p<Z Aq,+a)ui>.
q'>2q-3 la|<1

Une méthode d’énergie standard combinée avec ’inégalité de Bernstein donne

1d

4
(38) 5 lAgplde + 2180l < (18 flie + 30 1FlIz2) 1 8gpllzo
=1

avec vq 1= kv si ¢ > 0 et v_; = 0, la constante x dépendant uniquement du
support de ¢.
Par des manipulations classiques, on a

1F e < Y IVSg—rullz= | Agplze,

lg'—q|<4

1F e < ) 291Agullz= | Agpllze,

lg’—q|<1
’ ~
IF e < D 27| Agpllnes | Agul 2,
q'<g+2

N <
1FH 2 < >0 2909 Ay pll 2| Agrul 2,

q’'>2q—3
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en notant Aq =D jal<No Ag+o avec Ny suffisamment grand.

En utilisant le fait que

IVSg—rull= S Y 20" DA | s,
qll<q/7N0

< N % I N
1Aqullre S 272 |Aqullzzs 1A pllze S 27 % [[AgpllL2,

et en injectant les majorations obtenues ci-dessus dans (38), on obtient

IIAqPIILz + 12| Agplle < (IIAquILz

2dt
N _ N
+O Y 20D Ayl C Y 20 V0D A gl 12 ) [ Mgl
q'>q—4 qa'<q
avec &,(t fo < 27 D Apul| 2 dr.

Pour A > 0, on pose
py(t) =27 D[ Agp(t) 2 et [ (1) =2 DA (2] 2

de telle sorte que

1d

L o A + ) < (12

ez (3 200D A gplp + 3 2000 DL Ay plz2) ).
q¢'>q—4 q'<q

De l'inégalité précédente, on déduit aprés intégration en temps :

t
p;‘(t)+Vq22q/ dr+/\/ ) dr < py( )+/ f(r)dr
0
+C > 2(‘1_‘1/)(“%“)/ el (1)eM e (=2 2 (7) dr
q'>2q—4 0
t
+0 Y 200+ E =) / el (1)e e (D=2al™) g (7) dr.

q'<q 0

En écrivant e, (1) = ;,(7)+ (e, —¢,)(7) dans le dernier terme et en remarquant
que (€,)n>—1 est une suite croissante de fonctions croissantes positives, on
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obtient pour tout ¢ > —1,
t t

P+ a2 [ pyryar [ empir)dr < o) / 720
0 0

10T 20 E A (2 (t))/ (7)ol () dr

q'2q 0
t
!~ N _s - —s
+022(q D+ )/52«(7) (T )dT+X22(q D052 sup Py (7).
q'<q 0 q'<q T€[0,t]
Supposons désormais que
(39)
< 1,N
sup 2‘1(14—%) [Aqullzi(z2y < elog2 pour un e tel que Ae < 5(5 +1+45s)

q=-1
de telle sorte que pour tout ¢’ > ¢ > —1, on ait

o(a—q")

Alors en prenant la borne supérieure en ¢ de I'inégalité précédente, on obtient

swp (P30) 402 [ ar £ [ ar) < s g 0)
q>—-1 0 0 q=—1
T€[0,t]

¢

C

+ sup / fM(r)dr + C sup / el (T)py(T)dr + — sup p)(T).

a>-1 a>-1Jo A g>-1
T€[0,¢]

En conséquence, on a,
t
sup pq( T) + vsup 22q/ P, Mr)dT + X sup / (T)p;‘(T) dr < 3||p0||3§,oo

q>—1 q>0 q>—1
T€[0,¢]

¢

3C

+3 sup/ f)‘ )dr +3C sup/ q(T) (T )dT-{-T sup pq( 7).
g>—1 qg>-1J0 q>—1
T€[0,¢]

Il ne reste plus qu’a choisir A = 6C pour conclure a l'inégalité souhaitée :

¢
By + sup / f;\(T) d7'>.
' g2-1J0

t
swp p)(7) +voup2 [ p)(r)dr < Co il
q>—1 q2>0 0

‘rE[Ot]
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REMARQUE 4.10. — L’estimation de la proposition 4.9 s’étend sans aucune
difficulté au probléme de Stokes non stationnaire avec convection :

Orp + div (pu) — vAp + VII = f,
divu = 0.
La propriété de divergence nulle assure en effet que le terme VII est « transpa-

rent » et que les estimations sur ||Agp||2, restent les mémes que pour I'équa-
tion (36).

5. Solutions fortes

Cette partie est consacrée a la démonstration de résultats d’existence locale
(ou globale & données petites) et d’unicité pour le systéme de Boussinesq.

5.1. Un résultat local. — Dans un premier temps, nous souhaitons établir le
théoréme 1.3. Pour cela, nous allons adopter le schéma classique suivant :

1. Construction d’une suite de solutions globales approchées,

2. Estimations uniformes en grande norme sur un (petit) intervalle de temps
fixe,

3. Convergence en petite norme sur cet intervalle de temps,
4. Unicité.
Le critére de prolongement sera démontré a la fin de la section.

5.1.1. Construction dOune suite de solutions globales approchZes.Notons
(ur, VIIL) la solution libre de ’équation de Stokes
Owur, — vAur + VIIL =0, ur,(0) = up.
On a bien sir (cf remarque 3.12) :
up € Cp(Ry; By 1) N LY (Ry; By ,) et VI € L'(Ry; BY ).
On définit ensuite (8°,u°) = (6p,0) puis on résout par récurrence les équations
linéaires suivantes :
OO Tt +um - VO =0 avec u":i=wup +u",
(40) ot — vAT! 4 vt = —div (u™ @ u™) + 6"t ley,
6m+1(0) = 6o, u™t1(0) = 0.

D’aprés la proposition 4.7, la remarque 3.12 et le fait que Bll\l,l soit une algébre,
on obtient ainsi une suite (Gn,ﬂ",Vﬁn)neN de solutions globales approchées
vérifiant

S C(R+;B?\7,1)7 u" e C(R+;B?V,l)leloc(R+;B]2V,l) et Vﬁn € Llloc(R+;BIOV,1)‘
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5.1.2. Estimations a priori uniformes en grande norme sur un intervalle de
temps bxe.N D’aprés la proposition 4.8, on a pour tout ¢ > 0,

(41) 107 O, < CllBollgg, , (1+ Ny s,))-

Par ailleurs, d’aprés la remarque 3.12 et les lois de produit dans les espaces de
Besov énoncées aprés la proposition 3.14, on a

—n+1 L =n+1 —n+1 —n+1
T4 0) = 1T g, + 7T e+ IV g
2 +1 .
S gy )+ 10 s,

D’ou, en insérant 'inégalité (41) dans l'inégalité ci-dessus,

U ) < v T @/(T" (8) + 6ol g, )

2
+O(IulZss, ,+ Hboll s, (1+ lucllziss, )
avec C' > 1 ne dépendant que de la dimension .

On en déduit que U () < v/(2C) tant que ¢ vérifie
(42 40 (ks )+ 6ol sy, 2+ lluzlzyes ) <1,

En revenant a (41) et en notant 7" la borne supérieure des temps ¢ vérifiant (42),
on peut finalement conclure que (6”,u", VII"),cn est uniformément bornée
dans ’espace Er.

5.1.3. Convergence en petite norme— Soit 8" := 6" —6,. Nous allons montrer
que, quitte & diminuer T si nécessaire, la suite (On,ﬂ", Vﬁn)neN est de Cauchy
dans l’espace

. . . N . N
Fr = C([0,7); By)x (€10, T} BRL)XLN([0, 7 BY,.)) - x (L1(0.T) ByY))

Comme les espaces de Besov utilisés sont homogeénes, 'appartenance & Er
n’entraine a priori pas que (5”,%", Vﬁn) est dans Fr. En s’aidant de (40) et
de la proposition 3.14, il n’est cependant pas difficile de vérifier que 9.0,, et
0y, sont dans L2(0,T; Bg,ll) Sachant que ,,(0) et %, (0) sont nuls, on peut
alors facilement justifier que (gn,ﬂ", Vﬁn) est dans Frr.

Notons 60" := g™+ — 97, fu™ := u"t! — u” et 611" := [I"*+! — II”. Comme
00™ vérifie

Or60™ +u™ - VO™ = — div (Su"T1e™),

la proposition 4.7 assure que
™l g ¢
166" @)1, < 0™ 5D [ o sun ) gy ar
, o :
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Donc, grace aux bornes uniformes obtenues dans I’étape précédente, on a

¢
(13) 16" O, < Cr [ 5wy ar
avec Cp indépendante de n et de ¢ € [0,T7.

Ensuite, comme
Opou™ — vASU™ + VOTI" = —div (v ! @ su™ 1) — div (0u™ ' @ u™) + 60" ey,
on a, d’aprés la remarque 3.12,

SU"(t) := 106"l e (351 + VI0u™ Ly, ) + IV [y

t
n—1 n—1] . n—1 nj . |l .
<0 [ (0 @aun g, + 180 @l + 18675 )

Le dernier terme peut étre borné grace a (43). En utilisant les lois de produit
dans les espaces de Besov énoncées aprés la proposition 3.14, et les inégalités
d’interpolation de la proposition 3.8, on obtient

-1 -1 -1
[u™™" @ 8u™ Ly g,y + 106" @ ully i )
n—1 n n—1
< C(lu lzemy )+ llu ||L§(B}V}1))||5U lzems, -
En combinant avec (43), on a donc finalement
00 < 0 0+ 0 g )

D’apreés (42), il existe une constante ¢ (que I'on peut choisir aussi petite que
Pon veut quitte & diminuer T') telle que

n—1 n
™ ez s, ) + 10" ez sy, ) < Vv
On en conclut que pour T suffisamment petit, on a
1
vt € [0,T], Vn €N, sU"(t) < 5<5U"—1(t).
La suite considérée est donc de Cauchy dans Fr.

5.1.4. Fin de la preuve de IOexistence locale- On a donc d’une part
(?n,ﬂn, Vﬁn) qui converge dans ’espace Fr vers une fonction (8,7, VII), et
d’autre part les estimations uniformes en grande norme de la premiére étape.
Cela permet d’affirmer que (6™, u", VII™), cn converge vers une solution

(0:=0+0,u:=u+u, VII:= V(II, +1I))
du systéme de Boussinesq appartenant &
00 ( 130 00 (130 12 N 1 (10 N
(44)  LFBY) x (LB N LHBR)) x (Lh(BY,))
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La continuité en temps s’obtient & ’aide de la proposition 4.7 et de la remarque
3.12 en remarquant que (44) entraine que 0;0 + div (6u) et dyu — vAu + VII
sont dans L (BY ;).

5.1.5. UnicitZ. — L’unicité s’obtient par les mémes arguments que la conver-
gence en petite norme. Les détails sont laissés au lecteur.

5.1.6. Critere de prolongement. — Sous les hypothéses du théorémes, on
constate que 9,0 +u -V et yu —vAu+ VII sont dans L (0, T*; B?V,l)‘ D’aprés
la proposition 4.7 et la remarque 3.12, les fonctions 6 et u sont donc en fait
dans E%"(B?Vl) En partant de n’importe que temps ¢ € [0, T*), on peut alors,
grace & (42) obtenir Pexistence d’une solution avec données (6(t),u(t)) sur un
intervalle de temps indZpendantde ¢. Combiné avec la propriété d’unicité, cela
permet de prolonger (u,6) au-dela de T*.

Cela achéve la démonstration du théoréme 1.3. O

5.2. Résultats globaux a données petites. — Cette section est consacrée a la dé-
monstration du théoréme 1.4. Pour alléger la présentation, on convient désor-
mais que L5 désigne L' si N = 3.

5.2.1. UnicitZ. — La partie unicité du théoréme 1.4 découle de la proposition
suivante :
PROPOSITION 5.1. — Soit (01, u, VIIy) et (62, us, VIIy) deux solutions du sys-

teme de Boussinesq telles quéd,u1) et (62, us) appartiennent ~ IQespace
(c(0.7); B 1) N L0, 73 LF ) ) x

. . N
(0,73 BZL) N LH0, T3 BL 1) N 1(0, T; 1))

Si les deux solutions coencident ~ IQinstant initial alors elles coencident sur
[0,T7.

Preuve. — Remarquons tout d’abord que du fait des hypothéses, on a

dyu; — pAu; € LA(BZY,) pour i=1,2.

0,1

-1

La proposition 3.11 assure donc que u; € Ei’? (BOO’1

plusieurs reprises dans les calculs qui suivent.

). Ce fait sera utilisé a

Soit (86, du, 611) = (61 — 02, u; — ug, I} — IIy). Remarquons que

(45) 0100 + div (ug §0) = — div (du 6y),
Orou + div (ug ® du) + div (du @ u1) — vAJu + VIIL = §f ey.
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Admettons provisoirement que (86, du, VIII) appartienne a l’espace
. . ~ . N ~ . N
Gr = 1(0.7%: Bih) < (€(0.7% Byt )nIh(Bh.) ) (Th(BRL))
On munit Gt de la norme
T

160, VIl 2= 160 e ol age iyl sy, 19T, (5o -

Pour montrer I'unicité dans G, nous allons suivre ’approche utilisée dans [14] :
établir une inégalité différentielle sur ||(66, du, VOII)||q, gréce & un argument
d’interpolation logarithmique puis conclure & ’aide du lemme d’Osgood.

Tout d’abord, en appliquant la proposition 4.7 et en utilisant (19), on obtient

t
) )
| /0||6u91||B?V1wd7'.

Sachant que B?V,l — LN — B?V,oo et que Bgo,1 s L™, on peut écrire :

CHUzHL%(Bl
oo

||59”L?°(va,loo) < Ce

160l o < l16ull e 6]
< . .
< 6wl 161]1 55, -

Cela permet de conclure que pour tout ¢t < T, on a

Clluall

51
(46) ||59||Lg°(31;}00) < Ce (B°°’1)||5U||L§(Bgm)||91||L§°(B‘}V’1)'

Pour majorer du, on utilise la remarque 3.12 et I’on obtient pour une constante
C indépendante de ¢t :

U () < c(|| div (w2 @ 60, a1 div (Bu@un)l, or )+ ”‘59”31(3;}09)

avec 0U(t) := ”(SUHL?"(BELQ) + ||5U||’L“z y ||V5H||’L”%

(BY o (Bylo)’

Les termes non linéaires se traitent a l’aide des décompositions de Bony
suivantes :

div (us ® du) = Tuj d;6u + 0, R(ul, du) + Taj(;uué,
2
div (6u @ uy) = Tp,u, 0u? + 8;R(u, 6u?) + 0;Ts,5uy.
En utilisant les résultats de continuité de la proposition 3.14 (qui se généralisent

de fagon immeédiate aux espaces Z’}(B;‘,,) voir par exemple [12] ou [14]), et (19),
on obtient les majorations

| div (uz @ 6u)|| S [|6ull

Tisy) S 10ulge g Hlwlizz s )

. t
ldiv Gu® un)lizy s ) S Jo I6ull g, dr-
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En conséquence, on a

t
V) S gy 15elzyqa ,+ [ (100055 + 18ulls_ Ll ) dr

Le premier terme du membre de droite peut étre absorbé a temps suffisamment
petit. En appliquant I'inégalité de Gronwall, on obtient donc pour ¢ assez petit,

t
0 , 00
pour une constante Cr ne dépendant que de normes de uy et us sur [0, 7.
Par ailleurs, d’aprés un résultat d’interpolation logarithmique établi dans la

proposition 1.8 de [12], on a

loull 1 p—1 HlIdull L1 g1
B LI(BL )
ou : < ||oul|+, log | e T :
[ ||L%(Bgo’1) S HL}(B&, ) gle+ Toul~, )
: (B9, 00)
5 - t)16 .
< oull, gy log (o it )
~ 10U By, ) 98 Toul=, . '
’ t(BN,oo)

Par hypothése, la fonction V' définie par
V(R) = 6ully gy + 100l e 5o

est bornée sur [0, 7.

En injectant (46) dans (47), et en utilisant I'inégalité d’interpolation loga-
rithmique, on obtient finalement compte tenu de la croissance de la fonction
z +— zln(e + £) et quitte & augmenter Cr,

oU(t) < Cr /Ot 0U (s) log (e + (SVU(ZS))> ds.

Le lemme d’Osgood assure que dU(t) = 0, et donc l'unicité sur un petit in-
tervalle de temps. De l'unicité locale, on passe a 'unicité sur [0,7] par des
arguments classiques.

Il ’agit maintenant de justifier que (66, du, VIII) appartient bien a lespace
Gr.

Vu les hypothéses, la fonction 60 appartient & L ([0, T7; B;,loo) En effet, sa-
chant que LE° < BK,’OO (cflemme 3.9) et que §; appartient aussi & L3 (BJO\,J),
on déduit par interpolation que
(48) 0; € LT (Bg,loo) pour i=1,2.

Reste a justifier 'appartenance de (du, VJII) a
. ~ . N ~ . N
(c(o.1) By nTh(BYL)) x (Th(B5L))
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Pour cela, on peut décomposer u; (que 'on note dorénavant u pour simplifier)
en solution libre uy, := e**®ug et fluctuation @ := u — uy. On voit que © vérifie

ou —vAu =P(ley — div(u®u)),

o 2 (Bex — div (w5 w)
Ult:() =0.

Tout d’abord, comme u € L%(BSOJ) (par interpolation) et Bgo,l — L et

comme par ailleurs on a u € L (LY:>°), on obtient u € L2.(L?Y). Cela assure

que u ® u € LL(LY) puis, par injection et différentiation, que

(50) div (u ®u) € Ly (Byl)-

En combinant (50), (48) avec (19), on constate donc que @ est solution
de ’équation de la chaleur avec donnée initiale nulle et terme de force dans
LL(ByY.). La proposition 3.11 assure que

ue L¥(ByL ) NLH(BY ) et VIe LL(Byl.).
Cela achéve la démonstration de la proposition. O

La démonstration de ’existence globale dans le théoréme 1.4 repose sur des
estimations a priori adéquates qui font 'objet de la partie suivante.

5.2.2. Estimations a priori. — Considérons une solution réguliére (0, u, VII)
du systéme de Boussinesq. Remarquons tout d’abord que la vitesse u vérifie

¢ ¢
u(t) = e’Pug + / e’IAP div (u @ u)(s) ds + / e?(=IADP(f(s)en) ds.
0 0

Donc, en vertu des lemmes 4.1 et 4.2, et sachant que ||u®u||L%,oo < [ull? yee
on a

Jullzzmoey < C(uollme + v e orvoey + 27 00y )

Comme par ailleurs (cf proposition 4.6),

161l e 370y = 160N 5 o
on en conclut que
(51) [ullLge (proe) < v
pourvu que
(52) v 0oll, o + luollpyee < v

avec ¢’ suffisamment petit.
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Il s’agit maintenant de propager la régularité nécessaire pour pouvoir établir
Pexistence globale et I'unicité. Tout d’abord, les lemmes 4.3 et 4.5, et le fait
que LN — C~1 (voir le lemme 3.9) assurent que
(53)

U(t) :=|lu _.Nx +v||u ASC(UO_A-FG _g)
= ol evo +olul, oo < O (ol vy 101,
pour tout p € [N, co] pourvu que (51) soit satisfaite. Pour cela, il suffit que les

données initiales vérifient (52), ce que nous supposerons désormais.

D’autre part, en vertu de la proposition 4.8,

10@)5g,, < Cllbollzg, | (1+ lullysz ,))-

. L1+ N .
Sachant que BY , < B, | ", on obtient donc

t
U(t) < Clluoll —1sx + Ctllfoll g + Cv™ 180l 59 / U(r)dr,
B P N,1 N,1 0

p,1

puis grace au lemme de Gronwall,

Ctv™ |60l 5 Ctv™ |60l 5
U < Clluoll oy~ Ragu(e TR —1).
B P

p,1
5.2.3. DZmonstration de |Qexistence globale dans le gas= N. — Soit T*
le temps d’existence de la solution (6, wu, VII) définie dans le théoréme 1.3.
Sachant que 6y € L5 et que 6 est transporté par un champ de vecteurs
qui est dans L} _(0,T*;Lip), on a § € L>(0,T*; L%’O") avec norme constante.

loc
Comme de plus ug € LN, les lemmes 4.1 et 4.2 permettent d’affirmer que

w e L2 (0, T*; L),

loc
D’autre part, en utilisant le schéma itératif (40), on obtient une estimation
uniforme dans L>(0,T*; LY>>°). En effet, on a pour tout ¢ € [0, 7%,

[u" (@)l vee < C(lluollpvce + v b0l o o + 07 U |70 (3c))
ce qui implique par récurrence que |[u"|pee(znvey < 2C([lugllvie +
V_1||90||L%’DC) < 2Ccv si (52) est satisfaite. Par passage a la limite on
obtient ||ul|pe(o,7+;1¥.~) < 2Ccv.
Supposons par ’absurde que T™* est fini. Alors les estimations a priori de la
section 5.2.2 assurent que
0 € L. (BY,) et uwe L (BY ) N LY. (B ).

Le théoréme 1.3 permet alors de prolonger la solution au-dela de T™, ce qui
contredit la maximalité de T%. Cela achéve la démonstration du théoréme 1.4
dans le cas p = N.
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5.2.4. DZmonstration de IQexistence globale dans le gas N. — La stratégie
est des plus simples : régulariser et tronquer la vitesse initiale afin de se ramener
au cas p = N que l'on sait traiter, puis passer a la limite.

Pour la régularisation des données, nous ferons appel au lemme suivant :

LEMME 5.2. — Soit ¢ € C°(RY) et (s,p) tels quel <p < cc et —N/p' < s <
N/p. Pour R > 0, notons ¢g = 9 (). Il existe une constanteC indZpendante

de R telle que pour toute fonction f de B, ;, on ait

lorflls <Clflg -

P P

Preuve. — Vu les hypothéses sur s et p, la proposition 3.14 donne
l¥rfls;, < CUYal 5 + el 5 )15,

p,1 p’ 1

LN
Les normes de g considérées sont bien finies car CZ° est un sous-espace de B,
pour tout 7 € [1, +o00]. Par ailleurs, les normes dans ces espaces sont invariantes
par changement d’échelle, et ne dépendent donc pas de R. O]

5.2.5. RZgularisation des donnZes et rZsolution— On pose
ul = p(n~*) Z A ug
lal<n

ou % est une fonction de C°(B(0,2)) & valeurs dans [0,1] et égale a 1 sur
B(0,1). Il est clair que uf converge vers ug au sens des distributions. De plus,
d’aprés le lemme ci-dessus, il existe une constante C' telle que

N, gl x < Clluoll x .,
BP BF
et l'on vérifie facilement en utilisant des inégalités de convolution que
Vn e N, ||lugllzye < Clluolpn,oo-

En appliquant le théoréme 1.4 avec p = N, on constate que si V_2||90||L%’oo +
v |ug||Ln. est suffisamment petit alors on peut alors résoudre globalement
le systéme de Boussinesq avec données (6, ug). La solution (0™, v", VII™) ainsi
obtenue appartient &

. . . N . N
C(R-H B?V,l) X (C(R-‘r? Bgf,l) N Llloc(R-i-; BIQVJ) X (Llloc(R+; BJOV,l)
5.2.6. Estimations a priori globales — Par injection dans les espaces de Besov,
(6™, u™, VII™) appartient aussi a ’espace

» -0 SN 1 SNt N 1 SN N
E ::C(R+;BN,1)X(C(R+;B;7,1 )leoc(R-i-;Bp,l ) X(Lloc(R-i-;Bp,l ) .

Ainsi les estimations a priori de la partie 5.2.2 s’appliquent telles quelles. On
en déduit des bornes uniformes sur (6", v", VII™) dans 'espace EP.
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5.2.7. Convergence — La convergence de (0™, u™, VII™), ¢y repose sur des ar-
guments de compacité qui peuvent étre déduits des propriétés des dérivées
temporelles.

Fixons un temps 7' > 0. Par construction, on a

8,0™ = — div (u"0").

Sachant que la suite (u™),en est bornée dans L%(Bfl) — L2(L*) et que
la suite (6™)nen est bornée dans L%)(B?v,l) — LP(LY), on en déduit que
(040™)nen est bornée dans L2, (W 1), Cela permet d’affirmer que (™), est
bornée dans C([0,7]; L") et équicontinue de [0,7] dans W 1. Sachant que
linjection de LYV dans W1 est localement compacte, on peut en déduire en
combinant théoréme d’Ascoli et procédé d’extraction diagonal la convergence
d’une sous-suite de (6™),en vers une distribution 6 qui appartient localement
a C([0,T); W—LN),

De méme, un examen attentif de ’expression de (9;u")nen permet d’affir-
mer que (u")pen est équicontinue de [0,7] dans B;,’zoo puis de conclure a la
convergence 3 extraction prés. Les détails sont laissés au lecteur.

5.2.8. Conclusion. — Tout d’abord, les bornes uniformes sur (6”,u") per-
mettent d’affirmer que (6,u) appartient en fait a
o) >0 N o [eS) 551 N,00 1 S+ \N

Lloc(R+;BN,1 nLs ) X (Lloc(R+;BpI:1 nL™ ) n Lloc(R‘F; pzjl )) :
Notons que, méme dans le cas N = 3 ou il faut remplacer L3 par L', les
bornes uniformes dans ’espace de Besov B?\,’l (qui s’injecte continiiment dans
LY) empéchent d’éventuelles concentrations pour 6.

Par interpolation entre les bornes uniformes et les résultats de convergence,
on peut montrer que la suite (6", u™),en converge en un sens suffisamment fort
pour pouvoir passer & la limite dans tous les termes de 1’équation.

Enfin, sachant que (0, u) est solution, il est facile de montrer que 9;6 +

. LN
u-Vl € L, (Ry;BY ) et que dyu — vAu € Lj, (Ry; By, ), ce qui assure
X1

Pappartenance de (0,u) a C(RJF;B?\,,I) X C(RJF;BIE_ ).

6. Unicité des solutions d’énergie finie en dimension deux

Cette section est consacrée a la démonstration du théoréme 1.2. Rappelons
que pour n’importe quelle donnée (6p,uo) dans L%(R?) (avec divug = 0), le
théoréme 1.1 assure ’existence globale d’au moins une solutions faible d’énergie
finie pour le systéme de Boussinesq. Nous nous proposons de démontrer 'unicité
d’une telle solution.
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Dans un premier temps, on va établir que le champ de vitesse appartient
nécessairement & ’espace E}OC(R+; H?(IR?)). Cette propriété remarquable (qui
nous permettra d’utiliser les estimations avec perte de régularité énoncées dans
la proposition 4.9 afin d’établir I'unicité) a été établie par J.-Y. Chemin et
N. Lerner dans [10] pour le systéme de Navier-Stokes standard. L’objet du
lemme ci-dessous est de démontrer que ce résultat demeure pour le systéme de

Boussinesq en dimension deux.

LEMME 6.1. — Soit (6, u, VII) une solution de (1) sur R, x R? appartenant
" |Qespace dOZnergie :

(54) 0 LR LAR?Y) et ue Lis(Ry; LA(R?) N LA (Ry; H(RY)),
Alors on a w € L} (Ry; H2(R2)) N Croe(Ry; L2).

loc

DZmonstration. — En appliquant 'opérateur de projection P & I’équation de
la vitesse, on constate que u vérifie ’équation de la chaleur :

Ou —vAu = fi + fo

avec f1=—-Pdiv(u®u) et fo="P(fes).

{’U,It:() =1Up € LQ(RQ) ( ) ( )

Cela nous améne 4 décomposer u en uj + ug avec

. ¢
up = / DAL (D) dr et ug = ePug +/ "R fy(7) dr.
0 0

Il est clair que fs € L}OC(RJr; L?). De plus, par interpolation, on a visiblement

8
ve L} Ry H %). En utilisant les lois de produit dans les espaces de Besov
non homogénes (qui sont identiques & celles que nous avons énoncées sous la
proposition 3.14 pour les espaces homogénes), on en déduit que u®u appartient

a Lic(R+;B§1) puis que f; € LiC(R+;B;1%).

Finalement, la proposition 3.11 et la relation (19) garantissent donc que
(55) us € L, (Ry; BI)NC(Ry; BY,) et s € Llyo(Rys H)NCroo(Ro; L?).
On découpe alors f; en trois termes :

fi=Pdiv(u1 ® ur) + P(u1 - Vuz) + P(ug - Vu).
D’aprés (55) et par interpolation, on a u; € L7 (Ry;Bj,). Sachant que
Bj 1 (R?) est une algebre, on en déduit que
div (11 @ 1) € Ligo(Ry; BY,) > Ligo(Ry; 2).
Par ailleurs, en utilisant le fait que Bj;(R?) — L*(R?) et que Vuy €
L% (Ry;L?%), on établit aisément que
uy - Vug € L}, (Ry; L?).
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4
3

Enfin, en combinant le fait que uy € L% (Ry;H?) et que Vu € L (Ry; H?),

loc loc
on trouve que
ug - Vu € L}, (Ry; L?).
Comme l'opérateur P est continu sur L2, on peut conclgre que f; €
L} .(Ri;L?) puis, grace a la proposition 3.11, que u; € L}, (Ry;H?) N
aoc(R+;L2)' 0

REMARQUE 6.2. — En étant plus soigneux, on peut établir que f; €
L}, (Ry;BY ), ce qui entraine que

w1 € Croc(Ry; Bg,1) N Lipe(Ry; 35,1)-

On retrouve ainsi le fait (bien connu pour les équations de Navier-Stokes) que la
Ructuation est plus rZguliere que la solution libre du systeme de Stoke€epen-
dant cette petite amélioration ne sera pas nécessaire pour démontrer I'unicité
dans le théoréme 1.2.

Nous sommes maintenant armés pour démontrer 'unicité. Considérons donc
deux solutions (61, u1, VII;) et (02, uq, VII2) de (1) avec méme donnée initiale
(6o, up) dans L?(R?). Le systéme vérifié¢ par la différence (66, du, VSII) entre
ces solutions est

6,550 + div (u160) = —div (02 5’11,),
Orou + div (ug ® du) — vAdu + VIOII = — div (du ® ug) + 66 es.

Le caractére hyperbolique de la premiére équation induit une perte d’une déri-
vée dans les estimations de stabilité. Il va donc falloir démontrer des estimations
au niveau H~! au lieu de L2. Pour une raison purement technique, et comme
I’on dispose d’une grande marge de manceuvre, il est plus commode d’opérer
au niveau H3/2 (mais n’importe quel exposant strictement compris entre —2
et —1 conviendrait aussi).

Pour estimer 66 et du, nous allons donc appliquer la proposition 4.9 (ou
plutot la remarque 4.10 pour la deuxiéme équation) avec s = —3/2 aux équa-
tions du systéme. Pour que cela soit possible, fixons un temps 7" > 0 tel que
la condition (37) de la proposition 4.9 soit satisfaite par le champ de vitesses
uy. Le lemme 6.1 garantit que u; € E%(Hz) et donc l’existence d’un tel 7. En
notant

e(t) =C Y 2 Agullpyey  00(1) = sup 27297 A60(r)| 1z,

’ T€[0,t

q'<q qz[—l]

3 ¢ q

SU(t) := sup 272975(M||A du| 1> 4+ v sup / 225N A u 12 d,
T€[0,t] q>—-1Jo

q>-1
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on obtient alors
§O(t) < Csupys_y [3 273975 | A, div (82 6u)|| 12 dr,
oU(t) < C(1+vt)sup,s_4 fot 2_%‘1_54(T)(||Aq div (6u ® us)| 12 + [|Ag00]|12) dr.

L’inoffensif facteur (1 4 vt) provient du fait que ’on a pris le sup pour ¢ > —1
et non pas seulement pour ¢ > 0 dans le second terme de §U (t).

Admettons que les termes de convection se majorent comme suit (voir la
démonstration en appendice) :

t
sup / 27 39754(D|| A, div (02 6u) | 12 dT
0

g=>—1

t
< Clallzzqo .y sup | 2| Adulsa
=g Jo

t
I
1J0

q=>—

< Clluzllz, .

9 (7
(53 _y 3P 274 bl

En remarquant que pour tout ¢ > —1, on a

1272 =D bullza[7s < 2875 AgSullga | |27 2O Agul 2

Iz Iz

on obtient donc
50(t) < Cv 102l = ps U (),

SU(t) < C(1 + vt) (V—% luzlizy gy 80U+ J 30(7) dT).

)

Sachant que ||u2||zg ) < Clluzl|z2 sy €t que ||92||Ltoo(33‘w) < OOzl (L2 <

(B3, 00
C||0o]|L2, on en déduit que pour ¢ assez petit, on a

t
U (t) <C(1+ Z/t)/ 5O(1)dr et 3O(t) < Cv= Y00 L28U ().
0
Le lemme de Gronwall permet alors de conclure & unicité sur un petit intervalle

de temps.

L’unicité globale s’obtient par un argument de continuité en temps et de
connexité des plus classiques.
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Fin de la démonstration du théoréme 1.2. — Pour montrer que 1’égalité d’énergie
(3) est satisfaite, il suffit de remarquer que u vérifie le systéme de Navier-Stokes
incompressible en dimension deux avec terme de force dans L>(R*; L?). Enfin,
la théorie classique des équations de transport assure que la norme L2 de 6 est
conservée au cours de I’évolution. Un argument standard d’analyse fonctionnelle
permet par ailleurs de montrer que 6 est faiblementcontinue en temps a valeurs
L?. Comme la norme L? est conservée, on en déduit que la continuité est forte.
Cela achéve la démonstration du théoréme 1.2.

7. Quelques résultats supplémentaires

7.1. Un critére de prolongement. — On peut démontrer un critére de prolonge-
ment bien plus précis que celui qui est énoncé a la fin du théoréme 1.3. En fait,
si

-
/ [Vu(r)||Le dT < 00
0

alors la solution peut étre prolongée au-dela du temps 7.

Cela résulte du fait que l'intégrand apparaissant dans l'inégalité de la pro-
position 4.7 peut &tre remplacé par |Vul||p~ lorsque |s| < 1. Il en est donc de
méme dans la proposition 4.8. En utilisant le théoréme 1 de [15], on peut alors
contréler la norme L (0, T*; BY, ;) de la solution par fOT* [Vu(r)||L dr. Les
détails sont laissés au lecteur.

7.2. Conditions aux limites périodiques. — Rappelons qu’il existe une version
pZriodiquede la décomposition de Littlewood-Paley. De ce fait, tous nos résul-
tats sont encore valables mutatis mutandis dans le tore TV. En fait, sachant
que toute solution périodique & moyenne nulle du systéme de Stokes décroit
exponentiellement en temps, le cas périodique est méme plus facile & traiter.

7.3. Termes de forces. — Notons tout d’abord que nos méthodes n’utilisent
jamais la verticalité du terme fepn. Nos résultats peuvent donc s’adapter au
cas plus général ol  est & valeurs dans RY.

Par ailleurs, pour simplifier la présentation, nous avons omis les termes de
forces extérieures dans le systéme de Boussinesq. Indiquons rapidement les
hypothéses raisonnables & imposer sur ces termes.

Tout d’abord, si ’on note © le terme de source pour I’équation sur la tem-
pérature, et f le terme de forces extérieures pour I’équation sur la vitesse, on

peut obtenir un analogue du théoréme 1.1 si I’on suppose en sus que
O € Lj(RY;LP) et f € Lip(RT; L) UL, (R H ).

loc
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Pour démontrer 'unicité en dimension deux, il est cependant impératif que
© et f soient dans L} (R*;L?) afin que le champ de vitesses appartienne a
L! (RT; H?).

loc

loc

En ce qui concerne les solutions fortes globales, nos résultats globaux de-
meurent si ’on suppose que :
— © appartient & L}OC(R"’;B?\,’I) et est petite dans L'(RT;L3>) (resp.
LY(RT;LY) si N = 3),

R P4 . )
— f est dans L}, (RT; B, ") et est petite dans °°) pour
un p € [1,00] (resp. LY(RT; L) si N =3 et p=1).
7.4. Modéle complétement visqueux. — Tous nos résultats demeurent valables

sans aucune hypothése supplémentaire pour le systéme de Boussinesq complé-
tement visqueux :

00 +u-VO— kA =0,
Oiu+u-Vu—vAu+ VII =0ey,
divu = 0,

avec Kk paramétre positif (représentant la conductivité thermique si 6 est une
température).

Notre approche permet d’obtenir des estimations indZpendantesdu para-
métre x sur les solutions construites et de démontrer ainsi des résultats de
convergence pour k tendant vers 0.

7.5. Non existence des singularités de type jet en dimension trois. — Pour le sys-
téme de Navier-Stokes classique, il est bien connu que les solutions faibles
d’¢énergie finie en dimension trois appartiennent a L (R; L*).

Pour le systéme de Boussinesq cette propriété est également connue pour des
données dans L?(R3) x H!(R?)3, ce qui entraine que les singularités de type
jet (ou squirt en anglais) ne peuvent pas se produire (voir [11]).

Pour les équations de Navier-Stokes classiques avec données L%, on peut
établir une proprlete bien plus forte, & savoir que le champ de vitesses est dans
L OC(R+, B2 1) ce qui assure notamment Pexistence d’un flot continu en temps

et en espace (voir [9]). Cette propriété persiste pour le systéme de Boussinesq
si3/2<p<2:

ProrosITION 7.1. — En dimension N = 3, le champ de vitesses de toute
solution faible dOZnergie Pnie du systeme de Boussinesq avec doniiZgs:,) €

LP(R3) x (LZ(IR{?’))?’ (pour 3/2 < p < 2) appartient Lloc(R+;B§1).
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DZmonstration. — Nous présentons une démonstration différente de celle
de [9]. Tout d’abord, comme, par construction, le champ de vitesses u appar-
tient & L2 _(Ry; H'), les inclusions de Sobolev dans les espaces de Lorentz as-
surent que u € L? (R ; L%?). En utilisant le fait que Vu € LZOC(RJr; L?) et que
L? coincide avec 1’espace de Lorentz L??, on a donc u - Vu € L}, (R ; L3/21).
Mais par ailleurs, on a

loc

L%’l = (Ll,Lz)g’l — (BQ 007B2 00)2 1 32_,1%’

(R+,B 1/2 ). En observant que pour 3/2 < p < 2, on
L2y,

donc P(u - Vu) € L},

_1
a LP — B, {, on constate que P(fe3) € L;, . (Ry;B;
remarque 3.13, on conclut alors que

En vertu de la

t
/ e’t)AP(Ges —u-Vu)ds € Li, (Ry; BQ%J).
0

Enfin, sachant que uo € L%, on a e'®uy € L} (R;; H?~¢) pour tout ¢ > 0.
Cela achéve la démonstration du résultat. O

8. Appendice

Nous démontrons ici le lemme qui nous a permis d’estimer les termes de
convection dans la preuve de I'unicité du théoréme 1.2.

LEMME 8.1. — Soit (ag)4>—1 UNe suite de fonctions positives croissantes sur

[0,T], et e €]0, 1[. On suppose que pour tou’ > ¢ > —1 ett € [0,7], on a
1-¢), ,

(56) 0 < ag(t) —ay(t) < (—5= )@ — ).

Alors pour tout r €]1,+o0], il existe une constanteC' ne dZpendant que de
et dee telle que IOon ait IOestimation priori suivante pour toute fonction a et
champ de vecteurs "~ divergence nulle surR? :

t
cup [ 27040 i)

q=2-1J0
Clloll, 2 | sup 2007577 Agall ]|
( 200 q> :
DZmonstration. — La démonstration repose sur la décomposition de Bony,

version non homogeéne. En tenant compte de divb = 0, on a (avec la convention
habituelle de sommation sur les indices répétés) :

(57) Agdiv (ab) = Ay (Ts,pa’) + Ag(T,:0;b) + Ay0;R(a,b).
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En vertu des propriétés de localisation de la décomposition de Littlewood-Paley,
on a

Ag(Topa’) = > Ag(Sy—10;bAga).

lg’—q|<4

Ci dessus les opérateurs T' et R de paraproduit et de reste non homogénes se
définissent comme T' et R en remplagant chaque bloc homogéne A, par son
homologue non homogéne A,.

Pour simplifier les calculs, procédons comme si I'on avait A, (Tajbaj ) =
S,—10;b Agal (le fait d’avoir (56) permet de justifier cette approximation). En
utilisant la définition de S,_;, on obtient

1801030 Aga’ll 2 < 27 Dl|Agallzz 37 27 E DAy V22,

q'<g-2

En conséquence, pour tout 0 <t < T, on a

t
/ 9—a(1+e)—ay(7) ||‘5*q_1(9ijqaj||L2 dr
0

< ||z =E 9 Agal

12 —a' (2=
LY 2GR A Vbl ey 200G R,

tog'<g-2

Sachant que % — 2 < 0, on en déduit alors que
(58)
SUP,> 1 fg Z’q(”E)*o‘q(T)HAqTajbaj||Lz dr

SIVbll, pama sup 200737970 Agallzs
( oooo q>—

’I‘/ :
t
De méme, pour estimer le deuxiéme terme de (57), on peut procéder comme si

on avait Ag(T,:0;b) = Sq—1a? Agd;b. On a pour tout 0 < ¢ < T,

9-1(49) =20 || ;a7 A, 0;b|| 2
< 20GDYA Ve 3 277 G| A o] 2@ D),

q'<g—2

Sachant que ay > a4 pour g > ¢/, on en déduit que

t
/ g- 10+ =M g aIA,8;b| L2 dT
0

< 293D A, V| s Hz d(F+e)may | A, OOH (@' —a)(e+2)
18,98l sy Y I agals=),

q'<q—2
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Grace a l'inégalité de Bernstein, on peut donc conclure que
(59)
SUPy>_1 f(f 2-a(+e)=aa(M)|| S, 10T A,0;b| 12 dT

Li(B3

SIVbl. 2oy sup 260777070 A a1
)qZ—l

Ly’
Enfin, sachant que

A 6 R CL b Z 8 A /G,qu/b) avec Zq/ = Aq’—l —+ Aq/ —+ Aq/+1’
q'>q—3

et que F(8;A,(Aya? Ayb)) est supporté dans une boule de taille 29, on a en
vertu de 'inégalité de Bernstein,

27104~ A O R0, b2 S D 270797 Agal|2 [ Agd L2,
q'>2q—3
d’ou,
t

271+ A 9; R(a? 1) 2 dr

N S—,

t
/ 20 075797 (D Ayal 2 (27 [ Agb| 2) 200 o) (Dpleme) (=),
¢'>q-370

Pour conclure, ’hypothése (56) est cruciale. On obtient alors pour tout ¢ > —1,

t
[ 2o a,0, R )12 dr

0
< > 20=3 =)= | A g 12
eI, 3 ) s gl ] .-
ce qui, joint & (57), (58) et (59), achéve la démonstration. O
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