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SIMILITUDE DES MULTIPLES DES FORMES D’ALBERT EN
CARACTERISTIQUE 2

PAR DETLEV W. HOFFMANN & AHMED LAGHRIBI

REsuME. — Etant donnés F' un corps commutatif de caractéristique 2, 1,72 des
formes bilinéaires d’Albert et w1, 72 des k-formes quadratiques de Pfister, ou ~1, 72
des k-formes bilinéaires de Pfister et 71,72 des formes quadratiques d’Albert (resp.
1,72 des formes bilinéaires d’Albert et 71, 7o des k-formes bilinéaires de Pfister avec
la condition que v; ® m;, ¢ = 1,2, soient anisotropes), alors on montre que y; ® m1 L
Y2 Q@ T2 € I§+3F (resp. I*T3F) si et seulement si y; ® 71 est semblable & y2 ® m2. Un
exemple montre que la condition de ’anisotropie est nécessaire dans le cas bilinéaire.

ABSTRACT (Similarity of multiples of Albert forms in characteristic 2)

Let F be a field of characteristic 2. Let 1,72 be Albert bilinear forms and 7y, 72
quadratic k-Pfister forms, or 71, 2 bilinear k-Pfister forms and 71, w2 Albert quadratic
forms (resp. 1,72 Albert bilinear forms and 1, w2 bilinear k-Pfister forms with the
condition that v; ®7;, ¢ = 1, 2, are anisotropic). Then we show that y1 ®m1 L v2®m2 €
I§+3F (resp. Tk+3F) if and only if y1 ® 71 is similar to y2 ® m2. We give an example
which shows that the anisotropy condition is necessary in the bilinear case.
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344 D. W. HOFFMANN & A. LAGHRIBI

1. Introduction

Soit F' un corps commutatif. On note W (F') anneau de Witt des formes
bilinéaires (resp. ’anneau de Witt des formes quadratiques) lorsque F est de ca-
ractéristique 2 (resp. lorsque F est de caractéristique différente de 2). Pour tout
entier n > 1, soit /™ F' la puissance n-iéme de l'idéal fondamental IF' de W (F)
(on prend I°F = W(F)). En caractéristique 2, on note W,(F) le groupe de
Witt des formes quadratiques non singulieres, et I;' F' le groupe [ "‘1F®Wq(F )
pour n > 1, oit ® est 'action de module de W (F') sur Wy (F) [1]. On désigne
par I"F et I7'F les quotients I"F/I"T'F et I'F/I}T'F, respectivement.

Rappelons qu’une forme quadratique de dimension 6 est dite une forme
d’Albert si elle est de discriminant trivial ou d’invariant d’Arf trivial suivant
que F' est de caractéristique # 2 ou non. Un résultat bien connu donnant le lien
entre ce type de formes quadratiques et les algébres simples centrales est di a
Jacobson [8], et affirme que deux formes quadratiques d’Albert sont semblables
si et seulement si elles ont le méme invariant de Clifford. En utilisant le résultat
de Merkurjev [17] et celui de Sah [18], on voit que ce résultat de Jacobson
équivaut a dire que deux formes quadratiques d’Albert v; et 72 sont semblables
si et seulement si y; L y2 € I°F (ouy; Ly € Iq3F si F' est de caractéristique
2). C’est ce que Mammone et Shapiro ont utilisé dans [16] pour donner une autre
preuve de ce résultat de Jacobson. Plus tard, en caractéristique # 2, le premier
auteur a répondu par 'affirmative a une conjecture d’Izhboldin généralisant le
résultat de Jacobson, et affirmant que si 71, 7 sont des k-formes quadratiques
de Pfister et 1,72 sont des formes quadratiques d’Albert, alors les formes
Y1 ® 1 et 2 ® mo sont semblables si et seulement si v @ T L o @ me € I3 F
[6]. Mentionnons que ce résultat pour k = 1 a été utilisé par Garibaldi [5,
Theorem 15.4] dans la détermination de la forme de Killing de certains groupes
de type Es.

Dans ce papier, on va établir ’analogue de ce résultat en caractéristique
2 en prenant y; et o des formes bilinéaires d’Albert, et m; et w5 des formes
quadratiques (ou bilinéaires) de Pfister, ou bien 71 et 2 des formes bilinéaires
de Pfister et 71 et m des formes quadratiques d’Albert. Rappelons qu’en ca-
ractéristique 2, une forme bilinéaire d’Albert est une forme de dimension 6 et
de déterminant trivial. Notre résultat principal est le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Soit F' un corps de caractéristique 2. Considérons les trois
cas sutvants :

(a) 71,72 sont des formes bilinéaires d’Albert, et 71, 7o des k-formes quadra-
tiques de Pfister, k> 1;

(b) 71,72 sont des k-formes bilinéaires de Pfister, et w1, 7o des formes qua-
dratiques d’Albert.
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MULTIPLES DES FORMES D’ALBERT EN CARACTERISTIQUE 2 345

(¢) 71,72 sont des formes bilinéaires d’Albert, et m,mo des k-formes bili-
néaires de Pfister et les formes v; ® m;, i = 1,2, sont anisotropes.

Alors, les deuzx assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 71 ® 71 est semblable ¢ vo ® 72 ;
(2) M®m Ly, ®@my € IFF3F dans les cas (a) et (b), et y1 @m Ly, ®@my €
I**3F dans le cas (c), respectivement.

Ce théoréme dans le cas (a) est di au second auteur lorsque 7y, 72 sont des
0-formes bilinéaires de Pfister, i.e., des formes de dimension 1 données par :
(z,y) — zy [12].

La preuve du théoréme 1 sera faite en trois étapes. Tout d’abord, on traitera
le cas (a), c’est-a-dire, lorsque m; et wo sont des k-formes quadratiques de
Pfister. Notre preuve dans ce cas est inspirée de argument utilisé dans [6]. Il
s’en suit le cas (b) en invoquant des résultats connus sur la liaison des formes
de Pfister en caractéristique 2. Apreés cela, on donnera la preuve dans le cas (c)
en se ramenant au cas (a) par le moyen d’un argument générique. L’utilisation
d’un tel argument est motivée par le fait que la preuve dans le cas quadratique
ne marche pas dans le cas bilinéaire en raison du théoréme de sous-forme qui
se complique dans le cas des formes bilinéaires.

Pour la suite de ce papier, on suppose que F' est de caractéristique 2. En
faisant I’analogie avec le théoréme de Jacobson qui fait intervenir I'invariant
de Clifford, on peut formuler le théoréme 1 en termes d’invariants utilisant
les formes différentielles. Rappelons que pour tout entier » > 1, on prend
Q% = A"QL Dlespace des n-formes différentielles (2% = F), ou Q} est le
F-espace vectoriel engendré par les symboles dz, x € F, avec les relations :
d(z +y) = dz + dy et d(xzy) = xdy + ydx pour tous z,y € F. En particulier,
d(F?) = 0, ce qui permet d’avoir une application F2-linéaire d : F — Q};,
donnée par : x — dx. Cette application s’étend de maniére naturelle en une
application d : Q} — Q%’Ll, donnée par : d(xdzy A - Adx,) = de Adxg A
-+ Ndz,. Clairement, 'espace {2} est engendré par les n-formes différentielles
logarithmiques ”%1 A A df—: pour zy,--- ,z, € F* := F\ {0}. L’opérateur
d’Artin-Schreier s’étend en un homomorphisme g : Q% — Q% /dQ% donné
par : p(asdg% ARERWA d;—n") = (22 — x)% ARRRWA d;”—n". Soient vr(n) = Ker(p) et
HITY(F) = Coker(p). Un résultat bien connu de Kato [9] affirme 1’existence
de deux isomorphismes €” : ["F — vp(n) et f* : [#F — Hy(F) donnés sur
les générateurs comme suit :

day dan

en(«ala"' 7an>>b): Z/\”./\ o ,
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346 D. W. HOFFMANN & A. LAGHRIBI

(a1, an_1,b]]) = b@ A A %7
ax An—1
ou (a1, - ,an)s est la n-forme bilinéaire de Pfister (1,a1), ® --- ® (1,an),,
sachant que (ci,- -, ¢y), désigne la forme bilinéaire diagonale > " ; ¢;x;y; pour
tous ¢1, -+ ,cn, € F* et (a1, -+ ,an—1,b]] est la n-forme quadratique de Pfister
{ar, - an_1)p®[1,b], ot [1,b] désigne la forme quadratique binaire 22+ zy +

by?.
Ainsi, aux formes B € I"F et ¢ € I]"F, on associe les formes différentielles

Invy(B) := e"(B + I""'F),
n+m _.n n+1 m m—+1
Invy ™™ (B® @) :=e"(B+I""F)ANf"(p+ 1] F),

qui sont des invariants de B+ I""'F € I"F et B o+ I F € I;"™F par
les isomorphismes ci-dessus. Par conséquent, le théoréme 1 se reformule comme
suit :

THEOREME 2. — En reprenant les notations du théoréme 1, alors, les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 71 ® 71 est semblable ¢ v2 ® 72 ;
(2) Inv’;+2('yl ®m) = Inv’;+2(72 ®g) dans les cas (a) et (b), et Invy T2 (y; ®

m) = Invi 2 (v, ® 2) dans le cas (c), respectivement.

2. Rappels et résultats préliminaires

On renvoie a [1] et [7] pour plus de détails sur certaines notions qu’on va
utiliser sur les formes bilinéaires et quadratiques. Rappelons tout de méme
que deux formes bilinéaires (ou quadratiques) ¢ et ¢ sont dites semblables si
¢ ~ ay pour a € F* convenable. Pour ¢ une forme quadratique, on note
F(¢) le corps de fonctions de la quadrique projective d’équation ¢ = 0. La
dimension d’une forme quadratique (ou bilinéaire) ¢ est notée dim¢g. Si B
est une forme bilinéaire d’espace sous-jacent V', on désigne par B la forme
quadratique définie sur V' par : E(v) = B(v,v) pour v € V. Pour ay,--- ,a, €
F, on note {(aj,--- ,a,) la forme quadratique diagonale "7 ; a;z2. Une forme
quadratique (ou bilinéaire) ¢ d’espace sous-jacent V' est dite isotrope s’il existe
v € V non nul tel que ¢(v) = 0 (ou $(v) = 0). L’indice de Witt et la partie
anisotrope d’une forme quadratique non singuliére (ou bilinéaire) ¢ sont notés
iw () et @an, respectivement. Un plan métabolique est une forme bilinéaire
isotrope de dimension 2 ; on montre qu’une telle forme est donnée par la matrice

al
M, = (1 0) pour a € F convenable, et on a M, ~ M, ssi aF*? = bF*?, ce
qui montre que pour les formes bilinéaires il y a plusieurs plans métaboliques &
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isométrie prés. Si B est une forme bilinéaire, on note i4(B ) I'unique entier n tel
que dimB =n + dlm(B)an, qu’on appelle Vindice de défaut de B. Rappelons
la comparaison entre iy (B) et zd(B) :

PROPOSITION 1. — Pour toute forme bilinéaire B, on a iw(B) < i4(B) <
2iw (B).

Preuve. D’aprés [14, Proposition 2.1], il existe deux entiers r et s uniques, et
des scalaires aq,---as € F* tels que

Br~rxMy LM, L1 M, L Ba,

avec la condition que la forme quadratique {aj,- - ,as) L (B/:I:) soit anisotrope.
Donc, iw(B) = r + s et B ~ (2r +s) x (0) L (al,--‘ ,as) L (/B\/an) Par
Panisotropie de (a1, ,as) L (Ban) on obtient i4(B) = 2r-+s. Ainsi, iy (B) <
ia(B) < 2iw(B). m

Pour ¢ une forme quadratique (ou bilinéaire) d’espace sous-jacent V', on note
Dr(¢) Pensemble des scalaires non nuls représentés par ¢ (ou ¢). Une forme
quadratique (ou bilinéaire) de Pfister ¢ vérifie la propriété de multiplicativité,
ce qui signifie que ¢ ~ ayp pour tout scalaire @ € Dp(p); de plus, si ¢ est
isotrope, alors elle est hyperbolique (ou métabolique). Comme conséquence du
théoréme de sous-forme [7, Th. 4.2(iii)], si ¢ est une forme quadratique de Pfis-
ter anisotrope et 1 une forme quadratique anisotrope qui devient hyperbolique
sur F(p), ie. iw(Vr@p)) = d”; , alors il existe une forme bilinéaire B telle
que ¥ ~ B ® , en particulier, dim ¢ est un multiple de dim . Concernant les
formes quadratiques de I} F', on aura besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 2. — ([13, Prop. 6.4]) Soient n > 1 un entier et ¢ est une forme
quadratique anisotrope appartenant a I F. Alors :

(1) dimp =0 ou dim ¢ > 2™ (c’est ce qu’on appelle le Hauptsatz “d’Arason-
Pfister”). De plus, si dimp = 2", alors ¢ est semblable ¢ une n-forme
quadratique de Pfister.

(2) Si, de plus, dim ¢ > 2", alors dim ¢ > 2™ + 2771,

Le théoréme suivant sera utilisé dans la preuve du théoréme 1 dans le cas
quadratique :

THEOREME 3. — Soient a,b,d € F*, m une k-forme quadratique de Pfister,
et p une forme quadratique de dimension 2812, Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) 11 existe c € F* tel que (a,b,ab,d), @ 7 L cp € IFT3F.
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348 D. W. HOFFMANN & A. LAGHRIBI

(2) ({a,b,ab,d), ® T)an est semblable a pay.
(3) {a,b,ab,d), ® w est semblable a .

Preuve. (2) <= (3) C’est une conséquence immeédiate de 1’équivalence de Witt
pour les formes quadratiques.

(2) = (1) Cette implication est claire.

(1) = (2) On peut supposer que ¢ = 1. La forme p := (a,b,ab,d), ® m L
@ € IFT3F est de dimension 25%3. Si p est isotrope, alors on obtient par le
Hauptsatz que p est hyperbolique, et donc ((a,b,ab,d), ® T)an =~ @an. Ainsi,
pour la suite, on peut supposer que p est anisotrope.

(1) Supposons que 7 ~ dm. Alors, (a,b,ab,d), ® ™ ~ ((a,b), ® m. Soit = €
Dr(¢). On a que {a,b)), ®7 L (z) est une voisine anisotrope de {{a, b, z)), @,
et par conséquent, {(a, b, x)), ® T est aussi anisotrope (on renvoie a |7, Section 6]
pour les détails sur les formes quadratiques voisines). On vérifie facilement que
dim(p L ((a,b,z))p ® T)an < 283 — 2. Par le Hauptsatz, p L {(a,b,z), ® T ~ 0.
Par I’anisotropie de p et {a,b, z))p @ 7, on déduit que p ~ (a, b, x)), @ 7, ce qui
donne que ¢ ~ z (a,b,ab,d), ® 7.

(2) Supposons que 7 % dm. Remarquons d’abord que ceci implique que la
forme de Pfister quadratique (1, d), ® 7 est anisotrope. Comme (a, b, ab), @ est
une voisine anisotrope de ((a, b)), ® 7, la forme ((a, b)), ® ™ est aussi anisotrope.
Soit 1 := (p L {{a,b)p ®T)an. On a dim p—dim({{a, b)), ® 7) = 2*¥+2 < dim ¢ <
263 4+ 282 — 2dim((a, b, ab), ® m) = 2FF3 — 2k+1 < 2k+3 Mais les formes p
et ((a, b)) ® 7 sont isotropes sur K := F({(a, b)), ® 7), et donc elles deviennent
hyperboliques sur K (I’hyperbolicité de px découle du Hauptsatz). Ainsi, dim
est divisible par dim({(a,b), ® 7) = 2¥+2. Par conséquent, dim1 = 2F+2 et
p=1 L {(a,b)p, ® m. Par le cas (1), il existe z € F* tel que ¢ ~ z{{a, b)), @ 7
et p~ ((a,b,z)p @ .

Dans W, (F), on obtient {(a,b,z), ® 7 = (a,b,ab,d), ® ™ L ¢ = (a,b)) ®
w1l (1,d), T L ¢, et par conséquent ¢ = z({a,b)), ® ™ L (1,d), ® 7. Une
comparaison des dimensions implique que z{(a, b)), ®7 L (1,d), ® est isotrope.
Comme ((a, b)), ®@ et (1, d), ®m sont anisotropes, il existe y € Dp(z((a, b)),®@7)N
Dr((1,d), ® m). Par la multiplicativité d’une forme de Pfister, on a z((a, b)), ®
T~ y{a,b)y @, et (1,d), ® m ~ y(1,d), ® m. Par conséquent, dans W, (F'),
on obtient ¢ = y({(a, b)), @7 L (1,d), ® ) =y (a, b, ab,d), ® T, et 'anisotropie
de ¢ et une comparaison des dimensions donne ¢ ~ y (a, b, ab,d), ® 7. O

On a aussi un analogue du théoréme 3 pour les formes bilinéaires.

THEOREME 4. — Soient a,b,d € F*, ©m une k-forme bilinéaire de Pfister, et
@ une forme bilinéaire de dimension 2872, Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes :
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(1) Il eziste c € F* tel que {(a,b,ab,d), ® m L cp € I*3F.
(2) ({a,b,ab,d), ® T)an est semblable a pay.

Dans ce théoréme on exclut la condition de similitude entre les formes bi-
linéaires elles-mémes car, en général, deux formes bilinéaires de méme dimen-
sion qui sont Witt-équivalentes ne sont pas nécesssairement isométriques. On
démontre ce théoréme de la méme fagon que le théoréme 3. Les deux résultats
essentiels dont on aura besoin sont : Le Hauptsatz pour les formes bilinéaires
[11, Lemma 4.8], et le fait qu’une forme bilinéaire anisotrope qui devient mé-

tabolique sur F'(B), avec B une k-forme bilinéaire de Pfister, est de dimension
divisible par 2¥ [10, Theorem 1.2].

3. Preuve du théoréme 1 : Cas (a)

Soient 71,72 des formes bilinéaires d’Albert, et 71,75 des k-formes quadra-
tiques de Pfister, & > 1.

(1) = (2) Supposons que y; ® 71 soit semblable & v2 ® 7. Soit o € F* tel
que 71 @ T ~ ays ® 2. Puisque (1,a), ® y2 € I*F, on déduit que 1 ® m L
Yo ® o € I§+3F.

(2) = (1) Supposons qu’on ait 73 @ m; L v @ oy € I§+3F.

Si, disons, 71 est isotrope et donc hyperbolique, alors y; ®m; est hyperbolique
et v ® mo 'est aussi par le Hauptsatz et 'implication est claire. Donc, on peut
supposer que m; et w9 sont anisotropes.

(i) Réduction au cas m ~ 7 : La forme (y1 ® 71) p(x,) est hyperbolique, et
par le Hauptsatz, la forme (72 ® m2)p(r,) I'est aussi. Posons ¢ ~ (v2 ® 72)an.
Ainsi, il existe une forme bilinéaire §’ telle que ¥ ~ ¢’ ® m; ~ Y2 ® . Par
la multiplicativité de m; (ou bien par le Hauptsatz), on voit que dim ¢’ doit
étre paire, donc en rajoutant des plans métaboliques (1,1), ~ M; a §’, on
conclut qu’il existe une forme bilinéaire § de dimension 6 telle que vy, ® Ty ~
d ® my. Soient A une forme de dimension 5 et r € F* tels que 6 ~ X\ L (r),.
Puisque (det\,7), ® m1 ~ (A L (det)),) ® m1 L § ® 71, et que les formes
(A L (det A),)®m; et 6@ appartiennent & I§+2F, on déduit par le Hauptsatz
que (det A\, r), ®my ~ 0. Par I'unicité de la partie anisotrope, on a (det \), @7y ~
(r),®m. Par conséquent, 2@y ~ 6@ ~ (A L (det \),)®m7; avec A L (det \),
une forme bilinéaire d’Albert. Ainsi, sans perdre de généralité, on peut supposer
que T =~ Ta.

(ii) Montrons que v ® w1 est semblable & v ® w1 : Soient a € Dp(v1)
et 3 € Dp(v2). On pose v1 = (a), L 01 et y2 = (B), L 02 avec diméd; =
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350 D. W. HOFFMANN & A. LAGHRIBI

dimd, = 5. Puisque v; L ay; € I3F et v, L By, € I?F, on déduit que
(ay1 L By2) ® m € IFF3F. En particulier,

(06(51 1L ﬂ(52) ®m € I§+3F.

On a dim((ad; L B02) ® m1)an < 10.2F = 2543 4 ok+1 < 9k+3 | 9k+2 Par Ia
proposition 2, dim((ad; L B62) @71 )an < 2¥F3, en particulier, (ad; L B) @
est isotrope. Par la multiplicativité de mq, il existe k € F*, et A1, Ay des
formes bilinéaires de dimension 4 tels que ad, ® m; =~ ((k), L A1) ® 71 et
Bor@m =~ ((k), L A2)®@m1. Ainsi, \y @71 L Aa®7; € I§+3F. Par le théoréme
3, il existe | € F* tel que Ay ® m1 ~ I(A2 ® 71). En récapitulant les relations
dés le début de (a), on a :

a(y1®7m) = mLa(d®m)
= (Lk),®m LA\ ®m,
et
B(re®@m) = lm LI1B(02 ® 1)
(Lkl), ®@m LA ® 7).
Comme a(y; ® 1) L IB(y2 ®m1) € I§+3F et Ay ® 11 ~ (A2 ® 1), on déduit,

par le Hauptsatz, que (1,k), ® m ~ (I, kl), ® m1. Par conséquent, a(y; ® m1) ~
1B(y2 ® m1). O

4. Preuve du théoréme 1 : Cas (b)

Pour traiter ce cas-1a, il nous faut rappeler quelques résultats sur la liaison
des formes de Pfister quadratiques en caractéristique 2.

Soient 7, et o des n-formes quadratiques de Pfister, n > 1.

(i) Soit 0 < m < n un entier. On dit que 7 et w2 sont m-liées & gauche s’il
existe une m-forme bilinéaire de Pfister 3 et des (n — m)-formes quadra-
tiques de Pfister p1, po telles que m;, ~ 8 ® p;, i =1, 2.

(ii) Soit 0 < m < n un entier. On dit que 7; et 7o sont m-liées & droite
s’il existe une m-forme quadratique de Pfister v et des (n — m)-formes
bilinéaires de Pfister o1, oo telles que m; ~ 0, ® v, i = 1, 2.

LEMME 1. — Soient m, et mo des n-formes quadratiques de Pfister, n > 1.

(1) iw(m L m) € {1,2,...,2"}, et iw(m L m2) > 2™, 0 < m < n, siet
seulement si m; et my sont m-liées a droite.

(2) Soit 0 < m < n. Sim et mo sont m-lies & gauche, alors w; et my sont
m-liées a droite.
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La premiére partie est due a Faivre [4, Théoréme 2.3.1]. Une autre preuve
se trouve dans [3, §24]. En ce qui concerne la deuxiéme partie, pour n = 2,
Penoncé dit que si m1 ~ {(a,b1]] et w3 ~ {a,bs]], alors il existe ¢1,co € F*,
d € F tels que m ~ {{c1,d]] et m3 ~ {(ca,d]]. Dans ce cas, le résultat est di
a Draxl [2] et on sait que la réciproque est fausse en général, voir Baeza, |1,
Remark 4.26, page 134]. Un apercu de I’histoire de ce probléme (avec une autre
démonstration et un autre contre-exemple concernant la réciproque) se trouve
dans Lam [15]. C’était Faivre [4, Corollaire 2.1.4] qui a remarqué que le cas
général est une conséquence immédiate du cas n = 2.

Il est clair que la preuve du cas (b) du théoréme 1 se réduit au cas (a) qu’on
vient de traiter en utilisant le lemme suivant.

LEMME 2. — Soient p une k-forme bilinéaire de Pfister et o une forme quadra-
tique d’Albert. Alors, il existe § une forme bilinéaire d’Albert et v une k-forme
quadratique de Pfister telles que p Q@ a ~ § ® 7.

Preuve. Puisque « est une forme quadratique d’Albert, on a dima = 6 et
I'invariant d’Arf de « est trivial. Aprés multiplication par un scalaire on peut
supposer

a~c[l,z] L eafl,ze] L [1,21 + 2] ~ {1, 21]] L {ca,z2]] -
En posant 0; ~ p ® {(¢;, z;]], i = 1,2, on constate que
P Qan~o 1 02,

avec 01 et oy des (k + 2)-formes quadratiques de Pfister qui sont k-liées a
gauche, donc k-liées a droite, et par conséquent, il existe r;,s; € F*, i =1,2, et
une k-forme quadratique de Pfister v tels que o; ~ ((r;, s;))» ® 7. Maintenant,
on pose & ~ (ry, 81,7151, 72, S2,7282)p qui est une forme bilinéaire d’Albert et
on obtient

pRa~aoy Loya~i®7y,
et une comparaison des dimensions donne p @ o ~ § ® 7. O

5. Preuve du théoréme 1 : Cas (c)

Soient 71, 2 des formes bilinéaires d’Albert, et 71, w2 des k-formes bilinéaires
de Pfister. On suppose que les formes v, @1 et v, @72 sont anisotropes. Comme
dans le cas quadratique, si la forme v, ®7; est semblable & vo®75, alors vy ®m; L
2 ® Ty € IFT3F. Réciproquement, supposons que 71 ® T, L vo @ mp € I*T3F,
Montrons que 1 ® w1 est semblable & 5 ® m2. Soit K := F((t)) le corps des
séries formelles en la variable ¢ sur F'. La condition 71 @ m1 L o ® o € T k+3 p
implique la suivante :

nemeLt ! Lyemne(lt ] el K.
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Les formes quadratiques v; ® 71 ® [1,t71] et 7o ® T2 ® [1,¢7!] sont anisotropes
[11, Lemme 4.6]. Par le cas quadratique, il existe p € K non nul tel que

(1) Mm@ Lt ~p(re ®@m ® [L,t71]).

Sans perdre de généralité, on peut supposer que p € F[[t]]. Puisque #[1,#7!] ~
[1,1], on peut supposer que p est une unité pour la valuation t-adique v de K.
En prenant dans la relation (1) la premiére forme résiduelle pour la valuation
v, il existe a € F* tel que 1 ® T ~ avs ® 3. Par conséquent, ig(y; ® 71 L
a7y ® T3) = 6.2%. Par la proposition 1, on a iy (71 @ 71 L ay, ® mp) > 3.2,
ie., dim(y; ® T L ays ® M2)an < 6.2F. Comme 11 @ m L 7o @M =71 @M1 L
ay, ® Ty (mod I**+3F), on déduit, par le Hauptsatz pour les formes bilinéaires
[11, Lemma 4.8], que 71 ® m1 ~ a2 ® ma. O

6. Quelques commentaires

La proposition suivante montre que le théoréme 1 continue & étre vrai méme
si dans le cas (c) on permet l’isotropie, pourvu que l'on considére les parties
anisotropes des formes y; ® ;.

PROPOSITION 3. — On reprend les notations du théoréme 1, mais on suppose
maintenant que y1 ® w1 est isotrope. Alors o @ T est isotrope et (71 ® T1)an
est semblable & (2 ® T2)an-

Preuve. D’abord, on a montré que les formes que ’on considére dans le cas (b)
peuvent s’écrire comme des formes dans le cas (a). Ainsi, il suffit de traiter
les cas (a) et (c). Donc, on peut supposer que 7;, i = 1,2 sont des formes
bilinéaires d’Albert, et m;, i = 1,2 sont des k-formes quadratiques (cas (a))
resp. bilinéaires (cas (c)) de Pfister. La proposition 2 et Iisotropie de v; ® m;
implique que dim(y; ® m1)an € {0,252}

(i) Si dim(vy1 ® 71)an = 0, alors par le Hauptsatz dim(y2 ® 72)an = 0 et il
n’y a rien & montrer.

(ii) Si dim(y1 ®71)an = 2512, alors (11 @71 )an ~ @7, avec § de dimension 4
et de déterminant trivial, en particulier, (71 ® 71 )an est semblable a une (k+2)-
forme de Pfister. On a aussi dim(y2 ® 72)an > 0 par le Hauptsatz. Puisque
(71 ® 71)an devient hyperbolique (ou métabolique) sur K := F((y1 ® 71)an),
on déduit par le Hauptsatz que 72 ® 72 est hyperbolique (ou métabolique) sur
K. Ainsi, dim(y2 ® 72)an est un multiple de dim(y; ® 71 )an = 2%+2, voir [10],
donc forcément dim(ys ® m2)an = 2k+2 et en particulier Y2 ® o est isotrope.
Par les théorémes 3 et 4, la forme (71 ® 71 )an est semblable & (72 ® m2)an. O
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Dans le cas bilinéaire (cas (c)), le théoréme 1 cesse d’étre vrai si la forme
bilinéaire 71 ® m ou 2 ® o est isotrope. En voici un exemple.

EXEMPLE. — Soit K = F(x,y,z,t,21, -+ ,x) le corps des fractions ration-
nelles en les variables x, y, z, t, 1, ,xf sur F. Soit # = {x1, - ,zk ),
11 =My L (z,y)p et o = M; L 2(z,y)p. Alors, 1 @7 L o @7 € I"3K,
mais y1 @ m n’est pas semblable ¢ vo Q@ 7.

Preuve. Puisque v; L 7o € I’K,onay, @7 L v, ®m € I*3 K. Supposons que
v1 ® 7 soit semblable & vo ® w sur K. Soit p € K non nul tel que

(2) MO =p(y 7).
Puisque M; ~ (t,t), et aMy ~ My pour tout o € K*, la relation (2) devient
3) 28 x Mo L (2, )y ® 7 = p((t,t), @ 7 L 2{(z,y)) @ ).

En prenant la forme quadratique diagonale associée & la forme bilinéaire dans
(3), on obtient

257 5 (0) L (La,y,2y) ©F > p((t,8) @ T L 2 (L,2,y,2y) ©7),

ce qui donne une contradiction puisque l'indice de défaut du membre de gauche
est 25%1 alors que celui du membre de droite est 2. O
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