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CHAPITRE III 

P R O B L E M E S D ' E Q U I V A L E N C E 

8 . GENERALITES. 

So i t Y une va r i é t é de c l a s s e C°° sur IR , a v e c 
k k 

dim Y = dim X = n ; soi t Q' = Q l ' e n s e m b l e des j e t s d'ordre k 
X ff Y 

i n v e r s i b l e s d ' app l i c a t i ons X Y ; nous u t i l i s e r o n s dans c e t t e nouvel le s i t u a 

t ion l e s mêmes not ions que dans le c a s X = Y , s a n s e x p l i c i t e r l e s dê f in i -

t i o n s . Soient R une équat ion de Lie formellement in tegrab le sur X , 
k k k 

a v e c k ^ 1 , P c 0 sa forme f i n i e , et so i t P' une s o u s - v a r i é t é de 
k k k 

0 ' . P o s o n s P C,a) = {FÇP [but F = a } , a 6 X et d é f i n i s s o n s de même 

P' ( . / b ) , b ç Y . La déf ini t ion suivante e s t c l a s s i q u e . 

Déf in i t ion ( 8 . 1 ) . 
k k ^ k 

Nous dirons que P' e s t une P - s t ruc tu re (ou une R - s t ruc tu re ) 
si l e s cond i t ions su ivan te s sont v é r i f i é e s 

i) Sur P' , l e s p ro j ec t ions " s o u r c e " et "but" sont des submer s ions . 

k k k 
i i) P opère pr incipalement sur P' , au s e n s suivant : soi t F £ P' , 

de source a , et de but b ; a lo r s un v o i s i n a g e de F dans P' (. ,b) e s t formé 

par l ' e n s e m b l e des FG , G Ç P ( . , a ) , G v o i s i n de ^ ( a ) ' 

k 
La première condi t ion équivaut à c e c i : par tout F Ç P' p a s s e un 

k 1 k 
germe de s e c t i o n é t a l e de P' ; en f a i t , parmi l e s F Ç J (P' ) , de p r o j e c 
t ion F ° , l ' e n s e m b l e de c e u x qui sont i n v e r s i b l e s forme un ouvert d e n s e . 

Ce t t e condi t ion é tant supposée v é r i f i é e , la s econde équivaut à c e c i : 

soi t P " k = JF € X | F _ 1 € P ' k j ; a l o r s , pour tout F € P " k de source b 

et de but a , on a V ( P " k ) ( F ) = R k ( a ) F . 

k 

En cons idé ran t Q' comme un e n s e m b l e de j e t s de s e c t i o n s du fibre 

t r iv ia l XxY -> X , on interprète P' comme une équat ion d i f fé ren t ie l le d'ordre 
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k dans c e fibre qui e s t l ' ana logue d'une équat ion l inéa i re a v e c s econd mem-

b r e , P é tant l ' ana logue d'une équat ion homogène . Donnons que lques mots 

d ' e x p l i c a t i o n , s ans entrer dans des déf in i t ions "en forme" ; une t e l l e équat ion 

in tervient lo rsqu 'on c h e r c h e à comparer deux "s t ruc tures i n f i n i t é s i m a l e s " a 

sur X et a ' sur Y (par exemple deux t e n s e u r s , deux opérateurs di f féren-
k k 

t i e l s , e t c . . ; c f l ' e x e m p l e ( 4 . 2 ) ) : R (resp P ) e s t a lo r s l ' équa t ion des 
k 

automorphismes in f in i t é s imaux (resp des automorphismes) de a , et P' 

l ' équa t ion des difféomorphismes X Y qui t ransforment a en a ' ; trouver 

des germes de so lu t ions de P 1 rev ien t à montrer l ' é q u i v a l e n c e l o c a l e a 

et a ' ; s i X = Y , trouver une solut ion i nve r s ib l e de P' rev ien t à montrer 

l ' é q u i v a l e n c e g loba l e de a et a ' (mais nous n 'aborderons pas c e problème i c i ) . 
k ~ k 

Soit F Ç P' , de source a , et soi t G Ç P 1 ; a v e c G (a) = F ; 
k - - 1 ~ a 

l ' a p p l i c a t i o n § GÇ (5 € R (a.) , § = v §) permet , en ra i sonnant comme 

en ( 6 . 1 4 ) et ( 6 . 1 5 ) , de définir un isomorphisme du complexe ( 6 . 1 2 ) 
k 

(g ^ 0) sur le complexe de ô - c o h o m o l o g i e de P' en F . D 'au t re part , on 

a le r é su l t a t suivant 

Proposi t ion ( 8 . 2 ) . 

Soi t F Ç P' ; l e s propr ié tés su ivan te s sont é q u i v a l e n t e s . 

k (1 ) 

i) I l e x i s t e F x € (P 1 ) , a v e c r r ^ = F ; 
~1 k 

i i ) Pour un (ou, pour tout) F ç J (P' ) 0 a v e c rr F = F , on a 
k 1 

P l № 2 € c * ' 1 . 
-1 k 

Supposons qu ' i l e x i s t e un F^ € J (P1 ) / gui vér i f ie i i) ; on a. en fai t 

Pi(S)F 0 € C k ^ ; d ' après ( 7 . 1 0 ) , i l e x i s t e G Ç J 1 ( P k ) ( a ) , a v e c 

p X (3 )F 2 = pl(â)G ; on a a lo r s G ? 2 € J ^ P * ) et p 1(3)(G F ) = 0 , donc 

par ( 7 . 5 ) , G ~ X F 2 € \ 1 Q | k + 1 n j V ^ ) et par conséquen t (x1)'1^1? € ( P , k ) ( 1 ) . 

L ' imp l i ca t i on i) => ii) se démontre en renversan t l e c a l c u l . 

De l à , en ra i sonnant comme en ( 6 . 1 6 ) , on déduit le théorème suivant : 

Théorème ( 8 . 3 ) ("2e théorème fondamen ta l " ) . 
k k 

Supposons que R so i t 2 - a c y c l i q u e et que , en tout point F Ç P' , 

la condi t ion d ' i n t ég rab i l i t é ( 8 . 2 . i i ) so i t s a t i s f a i t e . Alors P' e s t formellement 

i n t é g r a b l e . 
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k k 
D a n s le c a s ana ly t ique ( i . e . s i X , Y , P et P' sont a n a l y t i q u e s ) , 

on en dédui t , par l e théorème de Car tan-KShle r -Kuran i sh i l ' e x i s t e n c e , pour tout 
k k 

F ç P' , d 'une solut ion f de P' au v o i s i n a g e de a = source F vér i f iant 
'-k 

j f(a) = F (voir , par exemple Kuranishi [ 1 ] ou l ' append ice du présent a r t i c l e ) . 

Déf in i t ion ( 8 . 4 ) . 

Nous dirons que P' e s t in tegrab le s ' i l e s t formellement in tegrab le 
et s i , pour tout F Ç P' , i l e x i s t e f £ Dif f (X,Y) (= le f a i s c e a u des germes 

H<c ~ k 

de difféomorphismes de X dans Y) vér i f iant j f ç P' et j f(a) = F (a = 

source F ) . 

Etudier l ' i n t ég rab i l i t é de P' rev ient à é tudier la 1 -cohomologie du 

complexe ( 7 . 9 ) ; pour le vo i r , i l e s t commode de t r ava i l l e r dans l e s germes 

en un point f ixé (ce qui revient à é tudier l e s problèmes d ' é q u i v a l e n c e l ocaux 
" a v e c points m a r q u é s " ) . Le germe de va r i é t é (P' , F ) , a v e c a = source F 

k k 
se ra appe lé un "germe de P - s t ruc tu re en a ; deux t e l s germes (P' ,F ) 

k k k 
et (P" ,G) , a v e c P" c Q (Z une va r i é t é de dimension n) sont d i t s 

" é q u i v a l e n t s " s i la condi t ion suivante e s t s a t i s f a i t e : notons b (resp c) 

le but de F (resp G) ; a lo r s i l e x i s t e un germe de difféomorphisme 

cp : (Y,b) - (Z , c ) vér i f iant j ^ c p t P ' ^ F ) = ( P , | k , G ) . Soi t H 1 ( P k ) l ' e n s e m b l e 
k a 

d e s c l a s s e s d ' é q u i v a l e n c e s de germes en a de P - s t r u c t u r e s formellement 
k k 

i n t eg rab l e s ; pour qu'un germe (P' , F ) soi t équ iva len t à (P , L ( a ) ) i l faut 
k 

et i l suffit que P' soi t " in tegrab le en F " , i . e . qu ' i l e x i s t e f € Diff (X,Y) , 

a v e c fî(a) = F , j k f € P ° k . 

~k ~k 
Soit P l ' e n s e m b l e des F € P , a v e c F (a) = L (a) ; c ' e s t un 

—a, o ""a k *k 1 
groupe qu i , d ' après ( 7 . 1 4 ) et ( 7 . 1 5 ) opère à droite dans l ' e n s e m b l e Z 

~k 1 ~ 1 k ~k 1 ~k a 

des u Ç C ' vér i f iant A, u = 0 ; posons H (P ) = Z ' / P 
a 1 —a ~ B ~~a , o 

k k k 
Supposons R 2 - a c y c l i q u e , et so i t (P' ,F ) un germe de P -

structure formellement in tegrab le (ou, c e qui rev ien t au même, vér i f iant ( 8 . 2 . i i ) 
- k 

en tout point G v o i s i n de F ) . Soi t H € P 1 , a v e c H (a) = F , et soi t u 
- 1 k a 

la c l a s s e de dans H (P ) ; c e t t e c l a s s e ne dépend pas de H c h o i s i ; 

en e f f e t , s i l 'on en prend un au t re , soi t H' , on aura. H 1 = HG , a v e c 

G e P k ; d 'où , par ( 7 . 1 3 ) }ul = feG ; s i l 'on prend cp € Diff(Y,Z), , 
a , o o 
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b = but F , de Mi cp.H) = J&H , on déduit que l ' image du germe j cp(P' ,F ) 
~ 1 k k 

dans H (P ) e s t la même que c e l l e de (P 1 , F ) . On obt ient a i n s i une 
6 1 k ~ 1 k 

app l i ca t ion H (P ) -» H (P ) , dont on voi t q u ' e l l e e s t i n j e c t i v e en renver -
a. a 

sant l e s c a l c u l s p récéden t s ; la proposi t ion ( 7 . 6 ) montre q u ' e l l e e s t s u r j e c t i -

v e . En r é s u m é , on a. le théorème suivant : 

Théorème ( 8 . 5 ) . 
k 1 k 1 k 

Si R e s t 2 - a c y c l i q u e , l ' app l i ca t i on p récéden te H (P ) -» H (P ) 
a a 

e s t un i somorph i sme . 

Si l 'on se p l a c e dans la c a t é g o r i e des v a r i é t é s et morphismes a n a l y t i 

q u e s , ou f o r m e l s , c e r é s u l t a t , j o in t au théorème ( 8 . 3 ) montre qu'on a 

1 k 
fi (P ) = 0 . C e ré su l t a t aurai t d ' a i l l eu r s pu être obtenu d i r ec t emen t , par une 

a. 

étude de l ' équa t ion ^ F = u ana logue à c e l l e f a i t e par Goldschmidt [ 1 ] dans 

le c a s l i n é a i r e . 

9 . GENERALISATION DU THEOREME DE NEWLANDER-NIRENBERG. 

oo k 
Nous nous p l a ç o n s i c i dans la " ca t égo r i e C " ; l ' équa t ion R sera 

di te ana ly t ique s i e l l e provient d'une équat ion ana ly t ique sur X (supposé 

a n a l y t i q u e - r é e l ) par "oubli de la s tructure a n a l y t i q u e " . 

Théorème ( 9 . 1 ) . 

Soi t R une équat ion de Lie 2 - a c y c l i q u e , a n a l y t i q u e , et e l l i p t i q u e . 
1 k 

En tout point a € X , on a H (P ) = 0 . — _ _ _ —a. 

k k 
Autrement dit : dans l e s h y p o t h è s e s p r é c é d e n t e s , soi t P' c Q (X,Y) 

k oo 
une P - s t ruc tu re de c l a s s e C / vér i f iant la condi t ion d ' in t ég rab i l i t é ( 8 . 2 . i i ) ; 

a lo r s P' e s t i n t e g r a b l e . C e r é su l t a t ava i t é t é con j ec tu r é par Spencer [ 1 ] . 

En vertu du théorème ( 8 . 5 ) , i l suffit pour c e l a de démontrer le r é s u l -
- k 1 «*> - k 

ta t suivant : soi t u £ C ' , vér i f iant ¿ . u = 0 ; i l e x i s t e F € P 
~ a 1 ~"a,o 

vér i f iant ^ F = u . Nous a l l o n s démontrer c e r é su l t a t par une g é n é r a l i s a t i o n 

de la méthode employée dans Malg range [ 2 ] pour démontrer le théorème de 

Newlander-Nirenberg [ 1 ] (qui en e s t le c a s par t i cu l ie r suivant : X = I R 2 n (D n , 
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k = 1 , p 1 e s t l ' équa t ion des germes d 'automorphismes holomorphes de ( D n , 

c o n s i d é r é s comme germes de difféomorphismes de I R 2 n , et R 1 e s t donc 

l ' équa t ion des automorphismes in f in i t és imaux de (D n , en tant que va r i é t é 

a n a l y t i q u e - c o m p l e x e . A l o r s , P1"*" e s t une structure p r e s q u e - c o m p l e x e et 

( 8 . 2 . i i ) sa condi t ion d s i n t é g r a b i l i t é ) . 

Le théorème é tant l o c a l , on peut supposer que X e s t un ouvert de 

]R n , et qu 'on a a = 0 ; on peut a u s s i , en res t re ignan t au b e s o i n X , c h o i -
~k k l k 2 

s i r une t r i v i a l i s a t i o n ana ly t ique XxL R (resp XxM C ' , r e sp XxN C ' ) 
k k l k 2 

du f ibre v e c t o r i e l R (resp C ' , r e sp C ' , vo i r remarque ( 7 . 1 1 ) ) sur X , 

où L , M et N sont des I R - e s p a c e s v e c t o r i e l s de d imension f in ie ; dans la 

s u i t e , nous ident i f ie rons R e t c . . à leurs t r i v i a l i s a t i o n s , on peut a lo r s 

c h o i s i r des ad jo in t s à c o e f f i c i e n t s ana ly t i ques des opéra teurs d i f fé ren t ie l s 

D : R k - & f l et C ^ ' 1 - C ^ ' 2 , ad jo in t s qui sont r e spec t i vemen t un (M,L) 

et un (N,M) opérateur d i f férent ie l l i néa i r e sur X d 8 ordre 1 , et seront tous 

deux n o t é s D* . 

Soi t z = (z , . . . , z ) un sys t ème l inéa i r e de coordonnées dans L ; 
k 

soi t d 'autre part a la p ro jec t ion " s o u r c e " : P -> X ; comme a e s t une 
~k k 

submers ion , et compte - t enu des i somorphismes XxL R V(P )(L^) / on 

peut , pour tout ouvert U c e X , a v e c 0 Ç U , t rouver un ouvert W c L , 

a v e c 0 € W et un isomorphisme ana ly t ique de f ib res sur U , 

cp : UxW -» (un v o i s i n a g e de I dans) a * (U) possédan t l e s propr ié tés 
K 

su ivan t e s : 
1) cp (Ux{0}) = I ; 

ĈÛ k 
2) pour tout x 6 U , l ' i somorphisme " ^ ( x , 0 ) : L V(P )(L (x)) 

OZ K 

c o ï n c i d e a v e c l ' i somorphisme c i - d e s s u s . 

L e s s e c t i o n s de P a u - d e s s u s de U (et a s s e z v o i s i n e s de L ) 
k 

s ' iden t i f i en t donc aux a p p l i c a t i o n s x *-> Z(x) de U dans W , c e c i dans le 

c a s ana ly t ique comme dans le c a s C°° ; en res t re ignan t au b e s o i n W , on 

peut supposer que l e s s e c t i o n s qui vé r i f i en t , pour tout x € U et pour 

i = 1 , . . . ,n : ^ (x) ç W sont é t a l e s (puisque toute s e c t i o n de P^ , ç}-

^ i 
v o i s i n e de I, e s t é t a l e ) , 

k 
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C e l a p o s é , r evenons à notre problème ; comme l ' équa t ion J&F = u , 

F(0) = 1 , (0) admet une solut ion formelle en 0 , on peut par une t ransforma-
K 1 

t ion prél iminaire se ramener au c a s où j u(0) = 0 (on pourrait même supposer 

que u s ' annule en 0 à un ordre arbi trairement grand, voire in f in i , en 0 , 

mais peu impor te ) . En res t re ignan t au b e s o i n X , U , e t c . . . , on peut supposer 

que u e s t déf ini sur X en t i e r et y vér i f ie l u = 0 ; enf in , en remplaçant 
- 1 F 

F par F , on remplace l ' équa t ion £F = u par u = 0 . Nous a l lons 

démontrer d 'abord le r é su l t a t su ivan t , en apparence plus f a ib l e : 

Propos i t ion ( 9 . 2 ) . 
~k 1 1 

Si U e s t a s s e z pe t i t , i l e x i s t e F € r ( U , P ) , a v e c j F(0) = j I (0) , 
F 

t e l qu 'on a i t D*(u ) = 0 . 

F 
Dans notre sy s t ème de c o o r d o n n é e s , l ' app l i ca t i on F »~* u s ' é c r i t 

bZ 
Z { x i - . $ ( x , Z ( x ) , — (x))} , 

5x , 
oo n+1 

où $ e s t une fonct ion de c l a s s e C sur UxW , à va leu r s dans M , 
1 1 ftZ 

la condi t ion j F(0) = j L (0) s ' é c r i t Z(0) = r ~ ( 0 ) = 0 . Posons 
k ox, 

î 

0 . 3 ) • Ï , + • 
i I ^ J k i j k 

Lemme ( 9 . 4 ) . 

L 'opéra teur d i f férent ie l ( l i n é a i r e , de L dans L) 

Z ~ S A . . ( 0 , 0 , 0 ) — — 
ij bx .bx , 

i^J i J 

e s t e l l i p t i q u e . 

F 
Cons idé rons l ' opéra teur l i n é a r i s é de F H> D * ( U ) le long de 1^ , 

i . e . prenons une fami l le à un paramètre F,_ a v e c F = L , 
t o k 

d t F t ' t ~ 0 = ^ € r ( U , R k ) et c o n s i d é r o n s l ' app l i ca t i on § ^ ™ D * ( u t ) | t = 0 ; on 

t rouve immédiatement que c e t t e app l i ca t ion vaut § ^ D*î)§ + D*8 (?)u ; comme 

j^u{0) = 0 , son symbole en x = 0 c o ï n c i d e a v e c c e l u i de D*D , qui e s t 

e l l ip t ique puisque D e s t e l l ip t ique (cf Qui l len [ 1 ] ou Goldschmidt [ 1 ] ) . 
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D 'au t re par t , en c a l c u l a n t c e t opérateur l i n é a r i s é en c o o r d o n n é e s , à partir 

de ( 9 . 3 ) , on trouve que son symbole en x = 0 c o ï n c i d e a v e c c e l u i de ( 9 . 4 ) . 

D 'où le l emme. 

La démonstra t ion de la proposi t ion ( 9 . 2 ) e s t a lo rs une app l ica t ion 

u s u e l l e de la théor ie des équa t ions e l l i p t i ques ; i l suffit même de r e c o p i e r , 

a v e c des modi f ica t ions mineures , un ra i sonnement de Agmon-Dougl i s -Ni renberg 

( [1 ] , Théorème 1 2 . 6 ) . Pour la commodité du l e c t e u r , nous a l l o n s dé t a i l l e r un 

peu . 

Soi t s Ç ] 0 , 1 [ , f ixé une fo i s pour t o u t e s . Soit B une boule fermée 

de IR n (pour la norme e u c l i d i e n n e , notée | . | ) ; pour k Ç M , dés ignons par 
s+k 

C (B) l ' e n s e m b l e des fonc t ions sur B , à va leurs r é e l l e s , con t inues a i n s i 

que leurs dé r ivée s d'ordre ^ k , l e s dé r ivées d'ordre k vér if iant une c o n d i 

t ion de Hôlder d'ordre s ; muni de la norme 

||f|| + v = S sup | D * f ( x ) | + S sup | P a * M - P t t * f r ) l , 
S + K | a | * k x € B | a | = k x , y € B | x - y | s 

x ^ y 

s+k 
c e t e s p a c e e s t comple t . On trouve de même l ' e s p a c e C (B)®L , qu'on notera 

s+k 
C (B/L) ; dans la s u i t e , nous supposerons B c e n t r é e en 0 , et nous d é s i -

s+k 
gnerons par C (B,L) le s o u s - e s p a c e du précédent formé des Z vér i f iant 

o 
Z(0) = ^ ( 0 ) = 0 . 

1 

Lemme ( 9 . 5 ) . 

L 'opéra teur d i f férent ie l ( 9 . 4 ) e s t sun 'ec t i f d i rec t ( i . e . admet un 
s+2 s 

inve r se à droite l i néa i r e cont inu) de C (B,L) dans C (B,L) . 
o 

0 0 / nN ° 
Soit cp une fonc t ion € C QR ) / à support compac t dans 2B , a v e c 

cp = 1 au v o i s i n a g e de B . Etant donné f € C (B,L) , so i t T le prolongement 
r 2 

de f dé f in i , pour x fif B , par f (x) = cp(x)f(x ) , r = rayon de B ; i l 

- | x | 

e s t f a c i l e de vér i f ie r que l ' app l i c a t i on f f e s t cont inue de C (B,L) dans 
s ° 

C (2B ,L) ; de p l u s , f e s t évidemment à support compact dans 2B . 

Soi t a lo r s E une solut ion é l émen ta i r e à droite de ( 9 . 4 ) , i . e . une 
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d is t r ibut ion sur IR n à va l eu r s dans Hom(L,L) , vér i f iant 

£ V 0 ' ° ' 0 ) ^ = 6 - i d • 

Ô la m a s s e +1 en 0 , et soi t Z la r e s t r i c t i o n de E*f à B . S i l 'on 

c h o i s i t convenab lemen t E , i l e s t connu qu'on a , a v e c K > 0 convenab le : 

2+s -
Z € C (B,L) et | | Z | | 2 £

 K l l f l l s ( v o i r Doug l i s -N i renbe rg [ 1 ] , démons t ra 
t ion du théorème 2 ; en f a i t , a pos t e r io r i , l e c h o i x de E e s t i n u t i l e , p u i s -

00 

que deux t e l l e s so lu t ions é l é m e n t a i r e s diffèrent par une fonct ion C , et 

même ana ly t i que / mais peu importe i c i ) ; comme on a 

E A . . ( 0 , 0 , 0 ) —û— (E*f ) = f , 
ij bx .bx . 

1 j s+2 s 
Z e s t un re lèvement l i néa i r e cont inu de ( 9 . 4 ) de C (B,L) dans C (B,L) ; pour 

ramener Z dans C S + ^ ( B , L ) , i l suffit a lo r s de le remplacer par Z - Z ( O ) - Z ) ^ " ( 0 ) x . , 
o ox^ î 

puisque l e s polynômes de degré 1 sont annu lés par ( 7 . 4 ) ; d'où le lemme. 

F i x o n s B une fo i s pour t o u t e s , a v e c B c U , et soi t (B une boule de 
s+2 

C (B,L) , c e n t r é e en 0 , et t e l l e qu 'on a i t , pour Z € (B , x 6 B : Z(x) € W , 

— € W , , a v e c W, c e W . Cons idé rons l ' app l i c a t i on 
bx. 1 1 

1 Y : [ 0 , 1 ] X (B -> C S ( B , L ) 
déf in ie par 

r- 2 
Y ( t , Z ) ( x ) = E A , . ( t x , t 2 Z , t ^ ) - Û - 2 - + B ( t x , t 2 Z , T J ^ ) . 

ij ox. ox .ox , ox. 
k i j k 

C e t t e app l i ca t ion p o s s è d e l e s propr ié tés su ivan te s : 

1 00 

1) E l l e e s t de c l a s s e C (et même C ) : c e c i e s t un e x e r c i c e de 

c a l c u l d i f fé ren t ie l banach ique qui peut être l a i s s é au l e c t e u r . 

2) On a Y ( 0 , 0 ) = 0 . En e f f e t , on a par déf ini t ion de 

§ : § ( x , 0 , 0 ) = u(x) , d o n c , puisque j 1 u ( 0 ) = 0 , $ ( 0 , 0 , 0 ) = : ^ - ( 0 , 0 , 0 ) = 0 • 
ox, 

1 
D'au t re par t , s i l ' on pose D* = S a, t̂ — + a ( les a, é tant des fonc t ions 

î bx . o î 
î 

ana ly t iques à va l eu r s dans Hom(M,L) ) , on a : 

B ( x , Z , ^ - ) - S a , £ f c , Z + S a . ^ ( Z ( M + a i f x . Z , * 
bx^ ^ î bx^ 5 x ^ ^ î bz bx^ bx.. o bx^ 

d'où 

B ( 0 , 0 , 0 ) = E a. ( 0 , 0 , 0 ) + a Q $ ( 0 , 0 , 0 ) = 0 . 
i 
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3) La dér ivée pa r t i e l l e 777(0,0) e s t su r j ec t i ve d i r e c t e , d 'après (9 .5 ) . 

D ' a p r è s l e théorème des fonc t ions i m p l i c i t e s , i l e x i s t e , pour t 

v o i s i n de 0 , un Z € (B vér i f iant Y ( t , Z ) = 0 . Alors la fonct ion Z définie 
2 x 

au v o i s i n a g e de 0 par Z(x) = t Z (—) s a t i s f a i t ( 7 . 3 ) , de p l u s , e l l e vér i f ie 
b ien Z(0) = ~ ^ ( 0 ) = 0 . 

OX. 
1 

00 

R e s t e à voir que Z e s t de c l a s s e C au v o i s i n a g e de 0 ; c e l a se 

voi t par un ra i sonnement c l a s s i q u e sur l e s équa t ions q u a s i - l i n é a i r e s que nous 
ÔZ ÔZ 

a l l o n s répé te r ; posons a.,,(x) = A , , ( x , Z , — ) , b(x) = B ( x , Z , — ) ; a lo rs Z 
IJ I J ox ox 

vér i f i e l ' équa t ion l i néa i r e 

S a , , ( x ) - û - f - + b(x) = 0 

1 J 

s+2 
comme Z e s t de c l a s s e C dans un v o i s i n a g e LL de a. , l e s a. , et b 

1 ij 
s+1 

y sont de c l a s s e C ; en par t i cu l ie r notre équa t ion , é tant e l l ip t ique en 0 , 

e s t e l l i p t ique dans un v o i s i n a g e de 0 ; on peut supposer = \J ; 

appliquant Doug l i s -Ni renbe rg [ 1 ] , théorème 4, on trouve que Z e s t de c l a s s e 
s+4 s+3 

C dans , donc a et b de c l a s s e C , et a i n s i de s u i t e . C e c i 
a c h è v e la démonst ra t ion de la proposi t ion ( 9 . 2 ) . 

P 
Pour démontrer le théorème ( 9 . 1 ) , posons maintenant v = u ; on a 

v(0) = 0 puisque u(0) = 0 , j 1 F (0) = j 1 ! (0) ; d 'autre par t , on a D*v = 0 
1 

d ' après ( 9 . 2 ) et Jfrv = Jfrv - ^ [ v , v ] = 0 d 'après ( 6 . 1 6 ) ; par s u i t e , on a. 

( 9 . 6 ) î )D*v + D*Dv - ~ D ^ [ v , v ] = 0 . 

C e t t e dernière équat ion e s t v i s i b l emen t à c o e f f i c i e n t s ana ly t iques en 

x , v , v j , [ e l l e e s t même polynomiale du s econd degré par rapport à 

(v ,v_! ,v^)] . Mont rons q u e , au v o i s i n a g e de 0 , v e s t une solut ion e l l ip t ique 

de c e t t e équa t i on , i . e . que l 'opéra teur l i n é a r i s é de ( 9 . 6 ) le long de v e s t 

e l l ip t ique ; c e dernier s ' é c r i t en effet : 

w -* DD*w + D*Dw - D * [ w # v ] . 

I l suffit de vér i f ie r l ' e l l i p t i c i t é en 0 ; or , du fai t qu 'on a v(0) = 0 , on 

voi t f ac i l emen t que c e t opérateur a même symbole en 0 que w -> DD*w+D*Dw ; 
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on sa i t par a i l l eu r s (Quil len [ 1 ] ou Goldschmidt [ 1 ] ) que c e dernier e s t e l l i p 

t ique ; d'où le r é s u l t a t . I l e s t a lo r s connu que v e s t ana ly t ique au v o i s i 

nage de 0 (voir par exemple Friedman [ 1 ] ) ; d ' après ( 6 . 1 9 ) et ( 6 . 2 1 ) , i l 
~k G FG 

e x i s t e G , germe de s e c t i o n ana ly t ique P , vér i f iant v = u = 0 , 
. _ ! _ i ~ a ' ° 

d'où Jfr(G F ) = u , c e qui démontre le t héo rème . 

Remarque ( 9 . 7 ) . 

Si l 'on c h e r c h e à démontrer le même ré su l t a t a v e c un minimum d 'hypo

t h è s e de régular i té sur u , la démonstra t ion p récéden te doit être un peu 

modi f i ée , du fa i t que l ' app l i c a t i on F F * (u) ne p o s s é d e r a pas de bonnes 
s+k 

propr ié tés de d i f fé ren t iab i l i t é dans l e s e s p a c e s C ; on obtiendra, une m e i l 

leure équat ion en t r ava i l l an t a v e c H = F * au l i eu de F et en étudiant 

l ' équa t ion H " 1 (D*(u F ) ) = H ^ t D ^ f u - D H ) = 0 au l i eu de D * ( u F ) = 0 ; nous 

n ' en t re rons pas dans l e s d é t a i l s (voir Malgrange [ 2 ] , pour le c a s des s t r u c 

tures presque c o m p l e x e s ) . 

S igna lons pour terminer deux c o n s é q u e n c e s du théorème ( 9 . 1 ) que nous 

ne déve lopperons pas : 

1) La théor ie des déformations des P - s t r u c t u r e s i n t e g r a b l e s , lorsque 
k 

R e s t une équa t ion de Lie 2 - a c y c l i q u e , ana ly t ique et e l l ip t ique sur une v a -

r i é t é c o m p a c t e , notamment la cons t ruc t ion de "L'espace de Kuranishi" des P -

s t ruc tures i n t eg rab l e s v o i s i n e s d'une P - s t ruc tu re donnée . Nous renvoyons 

pour c e l a à Que [ 1 ] , où la ques t ion e s t t r a i t é e dans le c a s t r an s i t i f (le 

c a s généra l e s t a n a l o g u e ) . 
2) L ' e x i s t e n c e de coordonnées ana ly t iques pour une équat ion de Lie 

oo k 
de c l a s s e C e l l ip t ique et formel lement t r a n s i t i v e , i . e . R - T su r j ec t i f 

(d'où r é su l t e q u e , dans le c a s formellement t r a n s i t i f , l e théorème ( 9 . 1 ) e s t 

vra i s ans fa i re a priori d 'hypo thèse d ' a n a l y t i c i t é ) . C e r é su l t a t s ' ob t i en t en 

combinant ( 9 . 1 ) et le " t ro i s ième théorème fondamenta l" de E . C a r t a n ; voir 

Goldschmidt [ 3 ] . 


