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7.1 

Chapitre 7  

Le théorème d'Ax 

( 7 . 1 ) . Introduction. 

Le but de ee chapitre est de démontrer le théorème suivant: 

Théorème 1 (Ax). - Soit F.̂  , , ... , F^ une famille de polynômes 

appartenant à K [x] = K , ... , X^J , K étant un corps fini à 

f 
q = p éléments. Soit le degré de F^ , et posons 

1 2 r 

b = le plus grand strictement inférieur à n /.d ; 

N = le nombre de solutions dans K n du système d'équations 

r ?fy , . . . , x n ) = 0 

(i) < 

i , ... , X n) = 0 ; 

on a alors la congruence 

| (1) N H 0 (mod q b ). 

naturellement, la congruence (1) ne nous apprend quelque chose que si 

b > 0 , donc si n > d ; elle implique alors en particulier, sans autre 

hypothèse, que N est divisible par q , ce qui précise le théorème de Che-

valley-Warning. A ce propos, notons deux choses: 

Remarque 1 . - Une assertion du type 1\T est divisible par q a un caractère 

plus naturel qu'une assertion du type N est divisible par p : car K et 
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q ont des significations géométriques analogues: respectivement, nombre 

de points dans K n de la variété algébrique affine définie par (2) , et 

nombre de points de la droite affine sur K ; mais p n'admet pas d'inter

prétation de ce genre. 

Remainue 2. - La combinaison du théorème de Warning (tout seul: théorème 2 

du chapitre 3 ) et du théorème d'Ax donne le résultat suivant: 

j Corollaire, - Si le système (2 ) admet au moins une solution (par exem

ple, si tous les sont sans tenue constant), alors on peut écrire 

. N = q b N1 , 
avec , , 

^ n - d - b 
I N' > q 

A titre d'exercice, le lecteur pourra essayer de "dire le maximum de choses" 

sur le nombre de solutions d'une équation telle que 

a ^ 3 + a 2X 2

3 + ... + a 7X ?

3 = 0 

en utilisant le corollaire ci-dessus, ainsi que le théorème 1 du chapitre 6 . 

Le théorème 1 est démontré au paragraphe 2; la démonstration proposée 

est essentiellement celle d'Ax, à deux détails près: 

on évite l'introduction de corps p-adiques; 

on utilise les relations de Stickelberger Mord(*r(j)) = cr(j)1' telles 

qu'elles ont été démontrées directement (et assez élémentairement) au chapi

tre 5 , paragraphe 6 , et sans les déduire des congruences (6?) de ce même cha

pitre 5 , congruences dont la démonstration est nettement barbante! 

A part cela, les calculs sont exactement les mêmes, c'est-à-dire astucieux 

mais rébarbatifs. Le paragraphe 3 montre comment le cas général ( r quel-
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conque) peut se déduire par un argument combinatoire du cas particulier 

où r = 1 • 

( 7 . 2 ) . Demonstration du théorème 1 pour r = 1 . 

On s'intéresse donc à une seule équation 

(2) PCX, , . . . , x n) = o , 

à n variables, de degré d , et N désigne le nombre de solutions de (2) 

dans K N , b le plus grand entier strictement inférieur à n /d . On uti 

lisera systématiquement les notations et résultats du chapitre 5, paragraphe 

6.: on conseille donc au lecteur de s*y reporter pour se rafraîchir la mémoire! 

Rappelons quand même que F est le corps cyclotomique des racines p(q - i)ie'"e° 

de lfunité sur Q , que ^ € F est une racine primitive p de l'unité, 

que T C F est le groupe des racines (q - <|)^ e m e s &e 1«unité, que ^ est 

un diviseur premier quelconque de (p) dans 0 f qu'on identifie K à 

Op ly^ f et que X : K > T est le caractère multiplicatif "canonique" 

de K correspondant à cette identification. On posera d'autre part T = 

= T u | 0 j , et on prolongera X à. K tout entier en décrétant comme 

d'habitude que X (°) = 0 • X devient ainsi une bisection de K sur T , 

et si, pour tout t é T , t désigne la classe de t modulo ^ , alors 

X : K — > T est la bisection inverse de t \—^ t ( T — ^ K )• Enfin, on 

notera 0 le caractère additif de K à valeurs dans F défini comme précé

demment par 0 (x) = £ T r W ( x e K , Tr = T r ^ F ). 

Pour simplifier la démonstration, qui est du type calculatoire, nous la 

découperons en plusieurs étapes. 
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ère / \ 
1 étape • - Introduction du polynôme C(Y) . 

Soit Y une indéterminée; comme card(l') = q , il existe évidemment 

un (et un seul) polynôme C(ï) , de depré q - 1 et à coefficients dans F , 

et tel que c(t) = 0 (t) pour tout t é T • Posons 

( 3 ) C(Y) = X I c.Ŷ  • 

i = o J • 

j Lemme 1 . - Les notations cr(j) , x ( j) et. ord ayant la même signification 

qu'au chapitre 5$ paragraphe 6, on a 

( 4 ) ( c o - 1
 * V i = - ^ ^ ' ^ > 

( e t c = -C(j)/(q-l) pour 1 ^ j < q - 1 . 
J 

En particulier, pour tout j tel que 0 ^ j ^ q - 1 , o n a 

j (5) orà(c.) = cr(j) • 

Démonstration, ( 5 ) résulte immédiatement de ( 4 ) , de la définition de cr(j) f 

du théorème 5 du chapitre 5, pour 1 £ j < q - 1 et 

pour j = 0 , du fait que ord(l) = 0 ; 

pour j = q - 1 , du fait que ord(- q /(q - l)) = ord(q) = 

= ord(pf) = f ord(p) => f(p-l) = or(q-l) . 

Prouvons donc ( 4 ) . Remarquons d'abord que puisque T est le groupe des 

racines (q - fiâmes ^ e itunité, on a 

/ Q. f si u = 0 ; 

(6) t U - -\ 0 , si q - 1 ne divise pas u ; 

t €T* / 
q - 1 , dans les autres cas. 

Si alors on suppose 1 ^ j < q - 1 , et si on développe = ~t;(X~J) 

- X - i W e W - 2 1 t-J6(t) = 2 1 t"Jc(t) grâce à ( 3 ) , 
x€K* t € T * t f T * 
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on trouve, compte tenu de (6), 

(7) (q - 1)C = T(j) ; 
J 

de même, si on développe C(t) = ^ 9 (t) = 0 grâce à (3) et à 
t é T te? • 

(6), on trouve 

(8) qcQ + (q - 1)C = 0 ; 

enfin, il est évident que 

(9) c Q = 0(0) = 1 ; 

les égalités ( 7 ) , (8) et ($) donnent immédiatement les relations ( 4 ) . 

2 C i t étape, - Evaluation de N à l'aide du caractère 0 • 

Lemme 2, - On a l1égalité 

(10) qN = 0 (XQF(X , , x )) • 

x0 x1 xn 

Démonstration, Déjà faite, puisque ce lemme coïncide avec le lemme 1 du 

chapitre 6, paragraphe 2, (Dans la somme de droite, chaque x^ parcourt 

K tout entier). 

Nous allons transformer cette formule (10); introduisons pour cela quel

ques notations: 

x = (x~ , x4 , ,.. , x ) désignera le "point générique" de K : 
0 1 n 

U désignera l'ensemble des suites u = (û  , ,.• , u^) ayant les 

deux propriétés suivantes: chaque u^ est un entier ^ 0 ; pour tout 

u é U , la hauteur de u (égale par définition à û  + ... + u^ , et 

notée || u (J ) est inférieure ou égale à d = deg(F) J 
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si u £ U , u' désignera la suite (l f , ... , u^) ; X u signi

fiera X 1 , X u signifiera X Q X ^ I . . . X ̂  ; significations ana

logues pour x et x si x et u é U • 

Cela étant, on peut écrire successivement 

(11) F(X) = a X U , 
UÉÏÏ U 

(12) X0 F^ X1 ' ••• > xn^ = ^ a u x U l 9 

u^U 

(13) 0(x.?(Xl , ... , x )) = FI 8(axU') . 

0 M ' 9 n uéU u 

Dans le passage de (12) à (13), on utilise évidemment le fait que 0 est un 

caractère additif. D'autre part, si b^ = X ( a

u ) * = X( x ^) e * 
( \ u' 
"ÊQ # tj • ••• I t n) > b^t est évidemment un élément 

de T , d1 image canonique dans K = égale à a

u *
U î dfoù, par dé

finition de C(y) et en utilisant (3), 
q-1 

(14) A(a ux
u') . c(btu') . 2 1 c.bV»' . 

j = 0 ^ 

Les égalités (13) et (14) mènent ainsi à 
q-1 

(15) 9(x0F(x , ... , xn)) = c b ^ 
u 1 n u£U j - 0 J 

Désignons alors par J l'ensemble de toutes les applications de U 

dans ^ 0 , 1 , ... , q - ij , c'est-à-dire en somme l'ensemble de toutes 

les "façons d'associer un j à chaque u 11 ; la distributivité de l'addition 

par rapport à la multiplication (dans F ) permet de réécrire (15): 

de) e^FU, xj) = H n c ( u ) ^ W t * > « ' . 
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(lû) et (lo) donnent ainsi 

(17) qN - Z I Z I P I ° , ( n ) \ M ^ U W • 
j £ J t c-Tn+1 UÊÏÏ J V U ; U  

Pour chaque j 6 J , désignons maintenant pour simplifier ^ .̂ 

par (c'est un élément de T ) et posons 

''&) 2 _ 3(u)u' = (Ij(u) , 21 j(u)u , ... ,21jU)u) = e' . 
ueU u u 1 u n J 

^'égalité (17) se simplifie alors en 

(19) qN = f c . > . 

ème 

3 étape, - Réduction du problème. 

Comme tous les termes du membre de droite, dans (19), sont dans l'anneau 

0^ des entiers de F , il suffit pour prouver le théorème de montrer ceci: 

X< ] f e \ 
(Divl) Quel que soit j (- J , l1 entier algébrique ' T T c./ \ A t

 J 

ue u ĵ u; .̂̂  rpn+1 
est divisible (dans 0^ ) par q ^ . 

Convenons df écrire q - 1 j e^ si q - 1 divise chacune des n + 1 

composantes de e^ , et q - 1 Jç e^ dans le cas contraire; alors, d'après 

les relations ( 6 ), on a 

(20) X te5 = q n + 1 si e\ = (0, 0, ... , 0) ; 
t J 

_ i 

(20') 21 t 6^ = 0 si q - 1 j e j 

(21) X t ^ = (q - 1 ) S + 1 q11"3 si e* f (0, 0 0) , si 
t J 

q - 1 | ej. et si e^ (= e\ privé de sa première composante) possède 

exactement s composantes non nulles (noter que la première composante de 
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e\ est alors automatiquement différente de 0 ). 

Pour prouver (Divl), donc le théorème, il suffit ainsi en fait, puisque 

évidemment b ^ n , de démontrer ceci: 

(Div2) Si j e J est tel que e\ soit différent de (0, 0, . , 0) , 
J 

soit divisible par q - 1 , et que e, possède exactement s corn- 

posantes non nulles, alors l'entier algébrique q ~ S °j(u) 

b+1 
est (dans l'anneau 0^ ) divisible par q • 

4 étape. Démonstration- de (Div2)• 

Pour tout u 6 U et tout j € J , écrivons l'entier j(u) en base p : 

(22) j(u) = jQ(u) + ^(u)p + ... + d f - 1(u)p" . 

(avec 0 ^ J i(
u) ̂  P - 1 P°ur chaque i ). Ceci définit j^(u) pour 

0 £ i f ; étendons cette définition en convenant que, quel que soit 

z e Z , Jz(u) = 3 ^ z ) ( u ) $ °ù i(z) e s* I e reste de division de z par 

f . Enfin, pour h = 0 , 1 , . . . , f - 1 , posons 

(23) J ( h )(u) = 2 1 V h ( u ) p ± 

(h} 

(les j (u) sont les f entiers déduits de j(u) en permutant circulai-

rement les chiffres de j(u) en base p ). Il est clair qu'on ne change rien 

aux égalités (20), (201) et surtout (21 ) en y remplaçant j par j^) ^ 
h 

ceci équivaut formellement à effectuer sur T la peimutation t \ — t p ; 

en particulier, cette substitution ne modifie pas la valeur de s : donc 

(24) s(q-0 ^ ||e.(h)|| = | | Z d(h)(u)u|| <T d Z j(h)(u) . 
Ù u u 

liais j (̂u) est la première composante de ^-(h) t c'est donc un 
u 3 
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entier positif divisible par q - 1 (cf. hypothèses de ( D i v 2 ) ) ; si (в/о) 

désigne le plus petit entier supérieur ou égal à s /d , (24) implique donc 

(25) (q-l)(s/d)* ^ X 3(h)(u) . 
U 

Dans cette égalité, faisons h = 0 , 1 , , f - 1 et additionnons: 

(26) f(q-l)(s/d)* é H H H ' 
h u i 

Une interversion de l1ordre des sommations, et l'utilisation de la notation 

cr(j) , transforment ceci en 

(27) f ( q - 0 ( s / d ) * ^ (1 + p +... + pf"1)X (̂j(u)) • 
U 

f 
Hais d'une part q = p > ce qui permet de simplifier par le coefficient de 

la somme du second membre; et d'autre part cr(j(u)) = ord(c./ \) , 
u > J W 

d'après le lemme 1 , ( 5 ) , de ce paragraphe (1 étape); (27) devient donc 

(28) f(p-D(s/d)* ̂  ord( П c. ( u )) . 
Ainsi 

(29) ord ( q11-3 Г 7 с . ( u ) ) > f (p - 1 ) [n - s + (s/ d)*] 

Or, le symbole ord désigne la valuation !j2 -adique noiraalisée associée à 

n'importe quel idéal premier p de 0^ divisant p (voir chapitre 5, para

graphe 6, propriété (iii) et la suite) et on a 

( 3°» ^ -

donc, puisque q = p^f 

Ainsi, la propriété (Div2) (et par suite le théorème) sera prouvée si nous 

démontrons le lemme ci-dessous: 
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Lemme 3. - Four tout entier s tel que 0 ^' s ̂  n , on a lf inégalité 

(32) n - s + (s/d)* ^ b + 1 . 

Démonstration. Il est clair que pour tout entier positif k , on a 

k ^ ((s + k)/d)* - (s/d)* ; 

car, pour k = 0 , les deux membres sont égaux, et d'autre part le membre 

de gauche croît (en fonction de k ) au moins aussi vite que le membre de 

droite. Faisons en particulier k = n - s : il vient, après transfert de 

(s/d) dans le membre de gauche, 

n - s + (s/d) i> (n/d) = b + 1 , c.q.f.d. 

Le théorème dfAx est ainsi démontré dans le cas où r = le nombre d'équa

tions = 1 . 

(7.3)• Démonstration du théorème 1 dans le cas général ( r quelconque). 

Les hypothèses et notations sont celles du paragraphe 1 ; on se ramène 

en fait au cas d'une seule équation'(cas réglé au paragraphe précédent) grâce 

à un lemme combinatoire bien connu: 

| Lemme 4. - L'entier r étant supposé ^> 2 , posons R = £ 1 , ... , r j . 

Soient V\ , ... . V des ensembles finis, et soit 
1 r ~ 

J = 1 o 

l'intersection de tous les V. . Soit d'autre part l'ensemble de toutes 

les parties finies non vides de R , et pour tout élément S de , posons 

U = V . 
S j€S Vj • 

On a alors 
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(33) card(v) = 2 1 ( - i ) c a r d ( S ) ~ 1 cartCuJ . 
I SdTT b 

.Démonstration, Par récurrence sur r • Pour r = 2 , il s'agit de prouver 

une formule du type 

(34) card(v'n V") » card(v f) + card(v") - card(VfuV,f) , 

ce qui est immédiat. Pour r ^ 3 f on pose 

Vf = ^ , V" = V 2 A ... n V r , 

et on utilise successivement la formule (34), l'hypothèse de récurrence et 

la distributivité de la réunion par rapport à l'intersection. 

Prouvons alors le théorème 1 dans le cas général, disons, pour r ^ 2 • 

Appliquons le lemme 4 en prenant pour V. l'ensemble des solutions dans K n 

de l'équation (unique) F.00 = 0 ; V est alors l'ensemble des solutions 

dans K n du système (Z), et on a donc card(v) = N • Par ailleurs, U 0 

( S g '6* ) est égal à l'ensemble des solutions dans K11 de l'équation (uni

que) P Q (x) = 0 , avec par définition F = 1 f" P. . Si on pose 

b b j € S J 

= card(Ug) , le lemme 4 donne 

(35) N = Z L ( - l ) c a r d ( S ) - 1 N s . 

D'autre part, le théorème 1 pour une équation montre que chaque entier Ng 

est divisible par q , puisque chaque polynôme Fg est un polynôme à n 

variables, mais de degré évidemment d = deg(F^) = deg^Fg. • .F ) . 

b 
Dans (35), chaque ternie de la somme de droite est divisible par q , N est 

b 
donc lui-même divisible par q , et c'est fini... 

Signalons pour terminer ce chapitre que, du point de vue de la divisibi

lité de N par p , le théorème d'Ax est "le meilleur possible": voir [ij , §4. 


