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INTEGRALES ASYMPTOTIQUES ET MONODROMIE 

B . M A L G R A N G E 

1 - INTRODUCTION. 

On rencontre, dans diverses questions, le problème suivant : 

soient cp € ( ^ ( R ^ R ) / et f Ç c°°(Rn,CD) ; étudier, pour T -» ±«> / le 
c 

comportement asymptotique de l'intégrale I (T) = [ e1T^îdxA . . .dx 
J l n 

Pour préciser ce que l'on entend par l à , considérons d'abord 

le ca s où cp n'a pas de point critique sur Supp(f) , le support de f ; 

quitte à faire une partition de l 'unité, on peut alors se ramener au cas 

où cp = ; il est alors immédiat de démontrer, au moyen d'intégrations 

par parties s u c c e s s i v e s , que I est une fonction à décroissance rapide 

[ i . e . I (T) = 0(T N ) , pour tout N , T - ±«>] ainsi que toutes ses déri

vées ; autrement dit, avec les notations de L. Schwartz, on a I € § . 

Dans le c a s général, nous appellerons "comportement asymp

totique" de I la c l a s s e I de I module § ; I ne dépend donc que 

des valeurs de cp au voisinage de son ensemble critique S(cp) . 

Si cp est analytique, il est facile d'obtenir un résultat plus 

précis : I ne dépend que de f et de ses dérivées sur S(cp) ; supposons 

en effet cp analytique, et f plate ( i . e . nulle d'ordre infini) sur S (cp) ; 
2 

comme S(cp) es t défini par l'équation E ("^ ) = 0 , il résulte de l ' iné-
cSCti ^ n 

galité de £ojasiewicz que la fonction f/E( ) , définie sur R -S(cp) , 

se prolonge en une fonction de c l a s s e c sur R , plate sur S (cp) (voir 

par exemple [24]) ; en particulier, on a f = E g. / 9. € C / plats sur 
J ÔXj J 

S (cp) ; en intégrant par parties, il vient : 
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-1 ÎTCD Ô 9 J -1 
K T ) = — \ e dx l . . .dx , donc I ( T ) = 0(T ) ; en itérant, on 

1T
 0 o x j 1 n 

trouve que I est à décroissance rapide ; enfin, comme on a 

d P i 
1 = J e1TC^(icp)Pfdx^ . . .dx , le même raisonnement montre que les dé -

dT 

rivées de I sont à décroissance rapide ; donc on a bien I ç S , et 

f = 0 . 

En fait, on a un résultat plus précis que nous énoncerons 

seulement dans le ca s où cp a pour seule valeur critique 0 , le c a s 

général s 'y ramenant par une partition de l'unité : 

Théorème (1 .1) . 

Si cp est analytique, et n'a que la valeur critique 0 , on a , 

pour T -» + °° 

f(r) = £ c ( f ) T

a " P ( l o g T ) q 

a , p , q 

où a parcourt A , ensemble fini de rationnels < 0 ; p Ç BSf ; q est 

entier, avec 0 ^ q ^ n-1 ; enfin la fonction f -» c (f) est une d i s -
a , p , q 

tribution de support contenu dans S(cp) . 

Ce théorème se démontre aisément en se ramenant au ca s où 
P l P n 

cp = x^ . . .x grâce au théorème de désingularisation de Hironaka. De 

ce fait, la démonstration ne donne que peu d'indications sur les valeurs 

de cc/P/Q qui interviennent effectivement, et leur signification géométri

que . 

Ce problème, qui semble difficile dans le c a s général, se sim

plifie considérablement dans le cas où cp n'a que des singularités i so lées : 

il est en effet faci le , dans ce c a s , de relier les (a, P/q) à la monodro-

mie des singularités en question dans le domaine complexe ; quoique cette 

relation soit probablement connue de certains spéc ia l i s t es , elle n'est pas 

explicitée en détail dans la littérature. Un des buts de cet article est de 

combler cette lacune. 

Chemin faisant, nous serons amenés à reprendre quelques points 
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de la théorie de la connexion de Gauss-Manin des singularités i so l ée s , 

notamment en donnant une méthode analytique de calcul du "nombre de 

Milnor" , et une démonstration du "théorème de régularité qui donne un 

résultat plus précis que le résultat habituel, à savoir la positivité des 

"exposants caractéristiques" de l'équation de Gauss-Manin, 

2 - RAPPEL SUR LES CONNEXIONS. 

Nous nous limiterons au cas d'une variable ; soient o l ' e s 

pace des germes de fonctions holomorphes en O ç G , et Q l 'espace 

des germes de formes holomorphes en O . Une connexion sur un o-mo

dule E est une application Œ-linéaire v : E -* E ® Q vérifiant, pour 

f € O i e ç E : v(fe) = e®df + fve ; en posant Vf = D£g>dt , on voit 

qu'il revient au même de se donner D : E -» E , G-linéaire, et vérifiant 
df 

D(fe) = — e + fDe . Rappelons un lemme bien connu, et d'ailleurs vrai 
ut 

aus s i à plusieurs variables , avec la même démonstration. 

Lemme (2 .1 ) . 

Si E est fini sur Q , et s ' i l est muni d'une connexion, il 
est libre. 

Soit en effet e , . . . , e un système de générateurs de E 
1 P 

sur (y / choisis de manière que les c l a s s e s e mod mE (m , l ' idéal 

maximal de <j) forment une base de E/mE sur G . Un tel choix est 

possible en vertu du lemme de Nakayama. Montrons qu'il n 'existe au

cune relation non triviale entre les e. : sinon, il existerait f , f ç o , 
i 1 p 

avec L e , + . , , + f e = 0 ; dans une telle relation, on a nécessairement 
1 1 p p 

f, (0) = . . . = f (0) = 0 , sinon les e. mod mE ne seraient pas libres 
1 p î 

sur G . Soit alors q ^ 1 le plus grand entier tel que tous les f 

s'annulent à l'ordre q en 0 ; montrons qu'il existe une autre relation 

où q est remplacé par q-1 , ce qui, par récurrence, conduira à une 

contradiction. 
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df. 
De S f . e . = 0 , on tire D(£f .e . ) = £ f . D e . + L ~r-e. = OT 

1 1 i l î i d t i 
on a De. = S c , , e . , c,, ç O ; d'où 

S ( ï ï r + S £ j V e i = 0 

1 

df, 

comme l'un des du moins ne s'annule qu'à l'ordre q-1 , cela donne 

la relation cherchée. C . Q . F . D . 

Remarque (2.2) : 

Gardant les hypothèses et les notations de la démonstration pré

cédente, notons auss i que le choix d'une base de E permet d'identifier D 

dfi 

au système différentiel (f.,...,f) -> (— + 2 c,,f,) ; il résulte alors du 
1 p dt ji j 

théorème de Cauchy que D est surjectif, et que son noyau est un espace 

vectoriel sur C de dimension égale à p = rang^E . 

Soit maintenant K le corps des fractions de o ; une connexion 
sur un K-module M sera encore définie par une application C-linéaire 

df 

D : M - M vérifiant, pour f € K , m € M : D(fm) = —m + fDm ; en 

choisissant une base de K , D s'identifie à un système différentiel 

avec point singulier en O ; rappelons que l'on parle de "point singulier 

régulier" ou de "connexion régulière" si l'on peut choisir la base e^ de 

manière que la matrice de la connexion c'! , définie par De, = S c | e ait 

î î î j 
au plus un pôle simple. 

Soient E c F deux 0-modules. Supposons donnée une ap

plication Œ-linéaire D : E F , vérifiant, pour e £ E , f ç O , 

df 
D(fe) = ~ e + fDe . Nous dirons alors que nous avons une (E,F) 

dt 

connexion. Supposons que E et F soient finis sur O , et F/E 

de torsion (donc F/E fini sur Œ) : on a alors E ^ K = F K ; 

on peut alors définir sur E <g> K considéré comme K-module une connexion 

U' rji IJI 
de la manière suivante. Tout d'abord, soient E et F les sous-modules 

T T k 
de torsion de E et F ; on a DE c F puisque si t e = 0 , on a 

k k-1 k k+1 
0 = D(t e) = kt e + t D(e) , d'où t D(e) = 0 ; par passage au quo-

- - — - T - T 
tient, D définit alors une (E,F) connexion D , avec E = E/E , F = F/F ; 
enfin, E étant libre, D s'étend immédiatement en une connexion sur 
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E® K = E ® K . 

Nous utiliserons le "théorème de l'indice analytique" suivant 

Théorème (2 .3 ) . 

Soit D une (E,F) connexion ; supposons E et F finis sur 

O §ï E/F de torsion. Alors : 

1) Le noyau et le conoyau de D sont de dimension finie sur G . 

2) Désignant par x ( D ; E / F ) l'indice de D , c 'es t -à-di re 

dim^ ker D - dim^coker D , on a x ( D ' - E ' F ) + dim^JF/E = rang E 

( dif . d i m

K

 E v K ) • 

Supposons d'abord E et F libres ; il existe k tel que 
k k 

x D(E) c E ; a lors , il est démontré dans [14] que x D : E -> E a un 

noyau et un conoyau de dimensions finies, et qu'on a ^(x D;E,E) = p(l-k) , 

avec p = rang E d'où v(x D;E,F) + dim^F/E = p(l-k) ; le résultat s'en 
k k 

déduit immédiatement en factorisant x D : E 5 F ^ F et en utilisant 

l'additivité de l ' indice. 

Dans le c a s général, on écrit le diagramme de suites exactes : 

0 - E T ^ E - + É - * 0 

i D T ( D | D 

0 - F T - + F - F - > 0 

On a X (D;E,F) = X (D;Ê,F) + X ( D T ; E T , F T ) , et comme E T et 
T 

F sont de dimension finie, on a 
rp rp rp rp rp 

X ( D i ; E i

/ F
i ) = -dim_ F / E , 

d'où 
x(D;E,F) + dim^F/E = x(D;Ê,F) + dim^ F/Ë = rang É = rang E . 

3. LA CONNEXION DE GAUSS-MANIN D'UNE SINGULARITE ISOLEE. 

Nous reprendrons ic i , avec essentiellement les mêmes notations, 

l 'exposé de Brieskorn [6] . Soit cp une fonction holomorphe au voisinage 

de 0 £ Œ n , vérifiant cp(o) = 0 , et ayant une singularité isolée en 0 . 
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Fixons deux nombres 0 < r\ < e / e t notons B c C la boule 
2 2 2 G 

||x|| = E | x . | < G , S la sphère ||x|| = e , T c Œ le disque 
^ -1 

| t | < n / et T* la couronne T - { 0 | ; posons encore X = B flcp j ) , 
-1 -1 e 

X* = X-cp (o) , X(t) = cp (t)nX (tçT) ; pour e et n convenables ( e a s s e z 

petit, et n a s s e z petit par rapport à e ) , l 'application cp : X* - T* 

est une fibration C°° / équivalente à la fibration de Milnor [18] , et 

indépendante de g et r| . Soit o (resp. o ) le faisceau des fonctions 
X T 

holomorphes sur X (resp. T) , et QP le faisceau des p-formes holomor-
1 

phes sur X . On pose comme d'habitude = Q /̂dcpAQ^ ; on note d 

la différentielle extérieure "absolue" -» ' e t ^X/T ^ O U ^ 3 u a n c l 

aucune confusion n'est possible) la différentielle extérieure relative obtenue 

par passage au quotient : O ^ / ^ -* ^ x / x ; * e s deux complexes ainsi obtenus 

sont notés et Q ^ / T • Rappelons le résultat suivant [6] . 
Théorème (3 .1 ) . 

1) Les HP(cp Qwm) sont cohérents. 
* X/T ; 

2) La restriction de HP(cp Q* * ) à T* est localement libre, 
* X/T 

et s'identifie au faisceau des sections holomorphes du fibre t - H (X(t),CD) . 

3) L'application naturelle H P ( ^ * f t ^ / T ) Q - R P ^ X / T Ô  E S T U N  

isomorphisme. 

Précisons à propos de 2) que, pour t' voisin de t , il existe 

un isomorphisme canonique HP(X(t)/CD) ^ H P(X(t') ,Œ) ; autrement dit le fibre 

en question est un "système local" , ce qui permet de parler de s e s sections 

holomorphes, et auss i de munir canoniquement le faisceau des dites sections 

d'une connexion (voir [7]) ; la connexion de Gauss-Manin sur HP(cp Q* / m ) 
# A / 1 O 

dont nous allons rappeler la définition est le prolongement à t = 0 de la 

connexion précédente. 

Rappelons le lemme suivant : 

Lemme (3 .2 ) . 
dcpA i dcpA dcpA n 

La suite 0 - 0 V - n v . . . - n v est exacte . 
X,o X,o X,o 
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Ceci résulte du: fait que, cp ayant une singularité isolée en 0 , 

les ^ forment un système de paramètres de (voir [ 2 3 ] ) . 
ôx. X , o 

Il résulte du lemme précédent que l'application 

dcpA : QR - dcpAQ̂  donne, pour p < n un isomorphisme 
A, O X, O 

P P 
Q 7 - dcpAQ ; comme cet isomorphisme commute (au signe près) 

X / 1 , O X, o 

avec la différentielle extérieure, on en déduit un isomorphisme pour tout p 

1 3 - 3 ) H P ( , f W - ^ ' ^ X . o ) 

où 'n^/ T Q désigne le complexe Q , avec n ^ T Q remplacé 

par 0 . 

Dans la suite de ce paragraphe, nous omettrons les indices o 

lorsqu'aucune confusion ne sera à craindre. 
Considérons alors la suite exacte de complexes 

0 - dcpAQ̂  -> -> n^/ T - 0 . 

Ecrivons la suite exacte de cohomologie, en tenant compte 

de ( 3 . 3 ) et du fait que Q* est une résolution de CD ; on trouve une 
X 

suite exacte 

0 . 4 ) o - a - H ° ( n ^ / T ) S H ^ ' n ^ ï - o 

et pour p 2> 1 / des isomorphismes 

( 3 . 5 ) H P ( Q X / T ) ^ H P ( ' N X / T ) * 

Supposons à partir de maintenant que l'on a n ^ 2 , en l a i s 

sant le lecteur examiner le c a s n = 1 ; d'après le théorème 2 . 1 , le rang 

sur o_ de H P (Q* Y J est égal à dinuH p(X(t) ,Œ) , c 'es t -à-d i re au 
T , 0 X / i U/ 

p-ième nombre de Betti b de la fibre X(t) ; montrons comment la 
P 

considération de ( 2 . 4 ) et ( 2 . 5 ) permet de retrouver la valeur de b 
P 

a) Pour p T> n , on a H P ( n ^ r ) = 0 et auss i H ^ ' n ^ ) = 0 ; 

c e s égali tés sont évidentes, sauf peut-être la première, pour p = n ; dans 

ce c a s , on a 
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T_Tn/ \ n Aj n ~ l n / , n-1 , , n-1 
H (n X / / T ) = O x / T / Q X / T = O x/dcpAn x + dQx = 0 . 

Par suite, on a b p = 0 pour p ;> n , ce qui du reste 

était évident a priori, puisque X(t) est une variété de Stein de dimen

sion complexe n-1 . 

b) Pour p ^ n-2 , la définition de 'fi^/r montre qu'on a 

un isomorphisme i : H P ( n X / / T ) - ^ ^ x / T ^ ' C e c i / î ° i n t à ^3-4^ e t 

(3.5) définit une application 

D = i ' ^ ô : H P ( Q X / T ) - H P ( n ^ / T ) 

qui est un isomorphisme pour 1 <, p ^ n-2 , et est surjective et de 

noyau CD pour p = 0 . 

On vérifie tout de suite que D peut être définie de manière 

terre à terre de la façon suivante ; prenons u, e Z ^ x / T ^ ' i # e # ^ 6 Q X/T ' 

duu = 0 ; si l'on relève u) en £ g Q P , alors on a à$ = dcpAff , ff € n£ ; 

soit n l'image de fr dans fij^/^ ; alors TT est un cocycle et l'on a , 

en désignant par [JT] sa c l a s s e de cohomologie D [ou] = [TT] . 

Soit alors f ç o m ; avec les notations précédentes, on a : 
T,o 

Lemme (3 .6 ) . 

D [&»] = ft H + fD h] . 

En effet, tu = (focp)uu se relève en (focp)uu ; alors 

d(focp)oj = (focp)duu + (f'°cp)dcpAuu = dcpA [(f°cp)a + (focp)uï] (f = ~ ) 

d'où immédiatement la formule cherchée. 

De là résulte que D est une connexion sur ^ P ^ x / T ^ ' c o n s i ~ 

déré comme 0 m -module (ou plus exactement, D est la dérivée par rap-

port au champ JjL d'une telle connexion). Comme H (fi^/ij.) e s t ^ i n i s u r 

Om , il est libre d'après le lemme (2.1) ; alors d'après la remarque (2.2) , 
T,o 

il est de rang 1 pour p = 0 , et de rang 0 pour p ^ 1 ; donc on a 

b = 1 , b = 0 (1 * p £ n-2) . 
o p 
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c) Reste à examiner le cas le plus intéressant, celui où 

p = n-1 . Posons E = H n _ 1 ( Q ^ / T ) , F = H ^ C n ^ ) ; on a 

„ „ , n - l w , n-2 _ n-1 n-2 
= z V T ) / d V ' = n x / T / d n x / T ' 

D'où une injection naturelle E c F ; notons ici D la bijection E -» F 

notée ô dans (3.5) ; D peut être défini de manière terre à terre 

comme en b) , et on vérifie de la même manière qu'en (3.6) que c 'es t 

une (E,F) connexion. D'autre part, on a un isomorphisme 

_ / r , n-1 / r 7 ( n-2 x d n 
F/E = n x / T A ( n x / T ) - n x / T 

enfin l 'application f - f d x ^ . - . A d x donne un isomorphisme 

^ // dcp x „ n /, fl n-1 n 
®X ô x T ' ~* n x/dcpAn x = n X / / T . 

Désignons par p ("le nombre de Milnor de cp ") la dimension sur G de 

0 /(~^~~) ; en appliquant le théorème (2.3) à (D;E,F) on trouve que le 

A, O o 

rang de E est égal à p , d'où b^ = p, . Finalement, on a le résul

tat suivant : 

Théorème (3.7) (Milnor [18] , Palamodov [20]). 

1 si p = 0 

Pour n ^ 2 , on a dirru HP(X(t);Œ) = { 0 si p / 0,n-l 

p si p - n-1 

avec [j = d i m Œ a X j 0 / ( ^ - ) . 

En fait, les résultats de Milnor, obtenus par voie topologique, 

sont bien plus précis : la fibre X(t) a le type d'homotopie d'un bouquet  

de p sphères ; ce résultat ne peut évidemment pas être obtenu par les 

méthodes analytiques, qui ne donnent que la cohomologie rationnelle. 

4 . LA CONNEXION DE GAUSS-MANIN : REGULARITE. 

Nous reprenons les notations du paragraphe 3 ; soit K le 

corps des fractions de o = o ; par définition, la connexion de G a u s s -
î , o 
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Manin (locale) de cp est la connexion sur E <g>̂  K déduite de la (E,F) 

connexion considérée en 3 .c ; elle sera auss i notée D dans la sui te . 

Rappelons le résultat suivant, qui est un cas particulier d'un théorème de 

Nilsson [19] et Griffiths [9] (voir auss i Deligne [7]). 

Théorème (4 .1 ) . 

La connexion de Gauss-Manin est régulière. 

Nous allons redonner deux démonstrations de ce résultat. 

A. Première démonstration. 

T 
Désignons par E le sous-module de torsion de E , par E 

T -T * 
le quotient E/E , et par E , E , E leurs complétés pour la topologie 
m(oT )-adique ; avec des notations évidentes, il suffit, d'après un théo-

rème de [14] , de démontrer l 'égalité x{D;Ê,F) = x(D;Ê,F) . Comme 
T -T T 

E = E et F = F sont finis sur CD , il suffit, par un argument ana-
^ 

logue à celui de (2 .3 ) , de démontrer l 'égalité x ( D ' ' E ' F ) = x ( D / ' E / F ) • 

Pour obtenir ce dernier résultat, il suffit de reprendre dans le 

"cas formel" les calculs du §3 et d'appliquer le résultat suivant de Bloom-

Brieskorn [6]. 

Proposition (4 .2 ) . 

Désignons par q le complété du & x ^-module Q 

pour la topologie m(Ov )-adique, et par HP(Q* / r p ) le complété du 

X, O A/ I , O 
0 -module H P (Q* 7 ) pour la topologie m(0T )-adique. Alors, pour 

I , O A/ 1 , O I , O 

tout p , H (O^/T ô  e s t u n 0 T ^-module séparé et complet, l 'applica

tion naturelle H P ( Q ^ t , o ) -* H p ( n X / A p / 0 ) se prolonge en un isomorphis-

me H P ( n ^ T , o ) Z H P ( n ^ T , o ) . 
Même énoncé avec n^/T Q remplacé par ' O ^ n 0 • 

En fait, d'après un théorème de Sebastiani [21] que nous allons 
T T 

redémontrer dans un instant, on a E = F = 0 ; donc le petit exorcisme 

que nous avons dû pratiquer sur la torsion dans la démonstration précéden

te et dans (2.3) aurait pu à la rigueur être évi té . 
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La démonstration précédente utilise la désingularisation, 

camouflée sous la proposition (4.2) ; de ce fait, elle ne diffère pas 

essentiellement de celle que donne Deligne dans [7], sinon que celle 

de Deligne s'applique à un cas beaucoup plus général. La démonstra

tion que nous allons donner maintenant repose sur un principe très dif

férent, et est plus proche de celles de Nilsson [19] et Griffiths [9] . 

B, Deuxième démonstration. 

Soit S î f le revêtement universel de T* ; pour tout 

s ç S , soit Y ( s ) € H , (X(rr(s)),CC) , V(s) "dépendant continûment 1 n-l 1 

de s" c 'es t -à-d i re que s' voisin de s , Y ( S ' ) e s t l'image de Y ( S ) 

par risomorphisme canonique H 1 (X(rr(s')),(!) ^ H i (X(yr(s)) ,(C) ; nous 
n-l n-1 

ferons l 'abus de notation usuel d'écrire y{t) au lieu de Y ( S ) » avec 
TT(S) = t , en précisant si nécessaire "l'argument de t " . Pour 

n—1 
un € r(X,Q^y,p) , considérons la fonction sur S ("fonction multiforme 
sur '*) définie par I(t) = f w . 

Y ( t ) 

Il résulte de (3.1) que, pour t a s s e z petit, I ne dépend 

que de la c l a s s e fa] de u> dans F® K > * a restriction "t a s s e z 

petit" pourrait d'ailleurs être levée en montrant qu'on a 

H n "" 1 (r (X ,n^ T ) ) = r(T,H n "" 1 cp^(Q^ T )) , ce qui se démontre en même 

temps que (3 .1 ) . Rappelons alors que, de Stokes, on déduit que I est 

holomorphe et qu'on a 

(4.3) £ f u, = f Dfa] 
d t J

Y ( t ) \(t) 

quitte à rétrécir T , on peut trouver uu1 , . . . ,uu ç r(X ,n/_ / r r i) tels que 
1 |i X/T 

fa,]/.../[(JU ] forment une base de F® K ; posons D[UJ.] = Z)c,. [OJ. ] , 
1 |a O j jk k 

c,, ç K ; posant I,(t) = P , X [OJ.] / on aura 
JK ] ^y\X) J 

dl, 

( 4 - 4 > * = s V k • 

Donc (I , . . . , 1 ) est solution du système différentiel dual de celui défi-
1 M 

ni par D et les [uj.] ; autrement dit, y définit une "section horizontale 
J n i 

de la connexion duale de (D,F<^K)" ; en vertu de la dualité entre H 
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et H on obtient a ins i , en faisant varier v / une fois et une seule 
n-1 T 

toutes les solutions de (4 .4 ) . Pour démontrer le théorème (4.1) il suffit 

donc, d'après un résultat c lass ique de la théorie des points singuliers 

réguliers de montrer ceci : lorsque t - 0 , avec a ^ arg t ^ p (a /p€R), 

les l,(t) sont à croissance modérée, i . e . il existe N tel que t (t) 

soit borné. En fait, nous allons obtenir un résultat plus précis, qui 

repose sur le lemme suivant : 

Lemme (4.5) . 
n—1 

Soit (D ç r (X/Q X / / T ) ; pour tout y défini comme précédemment, 
on a lim J m = 0 , 

t-0 y{t) 
arg t = 0 

Chois issons (2 ç r ( X , n x dont l'image dans r ( X / Q X / / ^ 

soit u) ; c ' es t possible car X est un ouvert de Stein. Chois issons 

d'autre part t ç T , t > 0 , et soit Y = c p " 1 ( [ 0 , t ]) c X ; Y est 
o o o 

un ensemble semi-analytique, et du fait que X(o) est contractile, on 

voit facilement que Y est contractile. 

D'après un théorème de £ojasiewicz [13], on peut trouver 

une triangulation semi-analytique K de Y , telle que X(t ) soit un 
o 

sous-complexe K q de K ; on peut alors trouver un cycle r de K Q 

et une chafne a de K tels qu'on ait SA = T et que r représente 
la c l a s s e Y ( t ) 6 H , (X(t ),Œ) . D'après un théorème de Herrera [10], 1 o n-1 o 
les intégrales f J et P duo sont bien définies, et l'on a 

Kt ) = f (5 = f d£5 . 
° V A 

Posons, pour t Ç ^ , t Q ] , At = cp 1 [0,t] n A et montrons 

qu'on a I(t) = J d£) ; quitte à remplacer la triangulation donnée par une 
A t 

subdivision convenable, on peut supposer que X(t) est un sous-complexe 

de K ; on aura alors A = At + A' / le support des simplexes de a' 

étant contenu dans cp ([t , t ]) ; on aura alors SA1 = r - I \ / 
^ o t 

support (r t ) c X t ; donc r t représente y^ ) > P a r Stokes-Herrera, on aura 

alors J , duo = (S = I(tQ) - I(t) ; d'où le résultat. 
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Pour établir le lemme, il suffit maintenant de faire tendre t 

vers 0 ; la théorie c lass ique de l'intégration montre qu'on a 

lim P dûJ = f dû) , avec a = X(o)riA ; 
UO A t J A O ° 

mais la restriction de dfij à la partie régulière de X(o) est nulle ; on 

a donc (cf. Herrera, loc . c i t . ) [ d(ù = 0 . C . Q . F . D . 
J A o 

Evidemment, la démonstration précédente est valable dans des 

cas plus généraux (voir un énoncé de ce genre dans [15]). 

Pour établir le théorème (4 .1) , il suffit maintenant de démontrer 

ceci : dans les hypothèses du lemme (4 .5) , pour a ^ arg t £ p , (<x#P€R)# 

I(t) reste borné pour t 0 (en fait, on a même lim I(t) = 0 , 
UO 

a^argt^p 
comme nous le verrons un peu plus loin). 

Il suffit d'établir ce résultat pour les I , puisque I est 

combinaison linéaire des I, à coefficients dans £ m ; or, de (4.4) 
J T,o 

on déduit qu'on a , avec C , k > 0 convenables 

d I î C 1 

| t | ^ 

en passant en coordonnées polaires (r,t) et en intégrant en r , on en 

déduit que, lorsque arg t reste borné, on a 11 ("t)̂  ^ C ' e ^ ^ l ; lors

que J 3 —ex | < ^ / ^ e résultat se déduit alors immédiatement du lemme 

(4.5) et d'un théorème class ique de Phragmén-Lindelûf ; enfin , on passe 

immédiatement de là au cas où a e t (3 sont quelconques. 

Remarque_(4_.6) : 

Au lieu de conclure par Phragmén-LindelOf, on aurait pu auss i 

bien utiliser les résultats de Turritin sur le développement asymptotique 

des solutions d'une équation différentielle au voisinage d'un point singulier 

irrégulier (voir [25] ou [14]). 

Rappelons maintenant le "théorème de monodromie" : prenons 
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t g T* , avec arg t Q = 0 pour fixer les idées ; soit h l'endomorphisme 

de H , (X(t ),Œ) induit par l'action du générateur de rr, (T*,t ) : 
n-l o 1 o 

\ -> e ^ ^ t / X € [0/1] ; on sait que h possède les propriétés suivantes : 

1) Les valeurs propres de h sont des racines de l 'unité. 

2) Si h = SU , S semi-simples , U unipotente, avec [S,U]=0 , 

alors on a (U- I ) n = 0 . 

(Voir par exemple [12]). Des exemples montrent que 2) ne peut pas être 

amélioré en général, voir [1] et [16]. Prenons y.,...,y tels que 
1 |i 

v 1 (t ) , . . . , v (t ) forment une base de H (X(t ),CD) , avec par exemple 1 1 o 1 |j o n-l o 

f u \ w. = 6., , et posons I (t) = f ,.VOJ. ; les (I , . . . ,1 . ) forment 
Y k o ] J Y k ] ^ 

une base de l ' espace des solutions de (4.4) ; de la théorie c lass ique des 

équations différentielles et du théorème (4.1) résulte alors que la matrice 

I = (I ) a la forme suivante : I(t) = J(t) exp(C log t) , avec J ç Gl([i,K) 

et C ç End (Œ )̂ ; évidemment, exp(2rriC) est égal à l 'expression de h 

dans la base (v.(t )) ; autrement dit, la monodromie de la connexion de 
) o 

Gauss-Manin est égale à h . 

En mettant alors C sous forme de Jordan, on voit ceci : soit 
n 1 

uu € rCX/Qj^J et soit y comme c i -des sus ; on a un développement en 

série convergent dans T* 

(4 .7 .1) f = S C t a ( log t ) q , 
Y<t> a ' q 

avec Y 

(4 .7 .2) exp(2nia) € V(cp) , l'ensemble des valeurs propres de h (donc oc€Q) 

(4 .7 .3) 0 <; q ^ n-l . 

De plus, l'ensemble des a borné inférieure ment puisque J 

est méromorphe ; on déduit alors facilement du lemme (4.5) qu'on a ceci 

(4 .7 .4) C ^ 0 entraîne a > 0 . 
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Remarque (4.8) : 

Désignons par a(cp) la borne inférieure des a tels qu'il 

existe y t u) et q pour lesquels on ait C é 0 . En un certain sens , 

a(cp) mesure la singularité de cp en 0 . Il est très probable que a(cp) 

est semi-continu inférieurement par déformation de cp (voir à ce propos 

Arnol'd [2] et [3]). En particulier, il est probable que a(cp) est cons

tant par déformation de cp "à \i constant" (je ne sa i s même pas démon

trer ce dernier résultat) . 

5 . LA CONNEXION DE GAUSS-MANIN : COMPLEMENTS. 

Montrons d'abord comment le lemme (4.5) permet de retrouver 

un résultat de Sebastiani [21] (en fait la démonstration de (4.5) a été 

inspirée par celle de Sebastiani) ; rappelons qu'on a posé 
n i n—1 

E = H ( n ^ T q ) , F = H C ^ / T Q ) / e t Posons 

F 1 = dcpAf£ VdcpAdQ^ 2 , G, = /dcpAdQ^ 2 ; observons, avec i x , o x , o 1 x , o x , o 

Brieskorn, que l'application dcpA • : ÇL, 2 -» ÇL. induit un homomorphisme 
X t O X, o 

F F^ ; modulo cet isomorphisme, la connexion D : E F se prolonge 

en une connexion D^ : F^ -* G^ définie ainsi ; soit UJ ç F^ et 

m = dcpAfr un relèvement de UJ dans dcpAQ̂  1 ; on prend D̂ uu = (c lasse 
x , o 1 

de dff) ; on voit encore par le lemme (3.2) que D^ est bijectif (nous 

la issons les détails au lecteur). 
Théorème (5.1) (Sebastiani). 

G est sans torsion sur o ; a fortiori, E et F sont 
J. I / O 

sans torsion sur r>m T,o 
T T 

Désignons respectivement par F et G les modules de 
T T T 

torsion de F et G ; supposons qu'on ait G / 0 ; on a D i F i c ; 

T T T 
nécessairement on a , F / , sinon, d'après (2 .1 ) , on aurait G | = 0 . 

Comme D^ est un isomorphisme, on en déduit que l'application 
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- x T 
D : = F^/F^ = ^ / G ^ a un noyau non nul. En tensorisant par 

K , et en tenant compte de l'isomorphisme F ^ F et de l'injectivité de 
_ n—1 

l'application F -> F ® K , on trouve donc un «j ç ÇU, M* tel que sa 
O X/T, o 

c l a s s e [UJ ] dans F <g> K vérifie [OJ] ^ 0 et D [aj] = 0 ; mais a lors , 
O 

d'après (4 .3 ) , pour tout v / o n trouve f , xuu = constante, d'où par 
Y t̂) 

(4.5) I /4.\U) = 0 . D'après (3 .1 ) , cela contredit l'hypothèse [&] é 0 . 
°Y^t; 

C . Q . F . D . 

Montrons maintenant comment les considérations du paragraphe 4.B 

permettent de retrouver la proposition (4.2) dans le cas crucial p = n-1 

sans utiliser la désingularisation ; les calculs que nous aurons à faire à 
cette occasion seront d'ailleurs utiles au prochain paragraphe. Pour ce la , 

désignons par F^ le Om -module F, muni de la topologie m(om ) -
1 i , o 1 1 , 0 

adique, et par F* le même ensemble, muni de la topologie quotient de 
n—1 

dcpAfL, / ce dernier étant muni de la topologie m(Ow )-adique ; en no-
X, o X, o 

tant QP le complété de Q?. pour la topologie m(o,7 )-adique, et 
A,O X,o X,o 

F le séparé-complété de F* , on a d'abord le lemme suivant : 

Lemme (5 .2) . 
n̂—1 n̂—2 **x 

L'application naturelle : dcpA n v /dcpAdQ - F est un 
X, O X, O 1 

isomorphisme. 
Cette application est évidemment surjective : soit en effet 

^ X X ' 
a € F^ ; on peut écrire a = TA. / a Ç F^/JOj , convergeant vers 0 ; 

P P n—1 
il suffit alors de relever la suite a en une suite a € dcp A Q V p p ^ X,o 
convergeant vers 0 et de poser a = S a pour avoir un relèvement 

P 
de a . 

Pour démontrer que l'application est injective, il suffit d 'é ta-
^ n—2 n—1 

blir que dcp A n v est fermé dans dcpAQv • Prenons alors un uu 
X, O X, o 

adhérent à dcpAdQ^ ^ , et cherchons TT € ^ tel qu'on ait ^ = dcpAdn ; 
x , o x , o 

en écrivant les développements en série de u> et rr # on est ramené à un 

système linéaire d'une infinité d'équations, et l'hypothèse faite sur u) en-
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traîne que tout sous-système fini est compatible ; d'après un lemme 

connu, le système a alors une solution. C . Q . F . D . 

Proposition (5 .3 ) . 
t x 

Les topologie s F et F^ sont équivalentes. 

* t 
On a cp m(Om ) c mfc>v ) donc la topologie F est plus 

1 , 0 A , O 1 
fine que la topologie F* ; pour établir la réciproque, remarquons d'abord 

-1 
que l'isomorphis me D^ : F^ -* définit une application D^ de F 

—k 

dans lui-même (puisque F^ c G^) ; filtrons alors F^ par les D^ F^ , 

et notons F^ la topologie définie par cette filtration. La proposition va 

maintenant résulter des deux lemmes suivants : 
Lemme (5 .4) . 

x T 

L'identité F^ - F^ est continue. 
Désignons en effet par ^ l ' idéal , . . . - ^ L ) c ^ . 

0 òx i ôx X,o 
1 n 

comme c 'es t un idéal de définition, la topologie 3-adique de o., 
X, o 

coincide avec la topologie m(o v )-adique. Désignons encore par p 
n X,o n i 

la projection Q G et, par restriction, la projection dcpA^ v *\ ; 
x , o i X, O 1 

nous allons montrer, par récurrence sur k , qu'on a la formule suivante 
(5.5) p(3 n ) c D x F x • 

La formule est vraie pour k = 0 , puisqu'on a 

9fflv = dcp A ÇL* • Supposons-le vérifiée pour k-1 , et démontrons-le 
X, O X,0 m.-i o i i 

2k+l n . i . x 2k n-1 x . , 
pour k . Prenons uu € 3 Q v ; il existe TT € 3 n v „

 t e l qu'on ait 
V A , O l k 

uu = dcpATT / on a alors du € 3 2 k " l Q x o 6 t D i p ^ ^ = p ^ d T T ^ € D i F i ' 

par hypothèse de récurrence ; donc on a p(uu) Ç D î 1 ' c e q u i démontre 

(5.5) et le lemme. 
Lemme (5.6) . 

t T 

Les topologie s F̂ ^ et F sont équivalentes. 

En fait, nous allons même voir que les filtrations par lesquelles 
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nous avons défini ces topologies sont équivalentes. D'après (5.1) F 

se plonge dans F 1 ® К , (Ф = Ф Т ) où il est un réseau i . e . un s o u s -
1 О T,o 

0-module libre de rang maximum ; la connexion D^ se prolonge en une 
connexion, notée encore D, , sur F, ® К , qui est régulière d'après 

1 1 0 

(4 .1 ) . On sait alors qu'en saturant pour l'application tD^ , on 

obtient un autre réseau z> F (voir Manin [17] ou Gérard-Levelt [8]). 

Montrons que l'application tD^ : est bijective. Tout d'abord 

elle est injective ; prenons en effet tu ç H ; on peut écrire 
k к i 

ш = S (tD.) uu, / avec ш, Ç l \ / ou encore, en désignant par — q l Je Je 1 dф 

Г isomorphisme F^g> К -» F ® К : 

- £ - = S ( t D ) k J î . 

En prenant y comme au paragraphe 4 , et en appliquant 
ш к (4 .7 .1 ) aux — , on trouve que Г — vérifie une formule de type 
СФ 

(4 .7 .1) , et que (4 .7 .4) est vérifié. Soit alors ш € vérifiant 
D.uu = 0 ; on a D(-^-) = 0 , donc, pour tout y on a Г ~ - = 

1 ОФ Jy АФ 

constante ; d'après ( 4 . 7 . 4 ) , la constante est nulle, donc Г = 0 ; 
par conséquent, — = 0 et ш = 0 . 

АФ 

Le fait que tD^ : H e s t surjective résulte maintenant 

de son injectivité et du théorème de l'indice analytique (2.3) (ou plus 

exactement d'une variante de (2.3) que nous la issons le lecteur expli

citer) . 
Il résulte facilement de ce qui précède que, pour tout к ^ 0 , 

-к к 
on a D = t ; donc, sur , les filtrations définies de manière 

analogue à cel les que nous avons définies sur F^ coi'ncident ; pour 

passer de là à F^ , il suffit de remarquer que, étant un réseau, 

on a pour un certain г * 0 , t ^ с F ; d'où t e + k H с t k F x с t 1 ^ , 

et d'autre part d ' V h = d"*"*!^ с D~ kF^ с D~ kH^ ; l 'équivalence des 

deux filtrations en résulte immédiatement. C . Q . F . D . 
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Sorites (5 .7 ) . 
>S. 

Définissons E , F , F^ ' de manière analogue à E , F , 
F l ' ^1 ' e n r e m P l a Ç a n t i e s séries convergentes en x par les séries 

formelles en x ; le lemme (5.2) et la proposition (5.3) montrent que F 

est isomorphe à F, , complété de F, pour la topologie m(Om )-adique. 
i 1 1,0 

Le même résultat est vrai encore pour F à cause des isomorphismes 

F ^ F̂ ^ , F ^ F^ , et auss i pour E et en utilisant le fait que E 

(resp. Ê , resp . F^ , resp . F^) est d'indice fini dans F (resp. F , 

resp . , resp . G^) . En particulier, cela redémontre la proposition 

(4.2) pour p = n-l . 

On notera encore D : E -* F et : -> les connexions 

définies de manière analogue à D et D^ en remplaçant "séries conver

gentes" par "séries formelles" (ou, ce qui revient au même, les prolon

gements de D et D aux complétés m(0T ) -adiques) . Ces applications 

sont encore bijectives : on le voit en appliquant aux séries formelles en 

x les mêmes raisonnements qu'on a fait avec les séries convergentes (on 

pourrait auss i le voir par complétion, en utilisant la régularité de D et 

On déduit encore de (5.1) que G est sans torsion, de la 
-k ~ 

démonstration de (5.4) que la filtration (D 1 )F^ de F est équivalente 
à la filtration m(Om )-adique, et enfin de là les énoncés analogues pour 

T,o 
les autres espaces considérés i c i . Nous la issons les détails au lecteur. 

6. INTEGRALES ASYMPTOTIQUES DANS LE DOMAINE COMPLEXE. 

Reprenons les notations du début du §2 ; pour fixer les idées , 

nous supposerons n > 1 . Soit T l'ensemble des t ç T , vérifiant 

Re t < 0 , et posons X = X n cp *(T ) . Soient r une n-chafrie singu

lière de X , avec ôr c X , et ç r(X,n^) ; on se propose d'étudier 

le comportement asymptotique (au sens de l'introduction) de l'intégrale 
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eTCDi|f / pour r - +oo , comportement que nous noterons en abrégé JÇ, e T C ^ ; 

notons d'abord qu'il ne dépend que de la c l a s s e de r dans H (X,X~) ; 
n 

en effet, si r et r 1 ont même c l a s s e dans H (X,X ) , on a 
n 

r = T' + ô r l + T 2 . avec r 2 c X" d'où J p e ^ = J^, e T C % + £ e r C % , 

et la dernière intégrale est à décroissance exponentielle ainsi que toutes 

se s dérivées pour 7 -> +°° , donc ^ eTCpuu = 0 . 
De la suite exacte d'homologie 

. . . - H (X) - H (X,X") i H ,(X~) - H AX) -, . . . 
n n n-1 n-1 

et de la contractibilité de X (voir [18]), on déduit que 0 est un i s o 
morphisme H (X,X ) H i (X ) , ou encore, comme X est une fibration 

n n-1 
sur T , un isomorphisme H (X,X~) - H ,(X(-1)) (on suppose ici -1 € T). 

n n-1 

Soit alors p € H n (X,x" ) , de bord ôr = y ^ 1 ) € H (X(-l)) ; 

on peut supposer p représenté par une chaine dont le bord est contenu 

dans X(- l ) ; pour t ç ] 0 , - l ] , désignons par y(t) l'élément de 

H i (X(t)) obtenu par continuité à partir de y ( - l ) . 
n-1 1 

Pour ^ ç r(X,n^) / prenons un uu € r (X ,n^ 1 ) tel qu'on ait 

duu = \jj (c 'est possible puisque X est de Stein et contractile) ; d'autre 

part, désignons par ç r (X*,Q^^,) l'unique forme relative a qui véri

fie dcp A a = \|f ; cette forme se prolonge en une section méromorphe sur^ X 

de eu,/t ; en effet, si k est tel qu'on ait cpk ç (-^SL , . . . , - ^ - ) , 
A/l ^ $x. ôx dcp 

l n ^ 
est holomorphe sur X comme on le vérifie aussi tôt . Par Stokes, on a 

a l o r s J r * = I Y ( - i f ; d ' a u t r e p a r t ( c f - ( 4 - 3 ) ) ' o n a à J Y ( t f = J Y ( t ) ^ ' 

et par conséquent, d'après (4.5) [ eu = f dt [ - J - , En appliquant 
J

Y ( - 1 ) J 0 J

Y ( t ) dcp 
ces formules à eTcP\|j au lieu de ^ , il vient 

Pour t a s s e z petit, donc pour tout t ç T* par prolongement 

analytique, f uu (resp. ? - |~ ) n e dépend que de la c l a s s e de oj 
J

Y ( t ) J

Y ( t ) d cp 
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(resp. -J^-) dans F <g> K ; la première intégrale sera exprimée par ( 4 . 7 . 1 ) , 
dcp O 

la seconde en dérivant cette formule ; donc on aura 

(6.2) P , J L = S d t a ( log t ) q , 
Jyvt) dcp a / q 

(en choisissant par exemple arg t = n) ; (4 .7 .2) et (4 .7 .3) seront encore 

vra ies , et (4 .7 .4) doit être remplacé par "d ^ 0 entraîne a > -1 " . 
a , q 

On vérifie alors facilement que le développement asymptotique 

de (6.1) s'obtient terme à terme, et qu'on peut auss i bien dans chaque terme 

-1 
remplacer J par J ; ceci donne finalement 

' 0 0 

~_ * a , q , q a+1 
r da T 

ce qui, en explicitant les dérivations, conduit à une expression de la forme 

(6.3) Z e T V S d ' T ^ ' ^ l o g T ) q . 
P ce, q 

Il est facile de voir qu'inversement, les d' déterminent 
a , q 

les d (nous la issons les détails au lecteur), 
a /q 

Remarquons maintenant que, p étant fixé dans H^(X,X ) , 

les développements de f uu et Z e T < ^ gardent un sens pour des ger-
J

Y ( t ) ^ * 
mes eu 6 et iir = duu Ç fi!! et ne dépendent que de la c l a s s e [&] 

X,o Y X,o 

de ou dans F , ou si l'on préfère, de la c l a s s e [ty] de dans G 1 

(il suffit pour le voir de rétrécir X et T , ce qui ne change pas la f i-

bration). Le développement de f . ^ dépend continûment de la filtration 

F , donc par (5.3) de la filtration F x ; par suite le développement de 

^ e T c ^ dépend continuement de la filtration G* (comparer à ce propos la 

démonstration du lemme (5.4) au raisonnement de l'introduction) ; autrement 
* n—1 *n 

dit, pour uu £ Q (resp. à £ Q ) on peut définir par continuité à par-
X, O X, o 

tir des séries convergentes un "développement en série formelle en 

t a ( log t ) q " qu'on notera encore [ , ou (resp. un développement en série 
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formelle en T

 a ( l o g T ) q qu'on notera £ e 7 ^ , ou encore < e T C p , Ity])^). 

On a les formules suivantes : 

(6.4) < e T C p , [ ^ ] > r = - T < e T î P , D - 1 [ t ] > r 

(6-5) d 7 < e T C P ' W > r = < e T C P , t U ] > r . 

Par continuité, il suffit d'établir ces formules pour ^ conver

gent ; la seconde est simplement la formule de dérivation sous le signe J : 

~ J e T C ^ = eTC^cp^ , dont on voit aisément qu'elle reste vraie en 

passant aux développements asymptotiques ; pour la première, notons qu'on 

a D ^ 1 = [dcpAuu] , avec duu = \|j ; la formule se réduit alors à la 

formule immédiate : j 4 ^ eTC^doj = - J eTcpdcpAuu • 

Ceci nous incite à munir d'une structure de CD [ [T * ] ] 
+ °° -k + °° k -k modules en posant, pour f = S a T : f = (-1) a D , série 

0 0 

convergente dans G d'après (5.7) ; ce module est libre de rang JJ : 
- 1 . 

en effet on a d'abord T 1 = ^1 ' ^'où 

V T " 1 & 1 8 M l ~ % , o / d C p A Ô x " o ~ <>X,c/5 

avec g = (-^L , . . . , - ^ - ) . Prenant alors e 1 # . . . , e € G tels que leurs 
ô x

n l [i 1 

c l a s s e s modulo forment une base du quotient sur G , il est immédiat 

de vérifier que tout élément de G^ s'écrit d'une manière et d'une seule 

sous la forme ]C f.e_, , f ç CD[ [T~^] ] (pratiquement, il suffira de prendre 

une base de ry\ modulo 9< , formée par exemple de monômes x a , et 

de prendre e = la c l a s s e de xfxdx dans G ) . 
a 1 

La formule (6.5) suggère que ce module est muni d'une connexion 
lorsqu'on pose v [\|[] = t[^]®dT ; on écrira auss i D [^] = t ; pour le 

T -k -k T -k-1 
vérifier, il suffit de voir qu'on a D^_(T [ty]) = T D [^] - kr , 

ou encore [t,r ^] = -k j ^ 1 , ou encore [t,D ^] = ( - l ^ ^ k D ^ 1 , ce 

qui se vérifie immédiatement par récurrence sur k . En faisant le change-
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ment de variables T -» T ^ , on voit en fait que cette connexion a un 

point singulier à l'infini (a priori, la matrice de cette connexion aura un 

pôle double). 

Théorème (6 .6 ) . 

Sur le G [ [ T *]] module G 1 , la connexion v est régulière. 

De plus, sa monodromie est égale à l'inverse de la monodromie  

de la connexion de Gauss-Manin ( i . e . celle de la fibration X -> T) . 

On sa i t , par la théorie des équations différentielles à points 

singuliers réguliers, qu'il existe e , , . . . ^ Ç G, , formant une base sur 
1 n i 

K de G, ®~ K (K = corps des fractions de Q = ($- = G [[t]]) tel 
l O I/O 

qu'on ait tD.e , = E m , , e , , m,, ç G ; en posant M = (m.,) , la mono-
1 J j ij J ij ij 

dromie de la connexion de Gauss-Manin est alors exp(-2mM) ; quitte à 

multiplier e. par t , ce qui revient à remplacer M par M + kl , 

on peut supposer par exemple D

1

e

i € , i . e . e i ç ; on aura alors 
-D ( T e.) = £ m ,e, , ou TD e, = E(ô . .-m, ,)e, , et il suffit pour établir 

T i ij J T i 1J 1J j 
le théorème de démontrer que les e sont libres sur G [ [ T ] ] . 

Pour cela considérons le réseau H c G^ engendré sur 

G [ [t] ] par e , . . . ,e ; on a tD H c H , donc D tH c H , ou encore 
- 1 . 1 H 1 - 1 -

tH c T H ; en considérant les inclusions D H D tH et 

G z) T G 1 3 T H , on voit que tH et T"1^ ont même indice dans 

G- ; donc on a tH = T H ; en particulier, on a j H c H , donc H 
- 1 

est un G [ [ T ] ] module, qui est libre puisque G est libre ; comme 
- 1 ^ ^ - 1 -

les c l a s s e s des e. modulo tH = T H forment une base de H/r H , 1 - -1 
les e. forment une base de H sur G [ [T ] ] . D'où le théorème , 

î 

Pratiquement, pour écrire v / il suffit d'opérer ainsi : on 
T 

choisit des monômes x a formant une base de o_, M ; pour r 
X,o ^ 

quelconque, posons e (r) = Z e T V d x ; pour f ç o donné, on 
a - * / ° 

écrit f = S c x a + S g . T^- , d'où 
a i àx. 

X e T C pfdx = £ c e (T) - - X e T C p ( £ — )dx 
J p a a T J dx. 

en recommençant avec — au lieu de f , et "continuant indéfiniment", 
ôx. 
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on o b t i e n t l ' e x p r e s s i o n d e S, e T C Pfdx en fonc t i on d e s e . Pour ob t en i r 
J _ a 

r 
l ' e x p r e s s i o n d e v d a n s l a b a s e [ x ^ x ] , i l su f f i t a l o r s d ' é c r i r e 

T 

— £ e T C p x a d x = £ e T C % x a d x , e t d e f a i r e l e c a l c u l p r é c é d e n t a v e c f = c p x a . 
T r r 

E x e m p l e ( 6 . 7 ) , ( c f . B r i e s k o r n [ 6 ] ) . 

S u p p o s o n s que f s o i t un p o l y n ô m e q u a s i - h o m o g è n e d e p o i d s 

(m^,...,m ) (m, r a t i o n n e l s > 0) , c ' e s t - à - d i r e q u e l e d é v e l o p p e m e n t 1 n i 

R 

f = £ a x ne c o m p o r t e que d e s m o n ô m e s v é r i f i a n t S m .g . = 1 . A u t r e -
B i 1 

ment d i t , on a S ni.x, -^L = ^ . On a a l o r s i m m é d i a t e m e n t , pour tou t 
î 

monôme x a 

- f - X e T V d x = J i S m , ( a . + l ) Z e T C p x a d x . 
d T T i i J p 

Il en r é s u l t e a u s s i t ô t q u e l a m a t r i c e d e monodromie d e cp e s t d i a g o n a -

l i s a b l e , de v a l e u r s p r o p r e s e x p ( 2 n i S m . a . ) / l e s a = ( a . , • . . , a ) é t a n t 
J J l n 

c h o i s i s d e m a n i è r e q u e l e s x 0 1 forment une b a s e d e Q / g . D ' a u t r e 

p a r t , on a , a v e c l a d é f i n i t i o n ( 4 . 8 ) : a(cp) = £ m . 

E x e m p l e ( 6 . 8 ) . 

S u p p o s o n s q u ' o n a i t cp(x) = c p ' ( x ' ) + c p " ( x " ) , a v e c x ' = (x^ t...,x^t), 

x " = ( x • • • / X

R ) / d é f i n i s s o n s X' , X " , e t c . . c o m m e X , a v e c cp 

r e m p l a c é par cp' e t cp" . S i x ' a (o^A) e s t une b a s e d e o / 3 ' , et 

8 
x " (bçB) une b a s e d e 0 A " , une b a s e d e o A e s t fo rmée d e s 

X , O ^ X / O ^ 
a S 

x ' x " . La c o n s t r u c t i o n p r é c é d e n t e montre q u ' o n a a l o r s 

v = v ' & i d + id(g)v" ; par c o n s é q u e n t , on t r o u v e que l a monodromie d e X 
T T T 

e s t l e produi t t e n s o r i e l d e s m o n o d r o m i e s d e X' e t X" , r é s u l t a t dû à 

Thom et S e b a s t i a n i [22] (en f a i t , l eu r r é s u l t a t e s t même v r a i sur 2£ , c e 

q u ' o n ne peut é v i d e m m e n t p a s ob t en i r i c i ) . A noter q u e s i n' ou n " - n ' e s t 

é g a l à 1 , l e r é s u l t a t r e s t e v r a i à c o n d i t i o n d e r e m p l a c e r l ' h o m o l o g i e d e 

l a f ibre par s o n h o m o l o g i e r é d u i t e ; n o u s l a i s s o n s l e l e c t e u r e x a m i n e r c e c a s . 

La c o r r e s p o n d a n c e en t re l e s h o m o l o g i e s d e s t r o i s f i b r a t i o n s peut 

ê t r e d é c r i t e d e f a ç o n p l u s p r é c i s e : s o i e n t r' € H , ( X ' , X * ) e t 
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p" Ç H n I I ( X " / X " ) , avec n" = n-n' ; supposons r ' et r " représentés 

par des chafnes sur lesquelles on a : - a ^ Re cp' < a/2 , - a <s Re çp" < a/2 , 

avec en outre cp' = -a sur ypM , cp'1 = -a sur gp" , a étant > 0 

a s s e z petit ; il est clair que r ' x r " est une n-chafne de X , de bord 

contenu dans X : l'énoncé donné par Thom-Sebastiani équivaut à dire 

que l'application (r ' /T") - r ' x r " induit un isomorphisme 

H n , (X ' ,X '~) ® H n , l ( X " / X " " ) ~ H n (X ,x") , et ceci en homologie entière ; 

en homologie à coefficients dans Œ , cela résulte immédiatement des 

considérations qui précèdent et de la formule de Fubini : 

I , „ e T C p x ' a x " p d x = f e T C P'x ' a dx' P e T C P"x" e dx" . 

On déduit auss i de là qu'on a, avec la définition (4.8) : 

a(cp) = c^cp'îaÉcp") . 

Remarque (6_. 9) : 

II serait intéressant d'examiner ce qui demeure vrai des consi 

dérations de ce paragraphe lorsque cp n 'est plus à singularité i so lée , et , 

en particulier, d'examiner sous quelle forme le théorème de Thom-Sebastiani 

peut être général isé . 

7. INTEGRALES ASYMPTOTIQUES DANS LE DOMAINE REEL. 

Commençons par démontrer le théorème (1.1) . Soit cp une 

fonction analytique, à valeurs réel les , dans un ouvert U c R n / avec 

o ç U , cp(o) = 0 . Soit V l'ensemble critique de cp ; sur toutes les 
cp 

strates d'une stratification de , cp est constante ; donc cp est 
constante sur les composantes connexes de V ; en restreignant au be-

cp 

soin U , on peut supposer que V est connexe, et que t = 0 est 

la seule valeur critique de cp . Prenons alors f Ç C (U;R) , à support 

compact dans U , on a 

(7.1) r e l T C P f d x = f e i T t d t f f j 5 . 
J J - œ ô(t) d cP 
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ô(t) désignant la sous-variété f = t (t ^ 0) orientée comme bord de 
dx oo 

f £ t . La fonction t v - . f f— e s t e en dehors de 0 , et nulle 
ô(t) ^ 

en dehors d'un compact. D'après Jeanquartier [11], elle admet pour t > 0 , 

t - 0 un développement asymptotique, indéfiniment dérivable terme à terme 

(7.2) P ^ S a t a ( log t ) q 

J ô( t ) *P a ' q 

avec 0 q ^ n-1 , a = -1 + p/r , p parcourant les entiers > 0 , et 

r entier > 0 fixé (indépendant de f ) . Pour t < 0 , t -» 0 , on aura de 

même 

(7.2 ' ) f ~ E b A-tf ( log(- t ) ) q 

6(t) a , Q 

avec a et q parcourant les mêmes ensembles ; de plus les formes linéaires 

f h a (f) et f ~ b (f) sont des distributions dans U ; leur support 

est contenu dans ô(o) puisque, si f est nul au voisinage de ô(o) , 

les développements précédents sont identiquement nuls ; on a même un ré

sultat plus précis : si f est nul au voisinage de , la fonction 
dx oo 

t j* f — est auss i c à l'origine ; par sui te , pour a non entier, 
ou q 0 , les distributions précédentes ont leur support dans ; et si 

a est entier, la distribution "saut" f ^ a (f) - ( - l ) a b (f) a auss i 
a / O a>o 

son support dans . 

Prenons maintenant 0 ç C°°(]R) / égal à 1 au voisinage de 0 , 

et à support compact. Un calcul élémentaire montre que, pour T + œ , 

on a le développement asymptotique suivant 

(7.3) e i T t t a ( l o g t ) q

9 ( t ) d t „ " i T = " ?> • 
J 0 d a q ( - i r ) a + 1 2 

De même, on trouve, pour T - + 0 0 

(7 .3 ' ) (° e i T t ( - t ) a ( log ( - t ) ) q 9( t )d t „ r t i + l ) ( i T = E } . 
J ~ d a q ( i r ) a + 1 2 

On montre aisément que le développement asymptotique de 

(7.1) s'obtient terme à terme à partir des expressions précédentes (nous 
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la issons cette question au lecteur). Par suite, pour T _» + œ , on aura 

(7.4) f e i T c p fdx ~ S c T " ( a + 1 ) ( l o g T ) q , 

avec 

(7.5) S c T ' t + 1 ) ( 1 0 f l T ) " - L a - 3 1 X < £ î i i + b j l X k « l 
q a ' q q a ' q d a q ( - i T ) a + 1 da" ( l r ) a + 1 

(arg ± i T = ± - ) . 

Il résulte auss i des considérations précédentes que les formes 

linéaires f c (f) sont des distributions à support dans V. ; ceci 
a / q i 

démontre le théorème (1 .1 ) . 

Si cp a une singularité isolée en 0 , i . e . s i 0 est isolé 

dans , on peut, en restreignant U , supposer qu'on a = 10] ; 

comme f - c (f) est une distribution de support 0 , on a c (f) = 0 

dès que f s'annule à un ordre a s s e z grand en 0 : ceci montre que le 

développement (7.4) ne dépend que de la série de Taylor f de f en 0 , 

et même qu'il en dépend continûment pour la filtration m-adique de l'anneau 

des séries formelles. 

A partir de maintenant, faisons l'hypothèse plus forte que cp 

a une singularité isolée en 0 dans le domaine complexe, i . e . que, dans 

Gix , , , , M x I , l ' idéal (-àSL , - ^ L ) est de codimension finie. En p a s -
l n 

sant dans le domaine complexe, nous sommes alors dans la situation étu

diée dans les paragraphes précédents, dont nous reprendrons les notations, 

avec la modification suivante : nous poserons = jxçX|Imcp>Oi , 

X" = |xçX | Im cp < 0} . Pour r € H n (X ,X + ) , les calculs du § 6 , via 

la substitution cp icp / permettent de définir le développement asympto-

tique X e l T C p fdx , T - + 0 0 . 

Proposition (7 .6 ) . 

Il existe T + € H ( X , X + ) tel qu'on ai t , pour tout f 

f e 1 T C p fdx - Z e 1 T c p fdx , T - +Œ . 
o_n J + 

R T 
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Chois issons en effet r > 0 , a s s e z petit, et considérons un 

champ de vecteurs c°° / ? , sur X , égal à 0 pour | x | ^ r/4 , et véri

fiant partout ç(Im cp) £ 0 , §(Im cp) < 0 au voisinage de j x | ^ ^ 

(ceci est poss ib le , car Im cp n'a pas d'autre point critique que 0) . 

Soit (resp. S^) l'intersection de R n avec la boule | xj ^ r (resp. 

la sphère |x j = r) ; pour s > 0 , a s s e z petit, exp(s§) définit un 

plongement B^s ) de B^ dans X , et il envoie S^ dans X ; en 

particulier, il définit une c l a s s e r + G H (X,X ) , visiblement indépendante 
+ + n 

de s , dont le bord est y ç ^(X ) , c l a s s e de l'image de S^ par 

exp(s§) . Montrons que p + répond à la question. 

Puisque les deux développements considérés en (7.6) dépendent 

continûment de f , on peut supposer que f e s t , au voisinage de 0 , 
00 

égal à un polynôme g . Prenons alors 0 ç C [X] , 0 = 1 sur B , , 

9 = 0 hors de B^ ; on peut supposer que f est la restriction à R n de 

0g , puisque ceci ne change pas f au voisinage de 0 . 

D'une part, les intégrales P e l T C p g0dx et P e 1 T C P gdx 

B r (s) J B r ( s ) 

ne diffèrent que sur un compact de X ; donc leur différence est à décrois

sance exponentielle ainsi que toutes s e s dérivées ; el les ont donc même 

développement asymptotique. 

D'autre part, on a 

P e i r C p 0gdx = P exp(s§)*[e i T C p 0gdx] . 
J B ( s ) J B 

r r 
îrcp 

s n 
Désignons par e (0g)sdx la restriction à R de 

exp(s§)* [e l T C p g0dx] ; pour s > 0 a s s e z petit, on a les propriétés suivantes : 

a) Im c p s ^ 0 , et c p g n'a pas de point critique dans B^ . 

b) (99) s

 e s t ^ support compact dans B^ . 

c) au voisinage de 0 , on a cp = cp e t (89) = 0g = g . 

s s 
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ÎTCp 
Il résulte aisément de là que [ e T C p 0gdx et f e S(eg) dx 

J B r

 J B r s 

ont même développement asymptotique pour r -» +<» . Cela démontre la 

proposition. 

On définira de même p~ € H^(X,X~) et y ~
 = ôT~ € H

n 1 ( x " ) 

tels qu'on ait une formule analogue à (7.6) pour T ~+ - ° ° . 

Pour "expliciter" les développements obtenus, désignons par 

Y + (i t) la c l a s s e de H (X(it)) (t>0) obtenue en "concentrant" Y

 + 

dans X(it) . D'après les calculs du §6 , si l'on a 

(7.7) P £ ~ = E d Ut) a(log i t ) q (arg it = f ) 
V ( i t ) dcP a ' q 2 

les coefficients de (7.4) seront donnés par 

(7.8) S e T - ( a + 1 ) ( l o g r ) q = S d X k ± L ) ( a r g _ i T = Jl) . 
q a ' q q a ' q d a q ( - i x ) a + 1 2 

Pour terminer, donnons, sans détailler les démonstrations, quel

ques indications sur la comparaison de ce résultat avec celui que donne 

(7 .5 ) . Nous nous limiterons pour cela au cas où f change de signe dans 

R n , le cas opposé étant trivial (en effet, ô(t) est alors compact, l ' in

tégrale (7.2) se ramène immédiatement aux intégrales traitées dans les 

paragraphes précédents, et les deux méthodes de "calcul" du développement 

(7.4) sont trivialement équivalentes). 

Tout d'abord, observons que la connaissance des c déter-

mine entièrement les a et b pour n d TL ou q é 0 , et les 
a ,q a ,q 

a - ( - 1 T b _ (a6Z) puisqu'une fonction integrable dont la transformée 
a ,o a ,o 

de Fourier est à décroissance rapide est de c l a s s e c°° (on pourrait auss i 

vérifier directement cette assertion sur la formule (7 .5 ) , ce qui serait par

ticulièrement fastidieux). Comme les c sont d'autre part donnés par 
ci/q 

(7 .8) , on en tire la conséquence suivante : 
S'il existe un f vérifiant a^ (f) ^ 0 , alors a / q

 r  

1) pour a $ TL , exp(2TTi&) est valeur propre de la monodromie, 

h de CP de multiplicité ^ q+1 dans le polynôme minimal de CP . 



- 30 -

2) Pour a ç Z , q ¿i 0 , exp (2rria) = 1 est valeur propre  

de h , de multiplicité q . 

Il résulte aussitôt de là que, si s est un pôle de prolonge-

ment analytique de Y(cp)cp (voir [4] ou [5] ; on note ici Y la fonction 

caractéristique de ]0, + oo[) , alors s ç Z , ou bien exp(-2ms) est une 

valeur propre de h ; en particulier, soit s la plus grande valeur de 

s ç R pour laquelle Y(cp)cp ne soit pas integrable au voisinage de 0 ; 

on a évidemment S Q ^ -1 (puisqu'au voisinage de x ç R n , x ¿i 0 , 

avec cp(x) = 0 , Y(çp)çp 1 n 'est pas integrable). Par suite, on a s = -1 , 

ou bien exp(-2rris o) est valeur propre de h . 

Ces résultats sont en fait un cas particulier de la formule 
dx 

suivante : désignons par Var f* f — (t>0) le développement asymptotique 
Jô(t) d cp 

E a a # q t ? ( l o g t ) q | a r g t = 2 n - E - a / q t a d o g t ) q | a r g t = Q ; désignons d'autre 

part, par Var ô(t) ç ^(X(t)) la variation au sens de Lefschetz de ô(t) ; 

a lors , on a 

(7.9) Var f f ~ = f . 
Jô(t) ^ JVarô(t) d * 

[Rappelons que la variation se définit ainsi : comme la fibration de X est 

triviale loin de 0 , on peut réaliser l 'action de la monodromie sur X(t) 

par un homéomorphisme H à support compact unique à isotopie près ; 

alors H t6(t) = ô(t) hors d'un compact, donc H ô(t) - ô(t) est un cycle 

de X(t) , dont la c l a s s e d'homologie est par définition Var ô(t)] . 

Il est probable que la formule (7.9) peut s'établir directement 

(et facilement) sans passer par l'intermédiaire des intégrales asymptotiques. 

Signalons cependant qu'elle peut, en tout c a s , être établie à partir de la 

comparaison de (7.5) et (7 .8 ) , quoique d'une manière un peu pénible. Pour 

ce la , on opère ainsi : 
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Désignons par v

+ ( t ) (t>0) la c l a s s e de H , (X(t)) obtenue à 
+

 Y n-1 

partir de y P a r u n e rotation de , par h y + ( i t) sa transformée 

par la monodromie ( i . e . par une rotation de 2TT) / et par y (t) la c l a s s e 

de H n - 1 ( X ( t ) ) obtenue par une rotation de ^ à partir de Y " ( - i t ) î u n 

calcul d'identification à partir de (7.5) et (7.8) montre qu'on a 

Var P f *r = r ^ f 7 . 
U ) * J h v + ( t ) - Y - ( t ) d * 

D'autre part, en utilisant "l 'équivalence" de la fibration de X 

avec la "fibration de Milnor" de la sphère | x | = r (voir Milnor [18]), 

on montre qu'on a h^Y+(t) - y {t) = Var ô(t) . 



- 32 -

B I B L I O G R A P H I E 

[1] A'CAMPO N. - Sur la monodromie des singularités isolées d'hyper-
surfaces complexes. Inventiones Math. 20, 147-169 (1973). 

[2] ARNOL'D V. I . - Normal forms for functions near degenerate critical 
points. Functional Analysis and its applications, 6-4, 254-
272 (1972). 

[3] ARNOL'D V. I . - Remarques sur la méthode de la phase stationnaire, 
Uspekhi Mat, Naouk 28-5 , 17-45 (1973) (en russe) . 

[4] ATIYAH M.F . - Resolution of singularities and division of distribu
t ions. Comm. on pure and appl. Math. 23, 145-150 (1970). 

[5] BERNSTEIN I . N . , GELFAND S . I . - Meromorphic property of the func
tion P$$ . Functional Analysis and its applications, 3 - 1 , 84-
85 (1969). 

[6] BRIESKORN E. - Die Monodromie der isolierten Singularit$$ten von 
Hyperfl$$chen. Manuscripta Math. 2 , 103-161 (1970). 

[7] DELIGNE P. - Equations différentielles à points singuliers réguliers. 
Lecture notes in Mathematics, n°163, Springer-Verlag (1970). 

[8] GERARD R. , LEVELT A.H.M. - Invariants mesurant l'irrégularité en 
un point s ingul ier . . . Ann. Inst. Fourier 23, 157-195 (1973). 

[9] GRIFFITHS P.A. - Monodromy of homology and periods of Integrals 
on Algebraic Manifolds. Notes miméographiées. Princeton Uni
versity (1968). 

[10] HERRERA M. - Integration on a semi-analytic se t . Bull. S o c . Math. 
France 94, 141-180 (1966). 

[11] JEANQUARTIER P. - Développement asymptotique de la distribution de 
D i r a c . . . C.R.Acad. S c . Paris 271, 1159-1161 (1970). 

[12] KATZ N. - Nilpotent connections and the monodromy theorem, Publ. 
Math. I . H . E . S . , 39, 355-412 (1971). 

[13] $$OJASIEWICZ S . - Triangulation of semi-analytic s e t s . Ann. Scuola 
Norm. Sup. Pisa, III-18-4, 449-474 (1964). 

[14] MALGRANGE B. - Sur les points singuliers des équations différentielles. 
A paraître dans l'Enseignement Mathématique [voir auss i séminaire 
Goulaouic-Schwartz - Exposés 20-22, 1971-72]. 



- 33 -

[15] MALGRANGE B. - Sur les polynômes de I.N, Bernstein A paraître. 

[16] MALGRANGE B. - Letter to the editors, Inventiones Math. 20, 171-
172 (1973). 

[17] MANIN Y. - Moduli Fuchsiani. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 111-19, 
113-126 (1965). 

[18] MILNOR J . - Singular points of complex hypersurfaces. Ann. of Math. 
Studies, n ° 6 1 , Princeton (1968). 

[19] NILSSON N. - Some growth and ramification properties of certain inte
gra l s . Arkiv f$$r Math. 5, 527-540 (1963-65). 

[20] PALAMODOV V.P. - On the multiplicity of holomorphic mappings. Func
tional Analysis and its applications 1-3 , 54-65 (1967). 

[21] SEBASTIANI M. - Preuve d'une conjecture de Brieskorn, Man. Math. 
2, 301-308 (1970). 

[22] SEBASTIANI M . , THOM R. - Un résultat sur la monodromie. Inventiones 
Math. 13, 90-96 (1971). 

[23] SERRE J . P . - Algèbre locale ; multiplicités. Lectures notes in Mathe
matics, n ° l l , Springer-Verlag (1965). 

[24] TOUGERON J . C . - Idéaux de fonctions différentiables. Ergebnisse der 
Mathematik, 7 1 , Springer-Verlag (1972). 

[25] WASOW W. - Asymptotic expansions for ordinary differential equations, 
Interscience Publishers (1965). 


