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CHAPITRE III. HYPERFONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 

1 . Définition intuitive 

Dans ce chapitre nous donnerons des explications intuitives sur la manoeu 

vre des hyperfonctions de plusieurs variables. Cependant la décriture sera 

logique à partir de quelques théorèmes fondamentaux supposés au début. Ceux-

ci seront démontrés aux chapitres V, VI. 

Les exemples les plus simples de fonctions de plusieurs variables peuvent 

s'obtenir comme le produit de fonctions d'une variable; par exemple on a 

1 1 
x.+iO ••• x n+iO

 # 

Cette fonction est considérée comme la limite symbolique de la fonction 

1/z-...z holomorphe dans le coin R n+ i fy-> 0 , . . . , y > o}. On a encore i n ~ 1 n 

S(x) = 8 ( X l ) . . .S(x n ) = r, - - ^ ( ^ - I j - -YJTÏÔ) 

3 y " *f"<ni 

- ( -2^i ) 1 , ^J(x 1+i (r i 0)...(x n+i<r n 0) 

où <r'. = ±1 . S(x) est ainsi donné comme la somme de la limite des fonctions 

J 

holomornhes dans plusieurs coins Rn+irjJ-, où T̂ .= { y 6 R n ; <T1Y1 > 0> • • • > (f^yn>0^ 

Définition 3 * 1 « 1 Soit F.(z) holomorphe dans un coin infinitésimal 

Q+iV.O, j=1,...,N. Une somme symbolique de la forme 

J N 

( 3 . D 21, F,(x+irO) 

(expression valeurs au bord) sera dite une hyperfonction sur <>ù. Si Fj^ z) 

é <y(̂ 2.+ir.O), j= 1 , 2 et r.nPp t on définit l'addition par 

F^x+i^O) + F 2(x+iT 2 0) = (F 1+F 2)(x+ir in^0). 

Une hyperfonction ( 3 . 1 ) sera dite nulle si une série de tels calculs (réunion 

et décomposition des termes) réduit l'expression à la trivialité. 

Notons que l'on prend la limite vers le tranchant du coin. Donc en 

vertu de Corollaire 2 . 2 . 7 il suffit de considérer les coins infinitésimals 

où P est convexe. On en supposera dorénavant sans le préciser. 
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Soit B(.f2J la totalité dfhyperfonctions sur Pour Q c£l, l'appli

cation de restriction F(z) £ tf(CZ +ifO) f — F ( z ) | ^ i + i f 0

 i n d u i t d e f a S ° n 

naturelle celle de B(il) —> B(Çil ) • On démontrera ultérieurement le 

Théorème 3 . 1 . 2 La donnée ii»—* B(£2 ) constitue un faisceau flasque sur 

R n. Le faisceau de fonctions analytiques réelles £L\—> A(£L) est considéré 

comme un sous faisceau par le plongement 

A(n)9<^(x)» > JU+lfO), 

où P est un cône ouvert convexe quelconque, (même R n ) . 

Remarque On verra ultérieurement qu'en effet pour donner l'espace B(fl) 

il suffit d'utiliser quelques coins fixes, par exemple .CZ+iQ-, où f̂ - = 

{ y£R n; <T iy i> O}. De plus le coin infinitésimal n'est pas une notion intrin-

sèque (il faudrait faire varier T le long du point xéSL). On l'emploie 

ici oour la raison de comodité. 

Par ce théorème on peut définir le support et le support singulier d'une 

hyperfonction juste à la même façon que le cas d'une variable. Mais pratique

ment la définition ci-dessus ne permet même pas de déterminer si f = 0 dans 

une sous résion. On démontrera aussi le 

Lemme 3 * 1 » 3 Supposons que 1'hyperfonction f(x)£ B(£l) peut se re^résen-
resp. 

ter par une seule limite F(x+iPO). Alors elle est nulle (^nalytique réelle) 

si et seulement si la fonction F(z) est nulle (resp. se prolonge analytique-

ment sur l'axe réel )• 

Exemple 3 * 1 . 4 supp ( x + 1 0 ••• x \ ± Q ) = ^ 

supp a i n g ^ I ^ . . . ^ ^ y ) = t x 1 = 0 ^ ...^{x n=0} 

supp S(x) = supp sing B(x) = {o}. 

Pour le dernier exemple l'inclusion Z> n'est pas encore évidente. On le 

vérifiera au cours du développement de l'exposé. 

Comme dans le cas d'une variable, on peut mesurer 1'analyticité direc

tionnelle. Intuitivement f(x) = F(x+iPO) deviendra de plus en nlus analytique 
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lorsque P s'étend. V - SVL 

Définition 3 , 1 .3 Pour un cone P on définit son dual par P ^ \ 

T° = {££ R n; <?>y> < 0 pour tout y 6 r}. 

Si r est ouvert p° est l'ensemble des de^l espaces de R n qui ne coupent 

Das r (et le vecteur 0 ) . 

Mesurons l'analyticité de l'hyperfonction r(x+iT0) par r° . r° est un cône 

convexe fermé et se réduit à {0) si r = R n . Puisque la longueur de vecteurs 

n'a pas d'importance, l'ensemble r°D S11""1 est plus convenable à considérer. La 

normalisation de longueur à 1 étant annuyeux, on considérera plutôt 

r°nS^" 1 et on le notera par p°ao par l'abus de notation. Si T est un 

demi espace, p° se réduit à une demi-droite,, donc P°OD se réduit à un 

point. Puisqu'il n'y a que R n comme un cône convexe plus grand que le demi 

espace, cela serait un élément minimum du spectre singulier. 

vRe<v> étantj 

n 1 1 j 

Si on considère R +ii au lieu.de P et la forme Re <^Ç, "Z> (\Le produit 

scalaire euclidien de C n = R 2 n ) au lieu de <: £ ,y>, ^f0 0 0 sera le sous 
extérieurs 

ensemble de vecteurs conormaux de R CC formé des vecteurs d'appui^de 

R n+iP. On aura donc la 

Définition 3 . 1 . 6 Soit f(x) une hyperfonction sur S i . On dit que 

f(x) est micro-analytique en (x,~-^ dxa>)é R n x " j S ^ G ~ 1 si elle admet au 

voisinage de x une expression valeurs au bord ( 3 * 1 ) telle que T. D 
j 

{ < | * y > > 0 ) ^ çi pour tout j, où intuitivement si f(x) admet le prolonge-
n 1 

ment analytique quelque part dans {z£C ; Re<-j-£ , z > > 0 ^ . Le complémentaire 

de l'ouvert où f est micro-analytique est dit le spectre singulier de f 

et noté par S.S.f. 

Considérons par exemple f(x) = F(x+iP0) . On a par définition S.S.f 

Ç ̂ x-r-f0^00* On démontrera ultérieurement la réciproque suivante: 

Théorème 3« 1 . 7 Soit V un cône convexe ouvert. Si S.S.f C Six J-p° dxœ , 

il existe un coin infinitésimal -Q.+iP0 et une fonction holomort^he F(z)£ 

C^ii+iro) telle que f(x) = F(x+iro). (L'assertion est aussi vraie pour 

T = R n . ) 
- 51 -
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On a la relation entre S.S.f et supp sing f pareille au cas d'une 

variable: 

Théorème 3 * 1 * 8 Soit m: R nx j S* 1 1" 1 — > R n la projection. On a 

( 3 * 2 ) TtCS.S.f) = sàpp sing f. 

En particulier, f est analytique réelle au voisinage de x si et seulement 

si f n'a aucun point de spectre singulier sur la fibre {x}x-~ S*^""1 . 

Démonstration Comparons le complémentaire des deux membres. Alors 

C est clair par définition. La réciproque découle du cas = R n du 

Théorème 3 * 1 * 7 * C.Q.F.D. 

Par ce théorème on peut renforcer le critère dans Lemme 3 . 1 . 3 : 

Corollaire 3 * 1 * 9 (théorème en tranchant du coin cohomologique) Soit T 

un cône convexe ouvert. Supposons que F +(x+ip0) - F^(x-iPO) = 0 sur CL. 

Alors F^(z) se rattachent comme une fonction holomorphe sur le tranchant 

Démonstration Le spectre singulier de 1'hyperfonction 

F+(x+iro) s Fjx-iR)) 

étant contenu dans Q.X 4-P° dxao n SI* (-jf 0 dxao) = fi, celle-ci est analytique 

réelle. Donc en vertu du Lemme 3 * 1 * 3 F^(z) se prolongent sur CL • ainsi 

définissent une fonction analytique réelle F +(x) - F_(x). D'après le Théo

rème 3 * 1 * 2 elle s'accorde avec 1'hyoerfonction donnée F+(x+iro) - F_(x-iro) 

= 0 , donc s'annule comme une fonction analytique réelle. C.Q.F.D. 

Exemple 3 * 1 * 1 0 s * s * x IlO
 = 1 X 1 = J dx« <*>} y 

U{x 1=x 2=0}x{--i^dx 1 + (l-A)dx2)œ ; OÏ'kZl}. 

(Ici on a écrit _ i _ au lieu de - ^ x + i ^ > o V o > T^T + ^ a U U e U d e 

—+ I . . A et — i -™ — i — r 7 e au lieu de —-—1 ' 0 w m . Les Prières 
zi ^W+x+xr^f x^iO x^+iO ^zJfc^X+ t r^+oC 

deux notations seront justifiées tout à l'heure.) 

flans tous les cas l'inclusion au sens C est claire. L'inclusion réciproque 

Dour le premier exemple découle du Théorème 3 * 1 * 8 * d'où celle nour le 

deuxième. La vérification du troisième sera achevée au cours de la discussion 
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ultérieure. Notons qu'on a toujours au moins une estimation suivante: 

Lemme 3 . 1 . 1 1 Soit f(x) = F(x+iPo) . Supposons q u e F(z) ne peut pas 

s e prolonger au delà de la frontière de la section x+iTO du coin infini

tésimal. On a alors 

S.S.fL . 1 Q n n - 1 = ix}x | r o d x a D . 
f l xi i oo 

Ici et dorénavant pour une partie A C S x n " A désigne l'enveloppe convexe 

de A par les grands cercles, i.e. l'enveloppe convexe au niveau du cône 

qui représente A. On utilisera également la même notation pour une partie 

A de R n x J-S3^""1 pour indiquer l'opération d'enveloppe convexe en chaque 

fibre au sens ci-dessus. 

Démonstration II suffit de démontrer qûejtout point (x,^r$dxœ) à la 

frontière de {x} x-j-p° dxa> e s t c ° n t e n u dans S.S.f. Raisonnons par l'absurde. 

Supposons que (x,-^Çdxa>) £ S.S.f. Il existe alors un cône convexe ouvert 

A et un voisinage CL de x tels que £é P°\^° et que S.S.f\0 fr^i 

C &x -j- A° dxoD. (Notons que pour un cône convexe ouvert P on a (p° )° = p.) 

D'après le Théorème 3 . 1 . 7 il existe G(z) £&(£L+1&0) tel que f \ ^ = 

G ( x + i À 0 ) . On a donc (F-G)(x+iP0) = 0 sur £L et en vertu du Lemme 3 * 1 . 3 

on conclut que F(z) = Gf(z). F(z) ayant ainsi un prolongement, cela 

contredit l'hypothèse. C.Q.F.D. 

2 . Opérations 

Définissons maintenant les opérations fondamentales sur les hyperfonction^ 

1 ° Opération C-vectorielle. Pour f(x) = 5 3 F j ( x + i | 7 . 0 ) , g(x) = 

^G k(x+LÛ k 0 ) et \ \A é C on a par définition 

^Xf(x) • jig(x) = Z ^ C x + i r j O ) + r ^ C x + i A ^ ) . 

Eventuellement les termes se réuniront par morceaux pour simplifier l'expres

sion. 

Exercice fS.S.f <J S.S.g \ S.S.fn S .S.g C S.S.(f+g) C S.S.f VS.S.g. 

( 3 . 3 ; — 
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(La deuxième inclusion est banale. La première découle en l'appliquant à 

f = (f+g) - g-) 

2° Multiplication par une fonction.) analytique réelle. Soit <p(x)CA(£2) 
Sc\X 
et Af(x) = £F.(x+iT.O). On a par définition 

j j 

</(x)f(x) = )(x+ir.O). 
J J 

3° Dérivation Soit f(x) = £ F .(x+iP.O). On a par définition 

j J 

En somme on peut faire opérer un opérateur aux dérivées partielles linéaires 

à coefficients analytiques réels. Il est clair qu'il définit un homomorphisTie 

de faisceau B et de plus il n'augmente pas le spectre singulier de l'hyper-

fonction à laquelle il opère. 

Pour introduire des opérations plus avancées, il faut préparer un grand 

théorème: 

Théorème 3 * 2 * 1 Soit f£B(£l) tel que S.S.f C F ^ F ^ réunion des fermés 

de R n x J - s K ^ l Alors il existe t]9 f 2 € B C £ L ) tels que 

f = f1 + f 2, S.S.f.CF., S.S.f 2CF 2. 

En particulier, cette décomposition a lieu avec S.S. remplacé par supp sing. 

En le combinant avec le Théorème 3 * 1 •? et le Lemme 3 * 1 * 3 on obtient le 

Corollaire 3 * 2 . 2 Soit féB ( £ 2 ) tel que 

S.S.f C .Qx^-q°dxœ U ... U i>-£rN° dxoo , 

où p. sont des cônes convexes ouverts. Il existe alors F.(z)6 &(£l+lT.O) 

J J J 
tels que 

f(x) = F.U+if.O) +...+FN(x+irN0) 
et que F.(z) se prolonge analytiquement au voisinage de x 6 XI satisfaisant à 

J 

S.S.f n (x^X 4p.°dxco = 6 (donc en particulier au point x où f(x) est 

analytique réel). 

du Théorème 3 * 2 . 1 
La démonstration^sera donnée vers la fin de ce cours. 
k° Produit des hyper fonctions Soient f(x) = 2 F • (x^T-O) et g(x) = 
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£G, (x+i4 C ) . On serait obligé de définir comme suit: 

(3.<f) f(x)g(x) = F J(x+ir jO)G k(x+iA kO) = S (FjG k)(x+irjn4 k 0). 

Pour que la définition ait un sens il faut avoir une expression telle que 

^ aA i , ^ ^ pour tout couple j, k. Pour décrire cette condition en termes 

de spectre singulier introduisons la 

Définition 3 « 2 . 3 de l'application antipodale: 

a: R n x | S

K n - 1 > R n x J - S * n - 1 
1 OD 1 CD 

(x , j fdxcD)l * (x . - j^dxao) 
n 1 xn— 1 / " " ^*^v a 

On désignera 1'image^d'une partie A C R X -rS ̂  çpar ^ T>ar A • 

Théorème 3 * 2 «4 Supposons que 

( 3 - 5 ) S.S.f n(S.S-g) a = i . 

Dans ce cas on peut définir le produit f»g. On a fg = gf et 

( 3 *6 ) S.S.fg c sTsTf^s^sTg. 

où ^ désigne l'enveloppe convexe par rapport aux grands cercles dans chaque 

fibre. 

Démonstration II suffit de définir le produit localement. Donc en choisi

ssant une décomposition suffisamment fine de S.S.f resp. S.S.g on t>eut 

supposer que f(x) = £ F j (x+i^.O), g(x) r ^ S ^ ^ O ) où |y n - 4 k ° = 4 

pour chaque couple j, k (Corollaire 3 . 2 . 2 ) . Or on a l'équivalence Suivante: 

r,°^-A, o = ^ ^ n n i y a p a s d e * t e l q u e j e p ° - H A , ° 

Il n'y a pas d'hyperplan qui sépare de ^ k 

Notons que 

S.S.fg C W i i x 4 ( P,n Au)°dxoD. 

Or on a la formule élémentaire comme suit: 

( F - n A ^ ) 0 = P j ° ^ A k ° > La commutativité du produit 
est banale. 

d'où, en raffinant la décomposition, on obtient ( 3 . 6 ) • Finalement le fait 

que le résultat du produit ne dépend pas de la décomposition découle du lemme 
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suivant: . 
et F C 3 n _ l un femé 

Lerame 3 » 2 . 5 Soient p . , j=1,...,N, £ des cônes convexes ouverts Atels 
J 

que P^n-F « ^ pour tout j. Supposons que ^ F, (x+ip.O) = 0 . Alors il J J J 

existe un procédé de réduction de cette expression à zéro tel que y participent 

seulement des coins infinitésimals SL+iTO ayant la propriété P% F s i• 

En effet ce lemme admis le calcul de réduction pour la somme 5^F.(x+iP.O) 
pour k fixe * T J ^ 

-v^nduira celui pour ^(F^.G^) (x+i V^&^O)^ ainsi montrant l'unicité du résultat. 

[ ?b*s y Remarque Pour l'exemple —i-r^r — \ . n déjà vu on a l'égalité dans ( 3 * 6 ) . 

Mais ce n'est pas vrai en général. Contre-exemple:Posons 

F ( Z l ) = f e 2 K i ( 2 k ) ! 2 < ) Q ( } = g e 2 i r i( 2i +l)!z 2 

k = -0D £=-0D 

Ils sont holomorohes dans le demi plan supérieur, ainsi définissent les hyper-

fonctions FCx^iO), G(x 2 + i 0 ) . On a la décomposition suivante: 

F(z )G(z ) = £ e27a { (2k)!z 4 + (2« + 1)!z^} + £ e 2*i { (2k) ! z 4 + ( 2 * + l ) !za] 
1 2 k>t k<l 

où le premier terme resp. le second dans le second membre sont holomorohes 
2 2 

dans un coin infinitésimal R +i{y^ OJO resp. R +i{y 2> 0 } 0 . On a donc 

S.S.F(x1+iO)G(x2+iO) C [x^O] y {-—dx^œ}^ {x^O} K {-Ydx2&} (absence de l'inter

férence!), s X S X 

3° Intégrale définie Soit & C R n un \^ J * \ ^ ) ~ \ m J 

ouvert et soit K CQ un compact à frontière vnWférence 

régulière par morceaux. Supposons que f(x)£B{£2) est analytique réel au 

voisinage de 'dK • Alors on peut définir l'intégrale définie ^f(x)dx. (En 

effet dans ce cas la régularité de 'ÔK n'est pas nécessaire, car l'intégrale 

sera bien définie au voisinage de comme celle oour une fonction so^mable 

au sens ordinaire.) Prenons pour cela une décomposition f(x) = ̂ F.ix+lV^Q) 

J j 

d'après le Corollaire 3*2.2 de façon que chaque F j ( z ) s o i t analytique au 

voisinage de ^ K . Choisissons une application continue et régulière par morceaux 

£.(x) telle que 

' £j(x) = 0 pour x é'ck 

, x+i£j(x) é Rn+iPjO pour x€Int(K). 
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Démonstration du Lemme 3 . 2 . 5 Soit E = \J p.° et soit E = \^/E. une 
à des parties fermées ^ 

décomposition réduite de E ̂ de sorte que l'on a E^n C'BE^O^E^ pour 

k / j0. Il existe alors un cône convexe ouvert tel que = E^, *\^z^ 

£ Cf ( 5 l + i A k0) tel que S.S.G k(x+iA kO)cQ.x J E ^ X O D et que J^G^x+iA^O) soit 

une modification admissible de T.F.(x+iP.O). En effet ce procédé est achevé 

J J 

par une série de calculs suivants: Soient, par exemple, P 1 ° n p 2 ° ~ S 2 e t 

^° \e"2 = E 1 . D'après le Théorème 3 . 2 - 1 il existe g k(x) é B(£l), Jç=1 , 2 tels 

que S.S.g kC Q-X^et que g 1 + g 2 = F^x+ i P^O). D'après le Théorème 3 . 1 . 7 il 

existe G

k(z) é tfiSl+lA^O) tels que G^îx+iA^O) = g k(x), d'où la décompo

sition 

Fjtx+iFjO) = Qjlx+UjO) + G 2 ( x + i A 2 0 ) . 

Puisque l'on a a fortiori G k(z)6 &(Q. + iP j 0), cette décomposition est induite, 

d'après le Lemme 3 . 1 * 3 , par celle F^z) = G^z) + G 2(z) sur tfCfl+i^û), 

ce qui est certainement admissible. 

Considérons donc 2^G k(x+iA k0) = 0. L'égalité 

G.(x+iA.O) = - Z+QAx+lù.O) 
1 1 k^2 R 

contre que S.S.G. (x+i A,0) C £L * - \J E,dxa> • 
l 1 1 k *2 K 

Donc si Ej o E k / ^ pour certain k / 1 , on peut décomposer G^x+iA^O) 

cornue ci-dessus à une somme avec des termes dont le S.S. est contenu resp. 

dans il X -rE1 n E. dxœ, k > 2 . En modifiant G, (z) par ces termes on peut donc 

supprimer la partie E 1 . Si E^ est disjoint des autres E k, cela signifie 

en vertu du Théorème 3 . 1 . 8 que GjCx+iAjO) est analytique réel, donc en vertu 

du Lemme 3 . 1 . 3 que G^(z) se prolonge sur £ 2 . Donc on peut aussi modifier 

3 (z) pour supprimer Ej . 

Procédant ainsi, 

on peut remplacer \JE par \J E, r>Ej, et puis par E, ̂ E . n E etc. 
* > *• &, L , m 

et finalement par ^. Ceci signifie qu'il n'y reste plus de termes. C.S./.D. 

Par le même truc on pourrait démontrer dans certains cas £F.(x+ip.C) 
J J 

= 0 en vérifiant S .S. ( £ ï\ (x+i P.O) ) = ^ # 

J J 
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On définit alors comme suit: 

$Rf(x)dx = FJ(x+i£j(x))d(x+i£J(x))> 

où d(x+i£..(x)) est 1 •abréviation de l'élément de volume sur ce chemin; si 

fcjU) = (Ê J . 1 (x),...,€ j n(x)) est régulier, on a dU+ifc^x)) = det (l + f ^ ^ ) 

dx....dx • En vertu du théorème de Poincaré, l'intégrale ne dépend Das du I n 

choix de 2.(x). Mais le fait qu'elle ne dépend pas de la décomposition n'est 
3 

Das évident, car on utilise une expression valeurs au bord globale pour définir 

l'intégrale tandis que l'équivalence de deux expressions a été définie de façon 

locale. On le démontrera après qu'on aura donné une autre définition de 

1'intégrale. 

Dans le cas où K est un n-rectangle [a-.bj x • ••xCa . b 1 on peut 
i i n n 

utiliser un chemin du type produit: £.(x) = (£.,(x* ) , . • • , £. (x ) ), où chaoue 
J J « * j n n 

G , x telle que Xft+i&f£i<z«) 
jk k e s t U n e ^ o n c t i o n continue et régulière par morceaux^relie a^ a b^ 

de la manière que x+iS^(x) 6 R n+iFj pour x^ / a^« b^, k=1,...,n. Ce chemin 

sera plus élémentaire puisque l'on peut le comprendre seulement au niveau du 

théorème de Cauchy. En vertu du Théorème 3 * 2 . 1 on peut décomposer le su-oport 

singulier de f de sorte que l'on peut toujours ramener l'intégrale à une 

somme finie d'intégrale»de ce type. Pour le produit du type général K = 

K^xl^ on peut également choisir un chemin du type produit. Notons que cette 

sorte de chemin n'est pas contenue dans la construction ci-dessus, car là on 

a toujours fixé toute la frontière 

Pour une hyperfonction f(x) à support compact on peut définir ^ Rn f(x)dx 

en choisissant un ouvert DO K à frontière régulière par morceaux comme 

l'intégrale ÇQf(x)dx dans le sens ci-dessus. Le résultat, comme on 1'espère 

ne dépend pas de D. En effet, on peut appliquer la définition de la dernière 

intégrale avec F.(z) analytiques sur R Q N K . Alors la somme de F_.(x+ir.O) 
3 j J 

s'annule comme des fonctions analytiques en dehors de K. D'autre part on neut 

choisir le chemin d'intégrale sur l'axe réel au voisinage de 3D. Donc 
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l'intégrale au voisinage de ôD s'annule au sens ordinaire et le résultat ne 

dépend pas de D . On définira plus tard un plongement canonique i de L . 
1 , loc 

(ou D* ) dans B compatible avec les opérations élémentaires. En particulier, 

pour une fonction à support compact f(x) on aura f f(x)dx = f i(f)dx . Soit 

de plus f(x) encore une hyperfonction qui est analytique réelle au voisinage 

de ôK . Soit XJÇ la fonction caractéristique de K . Alors x^( x ) / donc 

Xjç(x)f(x) sera bien défini dans ce sens comme une hyperfonction. On verra 

ultérieurement que l'intégrale définie f f(x)dx s'accorde avec f Xv(x)f(x)dx 

dans ce sens-ci. (Ce fait n'est pas si évident qu'il apparaît, car cela contient 

le changement de l'expression valeurs au bord.) 

6° Restriction Une telle substitution quelle x 1 = 0 sera possible 

seulement si f(x) est régulière en x,j dans un sens au voisinage de x 1 = 0 . 

Définition 3 . 2 . 6 On dit que f(x) contient x 1 comme un paramètre 

analytique réel au voisinage d'un point x si (x,±:j-dx1 OD) S.S.f. 

Théorème 3 » 2 » 7 Supposons que f(x) contient x^ comme un paramètre 

analytique réel en 0 . On peut alors définir la restriction f|x _^ au 

voisinage de 0 et on a 

( 3 - 7 ) S.S.(f|x = Q ) C p'(S.S.f n (x1 = 0 } ) , P ! 5 ^ - x 

où p' désigne la projection en fibre le long des grands / I ~^oA 

cercles à partir des pôles (±1 ,0 , . . . , 0)œ : \ \ ' / 

p«: S^"1 \ ,0, ..,0)oo}->S^"2 ' 
0D CD 

Par hypothèse p' est bien défini sur S.S.f au voisinage de la fibre sur C. 

Démonstration En vertu du Corollaire 3 » 2 . 2 on a une expression comme 

suit au voisinage de 0: 

( 3 - 6 ) f(x) = ZFjU+iPjO), où f y £ (±1,0,...,0). 

Cette condition-ci signifie que l'hyperplan y = 0 coupe f7.. Donc on n'a 

• J 
qu'à définir par 

f ( * ) l x , = o = £ F j L , = o ( x , * i r r o > - 0 4 i y o > . 

D'après le lemme 3.2.5 la nullité de (3.8) comme une hyperfonction implique 

l'existence d'un procédé de la réduction de son expression à la 

trivialité conservant la condition de ( 3 « 8 ) . Donc ce procédé induira celui 
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pour 7\F . | . ( x ' + i P'O), ainsi démontrant 1 1 indépendance du résultat de la 

restriction de son expression utilisée. Enfin pour montrer (3.7) il suffit 

de vérifier une assertion élémentaire comme suit: ^*^vtt^^^ <S&*Q 

On a ^ |K?',*1'><C j 

V « ( r l y 1 = 0

) o ^ p o u r y y , * r l y i = o > * ° — ^ 

4=$> 3 A tel que pour V y e â y ^ <£',y'> £ 0 . C.Q.F.D. 

Notons que l'on n'a pas nécessairement l'égalité dans (3»7). En effet 

on a x 1/(x 2+i0)| x _ 0 = 0 tandis que S .S.x^/ix^+lO) = S.S.1/(x2+i0) contient 

(0,-jdx2ao ). 

Théorème 3.2.7 peut être généralisé sans difficulté au cas de la restric-
que l'on citera dorénavant par Théorème 3«2.7bis 

tion par rapport à plusieurs paramètres^; Soit f(x,t) une hyperfonction de 

n+m variables définie au voisinage de 0. On dit que f(x,t) contient t 

/ 1 m • 1 
cornue paramètres analytiques réels en 0 si {(0,-r- e d t a D) î 9 € S " } n S.S.f 

= jzf. Dans ce cas f(x,t)|,_ n est bien défini au voisinage de 0; On peut 

procéder exactement coTime ci-dessus. On a l'estimation pareille à (3*7) 

(3.9) S.S.(f(x,t)| n)CD.(S.S.f n{t = ($ 

- {(x,YÇdxoo) ; 9 é B™ tel que ( (x,0) ;| (£dx+9dt Î^ÔT^M, 

où p^ x désigne la projection suggérée dans la deuxième ligne. On a également 

f(x,t)| t = Q = f(x,t)| 1 1 Q . . . | t = 0 , 
1 2 m 

l'ordre de la restriction étant changeable. D'où par l'usage répété de (3*7) 

on regagnera (3*9)• 

7° Intégration par rapport aux paramètres est plus importante que l'intég

rale définie. Soit f(x,t) une hyperfonction sur £ L x T C R n + m et soit K C 

T un compact à frontière régulière par morceaux. Supposons que f est 

analytique réel au voisinage de £Lx3k. 

Théorème 3.2.8 Sous ces hypothèses on peut définir ÇT/f (x, t)dt € 3(&). 

On a 
(3-10) S.S. ^Kf(x,t)dt C p (S.S.f H \dt = 0))9 
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où dt = 0 désigne le sous fibre avec la fibre S* n _ 1 = J-rFdxcD\ C -r s* n + ' n " 1 

CD ' 1 ' 1 CD 

et p^: R ra—»Rn la projection. 

Démonstration En appliquant le Corollaire 3.2.2 on obtient une expression 

f(x,t) = ^F jUxjO+iAjO) tell e que F.(z,T) sĉ it holomorphes au voisinage 

de Xly'bK. Posons p. = p ( A . ) . Pour tout z é JH+iT.O fixe on peut choisir 
J x j J 

une application £.(t) continue et régulière par morceaux telle que 
J 

f fyt) = o T)our t ^ K , f1"* A 

( (z,t+i£j(t)) e S n + m+i A^O Dour télnt(K). J ^ — ^ I ^ t : 

Définissons ^ï&^-^S/ ^ 

KF j(z,t +iÊ J(t))d(t +i£ j(t)). t / \ / / ft(A.jBR>, 

Le résultat ne dépend pas du choix de £.(t). Puisque l'on peut utiliser la 

même application £.(t) au voisinage de z, on a G .(z)k (y(£l+i P.0). Donc 

J J Cl 

on peut définir un élément de B(Q.) par 

ÇKf(x,t)dt = X G j U + i r \ o ) . 

Nous laissons aussi au futur la vérification du fait que le résultat ne dépende 

pas de l'expression. Notons que 

S.sXf(x,t)dt C Vfla-fpfdxcD 

et que 

En effet on a 

% * (px( Aj))° <S=̂  <$,y> = o pour Vy^T^CAj) 

4=S> <(|,0),(y,s)> = 0 pour v(y,s) 6 

4=S> ( $ , 0 ) € A j 0 . 

Donc ( 3 . 1 0 ) s'obtient en localisant nar rapport à x éCl et en raffinant 

l'expression par rapport à P^0. C.Q.F.D. 

Pour définir ^ Kf(x,t)dt, on peut affaiblir la condition sur f(x,t) 

au voisinage de Q. X 'dK jusqu'à la suivante: 

Théorème 3«2.8bis Supposons que f(x,t) contient t comme paramètres 

analytiques réels au voisinage de fîxdK . Alors J*Kf(x,t)dt est bien défini. On a 

( 3 . 1 1 ) S .S .$ K f (x, t )dtCp x (S.5 . fn {dt=0})VJ P x(p d x(S.S.f nSL**1L* V £ + m - 1 ) ) . 
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Démonstration En appliquant le Corollaire 3.2.2 à nouveau, on obtient 

une décomposition f(x,t) =£F.((x,t)+iA.O), où l'on a, soit que F.(z,t) 

analytique au voisinage de «fLx'ÔK, soit que A.f\Rnx{0) i Pour les 
la J 

composantes de/ypremière espèce, on définit l'intégrale comme ci-dessus. Pour 

celles de la deuxiè e espèce, on pose j//xs 

r n i 7 xss >V*t 

G.(z) = \irF.(z,t)dt pour z € & + i ( A - O H X { 0 > ) 0 . 

Alors G.(z) définit une hyperfonction sur Q dont le spectre singulier est 

contenu dans Qx-r(A.Ç\R x{o})°OD. On obtient ainsi ( 3 * 1 O * (Notons en 
i J 

effet que ( 3 . 1 1 ) est la superposition de ( 3 *9 ) et de ( 3 * 1 0 ) . ) C.Q.F.D. 
Jomme dans 5° on peut définir en particulier ^^î(x9t)dt pour une 
hyperfonction f(x,t) à support dans & x K. Bemarquons que sous 
l'hypothèse du Théorème 3.2.8bis on peut considérer d'après le Théorème 3.2.4 le 
produit %l<(t)f (x, t). On verra ultérieurement que ^ Kf(x,t)dt = Ç 9fK( t ) f (x, t )dt. 

Pour cette définition de l'intégrale on a des régies habituels suivants: 

Proposition 3 * 2 * 9 On a 

^ÇKf(x,t)dt = ^f(x,t)dt. 
^ correspondant 

Si K = K 1X K 2, on a, en désignant par t^, t 2 le groupement des variables^, 

ÇKf(x,t)dt =ÇK2

dt

2ÇKl

f(x't)dti = SKl

dti $ K 2

f ( x » t ) d V 

Démonstration La première formule découle de la définition de la dérivée 

et de la formule correspondante pour les fonctions holomorphes. La deuxième 

se vérifie séparément suivant l'espèce du terme F^ dans la démonstration 

ci-dessus. Ceci est clair pour-ceux d^a deuxième espèce. Pour ceux de la 

première espèce, on peut déformer le chemin t + i£.(t) à un autre du type 

j 

produit ( t ^ i t ^ (t1 ), t 2+i£^ 2(t 2)), d'où l'assertion. C.Q.F.D. 

Nous montrerons ultérieurement que l'on peut calculer Ç̂ f(x,t)dt encore 

avec une expression •^F1((x,t)+i Û.O) telle que F.(z,t) soit holomorphe 
J J J 

seulement pour (z, t) € Qx'bK+K P ^ O } )0, où P. = o ( A ) : On oose 

V(x,t)dt = ui K

F j ( z . t * i £ j< t ) )H z r t . x . i r .o ' Y 

où £.(t) est choisi de telle manière que UrJX 

' &j(t) = 0 pour té^K T ^ S r ^ t 

(z,t+iê .(t)) £ (x,t)+i AjO pour t€K général. ^)k>-* 
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Exemple 3 * 2 . 1 0 Considérons f(x)g(t). Si f(x) = £F.(x+ir.0) et que 

S(t) = ̂ G k ( t + i À k 0 ) avec Gk(tT) holomorphes au voisinage de alors 

l 1 expression f(x)g(t) = £ FjG k( (x, t )+i f7x A k0) satisfait à la condition ci-

dessus. On a donc 

£Kf(x)g(t)dt = E [ L F j ( z ) G k ( t + i ^ ( t ) d ( t + i £ k ( t ) ) l z ^ x + i r . O = f(x)fKg(t)dt. 

En particulier on obtient 

\ £ ( x>ix 1 = 8(x2,...,x ) f 

d'où,en répétant ce calcul on obtient d'après la Proposition 3 . 3 . 9 \ £(x)dx - 1 . 

Ainsi S(x) £ 0 et l'Exemple 3^1 est établi. Soit y(x) analytique réel 

au voisinage de 0. En écrivant S(x') = 2 F^Cx-'+iT.. '0), x' = ( x 2 , . . . , x n ) , 

on a de même 

Ç ̂ (x)S(x)dx1 = E f j K { F , ( z ' ) ^ ( 2 l > z l ) dz,1 = Q>(0,x')S(x'). 
1 j L ^ X J J z 1 1 Jz'H>x'+i(V0 ' 

C C^(x)Ç(x)dx = ̂ (0). 

TR" 

3« Hyperfonctions sur une variété analytique réelle. 

1 ° Changement de coordonnées Soit x = ^f(x): CL un changement de 
ventre les ouverts de R") f?s<?A\ 

coordonnées analytique réelf. Puisque detf^-f-W 0 sur O; on peut le prolonger 
z=<?(z) V ^ X J y 

à un homéomorphisme holomorphe^entre les voisinages complexes V Z> CL et 

V 3 £ L . En vertu du développement de Taylor on a 

z = f (z) = <fU) + d^iy pour y = 0, 

où d<f désigne la matrice de Jacobi de (f> (la dérivée de l'application y ) , 
tangent 

Donc le vecteur ̂  x+iyO en x va à ^(x)+idjp.yO en ^(x) • Pour x éfl fixe 

d^(x) est une application linéaire inversible, donc d9>(x)P est encore un 

cône convexe ouvert. Mais il varie avec x de sorte que l'image d'un coin 

infinitésimal H+iPO est tortue et elle n'est plus un coin infinitésimal. 
n i ) 

Néanmoins la dépendance xv-*>d^(x)r est continue, donc une fonctionyyholomorphe 

dans tel domaine peut encore définir une hyperfonction en se restreignant à 

unirai coin infinitésimal y contenu. Nous écrirons par abus F(xVidjfO) pour 
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une telle hyperfonction. Il en est de même de . On a ainsi la 

Définition et Proposition 3 . 3 . 1 Pour f(x) = £,F.(x+if^.O)é B(2. ), on 
O J 

définit 

<fKf(x) = f(<p(x)) = YjF^ (fU+±d(f~Vr.O)). 
On a 

( 3 . 1 2 ) S.S.^f = (f~]xtd(j>)S.S.Î. 

Démonstration II reste à vérifier la dernière relation. Or on a 

(d<j>~V)° = td<fr° . 

En effet 

( 3 - 1 3 ) *é(d<fV)° <^<? ,d f "V><0 <td<y"1r,r> <0 <=> tdy " 1 r ^ r 0 

<=? J^c^P 0 . C.Q.F.D. 

ilotons que le changement de coordonnées transforme l'intégrale de façon 

habituelle avec la valeur absolue du jacobien comme facteur. En effet, 

l'intégrale était définie par l'intégrale ordinaire pour les fonctions holo-

morphes qui obéit à la règle habituelle. 

La translation f(x)l—» f(x-a) qu'on a déjà implicitement utilisée peut 

être considérée comme un exemple du changement de coordonnées. Un autre 

exemple est l'homothétie f(x)h-»f(Xx), d'où la définition d'homogénéité 

ou de parité pour les hyperfonctions. 

Exercice Soit V C C n un ouvert. Posons V = (z€C n; z*v}. Pour F(z) 

€ Cf(V) soit F(z) la fonction définie par F(z) = F(z). On a FtzJfO'tï). 

En particulier F(z) 6 d(Sl +iro) => F(z) 6* é(Sl -iro). En définir la conjuguée 

complexe f(x) d'une hyperfonction f(x) et déterminer S.S.f à partir de 

S.S.f. Donner la décomposition f(x) = Ref(x) + ilraf(x). 

2° Hyperfonctions dans une variété analytique réelle Un espace topolo

gique séparé K, avec la donnée de recouvrement ouvert {Xî*} * des homéomor-

phismes y a : Û > — > H
n tels que, pour Çl^ n ÇLp £ d9 % e Ç f ^ ] : 

>9^(il>nXl/Li) soit une application analytique réelle, est dit une variété 

analytique réelle de dimension n. Avec ces coordonnées on peut définir de 
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façon quotidienne le faisceau A de fonctions analytiques réelles sur M. De 

plus on peut définir aussi le faisceau B d'hyperfonctions sur M: Sur chaque 

ouvert Çl^ définissons-le en rapportant celui sur ^(SL^). Sur l'intersection 

Si^nO-n ils se relient par la transformation en Définition 3 . 3 . 1 induite par 

le changement de coordonnées ^¡1°%^^ 9 d e sorte que l'on obtient un faisceau 

B bien défini sur M. Le changement de coordonnées étant compatible avec le 

plongement AC*B, A est toujours un sousfaisceau de B. La notion de supp 

et de supp sing restent valable. De plus, si l'on considère les points de 

1 H 
S.S. comme ceux dans T S M (le fibre en cosphères de M, avec les accessoirei 

1 CD 

4- et ao), cette notion reste aussi bien définie. En effet la formule ( 3 * 1 2 ) 

signifie que les points de S.S.f comportent pour le changement de coordonnées 

comme ceux de S*M. 

Considérons ensuite l'intégrale définie d'hyperfonctions sur M. Notons 

d'abord le 
B 

Lemme 3 * 3 * 2 Le faisceau^d'hyperfonctions sur M est flasque. 

Démontrons plus généralement qu'un faisceau ^ sur M tel que J\si* 
soit flasque pour tout *A , est lui-même flasque. ($\Çl^ # la restriction de 

y sur , est le faisceau sur défini par Q^dQ - ?(fi).) Prenons f€£(fi). 

Considérons l'ensemble des couples (f,n) formés d'un ouvert n => Q et d'un prolon

gement f € 3?(q) de f . Il est un ensemble non vide et inductivement ordonné 

par l'ordre bien entendu, donc admet un élément maximal (f ,fi) d'après le lemme 

de Zorn. Si M , il existe fi^ tel que ÇiOC^ ï <j> et n^fi^. Puisque 

yjft̂  est flasque, il existe un prolongement ç de f|nnn^ • Posons 

<y f sur si 
f = < 

, f̂  sur SI* 

Alors Cf, SluSl^) est un élément plus grand que (f,il), ce qui est contradic

toire. C.Q.F.D. 

Soit K C M un compact à frontière régulière (y comprise jzO • Supposons 

que f(x) est une hyperfonction définie au voisinage de K et analytique 

réelle au voisinage de "&K. Soit dx un élément de volume analytique réel 



- 66 -

III-17 

défini au voisinage de K. Alors on peut définir ^ Kf(x)dx de la manière 

suivante: On remplace d'abord cette intégrale par \%xr(x)f(x)dx, de sorte 
M K 

que l'on peut supposer que supp fCK. Puisque K est recouvert par un nombre 

fini de cartes de coordonnées £1^, on peut prendre une décomposition f = 

j 
£,fj telle que supp soit un compact dans • ^n P o s e alors 

\f(x)dx = f,(x)dx, 

où on calcule chaque terme dans le second membre en le remportant sur ^ j ^ 5 ^ * 

On peut montrer de façon élémentaire que le résultat ne dépend pas de la 

décomposition utilisée. 

En effet ceci est vrai si supp f est contenu dans un seul JTẐ  et que 

la décomposition se fait dans cette carte. Notons aussi que si supp f C 

52^^ Qp, alors le résultat d'intégrale est même en deux choix de coordonnées. 

Cela dit, étant données deux décompositions de f, on peut d'abord trouver 

un raffinement à chacune, de sorte que les éléments du recouvrement sont 

communs en deux décompositions. Soient donc f s ĵT>fj = Îj^j» °^ s U p P fj> 

supp sont des compacts dans tH^-Con a réuni les termes à support dans le 

même . Ensuite, démarrant à partir de £1^ , on peut modifier les deux 

décompositions sans changeant la valeur d'intégrale de façon que dans les 

expressions ainsi obtenues 

on ait f j • s gj' pour tout j et que supp f^, supp soient compacts 

dans 0 n peut recommencer ce procédé avec le recouvrement 

O/j^"}' aboutissant finalement à l'intersection minimale formée d'ouverts 

disjoints. Puisqu'il s'agit de la décomposition d'une hyperfonction fixe, 

les termes qui restent doivent s'accorder. 

Cet argument peut se généraliser au cas suivant: Soit f(x,t) une nyper-

fonction sur une variété du type produit M X T . On dit que le support de f 

est compact par rapport à t si la projection naturelle M*T-*M est propre 

sur supp f, i.e. si pour tout compact KCM, supp f n K x T est compact. 
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Alors on T)eut définir \ f(x,t)dt en recollant celles dans 7° du paragraphe 

précédant de la même manière que ci-dessus. Plus généralement soit <j> : M 

-» N une application de variétés analytiques réelles. Supposons qu'elle est 

lisse, i.e. oue le rang de d^ est maximal partout. Soit f(x) une hyper

fonction sur M telle que ÎîHsudp f s o i t propre, i.e. que pour tout compact 

K C N, ^~1(K)rï supp f soit compact. Alors on peut définir l'intégrale de f 

le long de la fibre de « f(x). Le résultat est une hyperfonction sur 

N. En effet d'après le théorème de la fonction implicite une telle application 

est localement (i.e. sur l'image réciproque d'un petit ouvert de N) de la 

forme de projection. Donc on peut définir cette intégrale localement comme 

ci-dessus• 

n — 1 
Dans la suite nous n'utiliserons que la sphère S comme variété analy-

n 1 
tique réelle. On sait bien la structure de S comme une variété analytique 

réelle. Mais il est souvent utile d'utiliser les coordonnées -de elles-

n n 1 
mêmes de R qui contient S " comme la sphère unité: on désigne un point 

n 1 2 2 n i 
de S par ((^..,,0^) satisfaisant à Gû« + ...4{Cn = 1. Puisque S* ~ est 

orientable, l'élément de volume standard est exprimé par une (n-l)-forme. 

Cette (n-t)-forme est induite par une sur R n: 
n . . 

ÇT(-1) J" C*).dU)]A • — A
 dt0j-i A d u j + 1 A - A ^ -

En effet, si on prend le produit extérieur avec le vecteur conormal unité de 
2 Z 

la sphère tûj du^ +.. • + a >

n

d ^ n ^ cela donne dt^ ̂  ... sur 6^ + . . . + ^ = 1. 

Par abus de notation nous allons désigner dorénavant par d60 cet élément de 

volume sur S 

Exemple 3 * 3 * 3 Décomposition de la fonction S en ondes planes: 

M \ <w ï (n-1)! f du) 

( 3 - u ; mx; = (-2711)* isn-i (xi*-io)" 9 

où x(0= x 1W 1+ .. . + xncOn. La composante WQ(x,0>) = (1^7Ci)w? (xuHiO)h e s t c o n s i d é r é e 

comme une hyperfonction en (x,tO) sur R n X S 1 1" 1 • Notons que la fonction 

1/(zÇ)n en z s x+iy, Ç =1+1*1 est holomorphe au moins dans la résion où 

comme la valeur au bord de celle-ci 
Im zÇ ~ xq +y$ > 0. Donc nu vciifrinage ri» cnmmii in Trnlnnr» nn hnrii \Yc(x,<0) est 
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une hyperfonction contenant Où comme paramètres analytiques réels. Donc 

comme l'opération de restriction on peut considérer la spécialisation des vari-

П— 1 

ables (o € S " . Le résultat WqCx.Cû), en tant qu'une hyperfonction de x, 

contient une seule direction -tOdxœ dans S.S. Donc ( 3 . 1 4 ) peut être consi

déré comme la décomposition spectrale de la fonction S. 
Démontrons (3.14). Notons qu'on peut décomposer l'intégrale Г Wn(x,u))du> 

Jcn-1 
comme ZJL W0(x,u))duu = EJ x E (w)W0(x,uj)da) suivant une décomposition (JEj 
de S17"1 . éeci est valable puisque ш sont des paramètres analytiques réels 
(voir la remarque faite après le théorème 3.2.8bis). Soit donc Г le o-ième orthant 

о 

{<J\Im z^> o} . On a 
С W (xfu»du* = £ \ п и W0(x,w)d« L s m W (z,*)d*l 
J^.? " J t > S 0 U cr J Г(гЛР 0 J z » x+i Г^О 

et la dernière intégrale est celle au sens ordinaire pour une fonction holomor-

phe. En remarquant que Se(iziO) = - Im ZuJ < 0 dans le domaine d'intégrale, 

on peut utiliser la formule 

Г 0 0 irzu> n -1 _ (n - 1 ) ! 

où l'intégrale converge absolument. On a donc 

- ( 2 T t ? J 0

 6 ^ Г ' - З о >» 
_ tfî — QU 1 
" (-2 7 t i ) " z, .. .z * 1 n 

On a donc par définition 

C^(x,U))da}= =S(x) . C.Q.F.D. 
V й 0 cr ^ d T r i J I V ^niz^x+ i r^O 
Remarquons que, ici c'est sous entendue la formule bien connue S(x) = 

(2ir)^ e l X^ d?' E n e f f e t l e c a l c u l ci-dessus justifie celle-ci dans un sens du 

ooint de vue d'hyperfonctions. 

Bien que la formule ( 3 . 1 4 ) soit belle, elle n'est pas tout à fait utile. 

C'est parce que la composante Wq(x,k)) n'est pas analytique sur le plan xlO 

= 0 même en dehors de l'origine où Ç était nul. On améliorera cette formule 

ultérieurement pour annuler ce défaut. 

Exercice Soit A une matrice non singulière. Montrer a u e 8(Ax) = 
| H * t û | - 1 * ( y ) . déduire q u e S.S.S = { O ^ X ^ S ^ e t la dernière formule 4 e 
l'Exercice 3 * 1 
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3 ° . Substitution du type général. Soit maintenant x' = ^Cx) une applica

tion analytique réelle de Û C S n dans ¿2 <= R m. Soit f(x)è B ( S ) une 

hyperfonction à l'expression valeurs au bord f(x) = ^F.Cx+ip-O). On veut 

définir la substitution <y*f(x) = f(<f(x)). Mais tout d'abord, pour que l'on 

puisse définir <̂ *JF. (x+iKo)), il faut que la fonction F.(<f(z)) soit holo-

morphe dans un coin infinitésimal £l+iPO, i.e. qu'il existe V tel que 

d^rcf^. Cette condition-ci peut se réécrire comme suit: 

djfc 4&(dyr)° O TjS Ker d(fnT = (Im d<f)° n nj° = lo}. 

En effet (dCj>f)° O Pj ô e s t équivalent à d<ffc T̂* donc pour remonter la 

flèche on doit examiner la frontière séparément. La deuxième condition assure 

alors O ^ d V p , et la troisième assure que les autres points tyiD ^ 

à la frontière de fj ne sont pas dans d^V. (Voir le dessin. 

Notons que d<^F engendre le sous espace linéaire Im d<f puisque 

F est un cone ouvert.) En se rappelant le calcul ( 3 • 13 ) f ° n ï i { f ^ ^ f 

peut encore la réécrire comme suit: 

td(j>"V° Z> Im̂y + F 0 = Rn, Ker t d(^ n K ° = i o } . J J 
( 3 ' ; 1 5 ) 4^ |% ^ f c d ^ [y, I m t d ^ + r ° = Rn, Kertdyn'f^° = {o}. 

Notons que la deuxième condition dans ( 3 * 1 5 ) est superflue. En effet, si 

Im^dy / 0 on peut toujours lui satisfaire en choisissant p° à l'intérieur 

non vide compte tenu la première condition. Si au contraire Im^d^ = 0, 

cela signifie que Ker^d^ = H01, donc = {0̂  en vertu de la troisième 

condition. C'est absurde (ou bien, c'est le cas où F.(x+ip,0) est analytique 

J j 

réelle, donc admet n'importe quelle substitution.) 

L'argument ci-dessus devient précis si on localise par rapport à x6 Q • 

On a donc le 

Théorème 3 . 3 » * * La substitution <^f(x) = f(^(x)) est possible si S.S.f 

^ (Imàjf )^ = f6. On a 
( 3 . 1 6 ) S.S.f(<f(x)) C (<f~1 y td<f)S.S.Î. 

En effet, la condition suffisante pour la substitution découle de la 

troisième condition dans ( 3 * 1 5 ) . 

x 
(Pour appeler à l'intuition on a noté (Im d<jO au lieu de 
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(Im d^)° = Ker^dy. En effet, pour un sous espace linéaire E le dual E° 

en tant qu'un cône s'accorde avec le sous espace dual orthogonal E**.) L'esti

mation ( 3 - 1 6 ) découle de la première condition dans (3*15)5 car P est 

arbitraire ailleurs. 

Exemple 3 * 3 * 5 Considérons une courbe analytique <f(t): R —»R n. Soit 
au voisinage de cette courbe 

f(x) une hyperfonction définie^dans un ouvort de R . La substitution ffy(t)) 

est possible si S.S.f ne contient pas (Im djp)"1", c'est-à-dire si S.S.f 

ne contient pas les éléments conormaux de cette courbe. Cette condition exige 

en particulier que f est analytique dans un point où (̂ '(t) = 0 . Ce résultat 

est compatible avec ( 3 *9 ) • 

Exemple 3 * 3 * 6 Considérons une fonction analytique réelle ^(x): ̂ n — > 

R. Soit f(t) une hyperfonction d'une variable. La substitution f(<f>(x)) 

est possible si f est analytique réel au point où d^(x) = 0 . On a 

S.S.f(<j>(x)) = l(x,|d^(x)aD); (<f(x),|dt) « S.S.f} (£= ± 1 ) , 

l'inclusion réciproque étant évidente dans ce cas. En particulier, S(y(x)) 

a un sens si d^(x) £ 0 lorsque <^(x) = 0 , et on a 

( 3 * 1 7 ) S.S.S(<J(x)) = {(x,±jd<fk)a> ; CfU) = 0 } . 

4* Quelques applications 

Dans ce paragraphe nous donnerons deux exemples de calculs formels basés 

sur les théorèmes établis jusqu'ici. Pour simplifier nous omettrons pendant 

les calculs les accessoires 1/i et OD et éventuellement dx dans l'expres

sion de S.S. 

1 ° Convolution Soit f(x)£B(£l) et soit g(x) une hyperfonction à 
CL et K étant dans R? 

suoport compact K,yy On a f (x)g(y) 4 B(Six R n) et que 

SUPP f(x)g(y) C £lx K, 

S.S.f(x)g(y) c {(x,y; ̂ d x + O - ^ d y ) ; (x,V)*S.S.f, (y,>|) é-S.S.g, 0 £ A * l } 

d'après le Théorème 3 . 2 . 4 * Le changement de coordonnées x n x - y , yi-> y 

envoie f(x)g(y) à f(x-y)g(y). On a 
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f(x-y)g(y)€B({(x,y)ÉR2 n; x-yeQ,} ) , 

supp f(x-y)g(y) C {(x,y)€R 2 n; x-yèO-, y a ) . 

Posons donc 

J 2 K = |xéR
n; x-ye£l pour tout y€KJ. 

Alors on peut considérer f(x-y)g(y) comme une hyperfonction sur ÇLV x R
n 

ayant le support compact par rapport à y. 

Définition 3 * 4 * 1 On définit f* gé B ( & K ) par 

f*g(x) = Ç f(x-y)g(y)dy, 

et l'appelle la convolution de f et de g. 

Notons d'abord la relation suivante: 

( 3 * 1 8 ) supp f * g C supp f + supp g. 

En effet on a évidemment 

supp f(x-y)g(y) C (supp f + supp g)X supp g, 

d'où intégrant en y on obtient ( 3 * 1 8 ) . Continuons le calcul de S.S. D'après 

la Proposition 3 * 3 * 1 on a 

S.S.fCx-y)g(y) c{(x-y,y;^(dx-dy) + ( 1 - ^ d y ) ; (x-y, ? )*S.S.f, (y,f)€S.S.g, 

Quand on l'intègre en y, les points de S .S. disparaissent, d'après le 

Théorème 3.2 . 8 , sauf ceux qui satisfont à 

- W y +(1-A)7dy = 0 , i.e. | = ̂  . 

On obtient donc le 

Théorème 3.^.2 On a 

( 3 * 1 9 ) S.S.f*gc{(x+y,$); (x ,$ )éS.S.f, (y ,Ç)é S.S . g ] . . 

En particulier, si S.S.f et S.S.g ne contiennent aucune direction commune, 

f-#g devient analytique réel. 

Notons que d'après le Théorème 3 * 1 * 8 on a aussi 

(3.20) supp sing f *g C supp sing f + supp sing g. 

Examinons maintenant quelques propriétés connues pour la convolution. 

Proposition 3 * 4 * 3 Soient f et g comme ci-dessus. On a 
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f*g = J f(y)g(x-y)dy. 

Soit de plus h une hyperfonction à support compact L. On a alors (f*g) 

# h € B ( £ R + L ) et 

(f#g)*h = f*(g*h) = (f*h)#g. 

On a aussi 

3*'(f*g) = (^f)*g = f*3«g, 

f *s = f. 

Démonstration La première formule découle du changement de coordonnées. 

pour l'intégrale. Cela signifie, en particulier, que g-fc h = h% g pour 

deux hyperfonctions à support compact. Notons que = ̂ K+L* 0 0 1 1 0 ^ a 

deuxième formule est un cas particulier de la Proposition 3 . 2 . 9 . Il en est 

de même de la troisième. Notons enfin que f(x-y)S(y) = f(x)S(y). En effet, 
n 

au voisinage de y = 0 on a f(x) = f(x-y) + 23 y.f.(x,y) avec certaines 
j = l J J 

hyperfonctions f .(x,y) comme on le voit facilement au moyen d'une expression 
J 

valeurs au bord. Puisaue y^Cy) = (yjS(yj))S(y1)...S(yj-l)S(yj. + 1)...S(yn) 

= 0 , on en déduit l'égalité ci-dessus. On obtient donc ^f(x-y)S(y)dy = 

^f(x)S(y)dy = f(x) d'après l'Exemple 3 . 2 . 1 0 . C.Q.F.D. 

Pour nous assurer, réexaminons ce qui ce passe au niveau de l'expression 

valeurs au bord. Reprenons f(x) et g(x) comme ci-dessus. Pour simplifier 

la notation supposons que suop gcInt(K). Prenons les expressions valeurs 

au bord: 

f(x) = £F\j(x+i/JO), g ( t ) = 2]G k(t+iA k 0) , 

où G, (rtr) est supposé holomorphe au voisinage de 3K. On a alors 
A. 

f(«-t)«(t) . î & j f » t ) \ ( T ) ] ( „ , ) W ( x , t ) + i £ . o, 

où 

E j k = {(y,s)<?a2n; y-s €Ty 8 f A k } 
2n 

est un cône convexe dans R . Notons que p (£ ) = H. + A et que 

^sur (fy+ir}'0)x^ ^ ^ 
F.(z-T)G, (T) est holomorphe^ii T é Donc cette expression satisfait à 
J K 

la condition indiquée à la fin de £ 2 , 7 ° , de sorte qu'on obtient 



- 73 -

1 1 1 - 2 4 

( 3 . 2 1 ) Ç f ( x - t ) g ( t ) d t s n L F j ( 2 " t - i E k ( t ) ) G k ( t + i E k ( t ) ) d ( t + i £ k ( t ) ) ] Z H - x + i r . O 

^ bordé par 3K J 
où t+ifc (t) est un cheminAtel que £, (t)€ A, et y- £ ( t ) e p . pour 

télnt(K). La seconde condition sera satisfaite pour y = Im z fixe dans VA 

dès qu'on choisit ^(t) suffisamment petit. Donc on peut en effet choisir 

le chemin indépendant de j et on peut réunir les termes de sorte qu'on obtient 

( 3 . 2 2 ) ^(x-t)g(t)dt=^[^ j(z-t - i e k(t))G k(t+i£ k(t))d(t+it k(t))] z^ x + i r 0 

= Z f r.(z-t)g(t)dt] 2^ . 
J J 

Dans la dernière expression l'intégrale est celle pour 1'hyperfonction 

F.(z-t)g(t) ayant le support compact par rapport à t oui nous donne éventu-
J 

ellement une fonction holomorphe. D'où en particulier on regagne f#S r f. 

Remarquons ensuite que dans l'intégrale ( 3 * 2 1 ) on peut ajouter 3K-m{^'3LJ 
où a est un vecteur fixe suffisamment petit 

OS^il}^ En effet, sur cette partie la somme ^Fj(z-t)G kCc) s'annule en 

tant que des fonctions holomorphes, donc s'annule aussi la somme des intégrales. 

Par le théorème de Poincaré on peut modifier ce nouveau chemin à un autre de 

la forme t+i£/(t) bordé par K̂-»{ia} et satisfaisant toujours à £f (t)é A 

et y-£/(t) € f7 pour tflnt(K). En faisant z et a varier de façon conve-k j 

nable on obtient ainsi le prolongement de l'intégrale dans ( 3 . 2 1 ) à ^2^+iA.û+ia 

pour tout a ^ A k suffisamment petit. Ainsi l'intégrale devient holomorphe 

dans & v + i ( r , + / L)0 et on peut remplacer la limite z^x+if.O par zv^x+KT +Â. XI 

Compte tenu ( 1 7 M ^ ) 0 = T - j ^ A ^ 0 * o n regagne la partie directionnelle de 

1'estimation ( 3 . 1 9 ) . 

Four voir (jf(x-t)g(t)dt = ^f(t)g( x-t)dt; fixons z et choisissons dans 

l'argument ci-dessus a = y = Im z. Soit t+i£^(t) le chemin ainsi obtenu, 

i.e. tel qu'il soit bordé par ^K^Ly) et £' (t )éA, , y-£/(t)é H: sour 

Int(K). Posons £^(t) = y-£/(x-t) et faisons le chantement de variables réel 

rC ri 

ordinaire x-tl->t. On obtient alors l'intégrale 

^ ( x^ KF j(t+i^(t))G k (2-t-i£*(t))d(t+iEj(t)), 

où f."(t)e P. et y-£/'(t)éA, pour t € Int({x^-K) • Quand x parcourt le 

ri J ri ri 
voisinage d'un point de £2^* on peut remplacer de même le domaine d'intégrale 
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-K par un autre plus grand et indépendant de x. Ainsi la somme de ces 

intégrales après passées à la valeur au bord nous donne par définition 

l'intégrale JRnf(t)g(x-t)dt. 

2° Analyticité et causalité Dans ce paragraphe nous étudierons la relation 

entre le support et le spectre singulier d'une hyperfonction. Il est clair 

qu'ils ne peut pas être indifférents entre eux, car il n'existe pas de fonc

tion analytique réelle dont le support est limité. C'est alors la micro

localisation de l'unicité du prolongement analytique; 

Théorème 3«4»4 (Kashiwara) Soit f(x) une hyperfonction définie au voisi

nage de l'origine de R n. Supposons que supp f(x) C £ x ^ 0 | . Alors les 

deux propriétés suivantes sont équivalentes: 

a) 0 € supp f(x); 

b) ( O ^ - d x ^ ) € S.S.f(x) . 

Démonstration b) =^a) étant clair, démontrons non b) => non a ) . 

Pour fixer l'idée supposons que ( 0 , + 4-dXj œ) £ S.S.f. Considérons le change

ment de coordonnées 

, /s/ ^ . 2 
= x 1 + £ x' 

< 

[x' = x' . 
où fc> 0 est une constante et x' = (x a,...,x w). 
Il est appelé la transformation de Holmgren et souvent utilisé dans la théorie 

des équations aux dérivées partielles. Avec ces nouvelles coordonnées le 

*>t "v 2 
support de f est contenu dans l'ensemble x 1 2> £ x ' ; ainsi compact par 

à nouveau 
rapport à x' . Pour simplifier écrivons x ̂  au lieu de 3c. En vertu de la 

Proposition 3 . 3 • 1 on a toujours (0,+4- D^0D)^S.S.f. Prenons S > 0 tel que 

S.S.fft {x«j< S*jX { + ^ d 3$p} - = ¿. Posons 

U23)g(x,u>') = f(x) * W 0(x ' , (0 ' ) Çf(x« jyMV^Cx'-y'jCO^dy', 
X déf J 

où VVqCX1,©1) est la composante de la décomposition ( 3 . 1 4 ) pour S ( x ' ) . 
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g(x,cû') est une hyperfonction de x, gj'. Nous essayons de démontrer g(x,Oï') 

= 0 . Pour cela considérons d'abord 1'hyperfonction d'une variable x 1 comme 

suit: 

h(xi;z',o)') = Çf(x1 ,y')W0(z'-y',u}')dy«, 

n 1 n 2 

où z'€C et Oi'éS sont fixes de façon que Im z'o)'>0. On a 

supp M x^z'.u 1) C {x^> 0) . D'après le Théorème 3.2 .8 on a aussi S.S .hCx^ 

z1!***1 )n (x. < X [+4dx1aD'̂  s Donc d'après le Théorème 1.6.6 qui est le 

cas particulier d'une variable de notre théorème, on conclut que h(x. ; z 1 ..(O1 ) 

= 0 dans x ^ S . Pour remonter à g(x,tO') regardons en détail l'intégrale 

( 3 . 2 3 ) . 

Soit f(x) = ̂ F.(x+iT.O) une expression valeurs au bord. On peut SUPPO-
J J

 2 (1 , 0 , . . . , 0 ) ^ l J ^ 
ser que ^ j ^ z ^ sont analytiques en dehors de x^fcx' et que^Par la défini

tion d'intégrale on a 

( 3 . 2 4 ) g(x,cc») = '?a J(^Ç
,)|( S B, ç.) 1^ ( x, w,) + iA 4o» 

où Gj(z,V> = 5 D Fj(z1,T')
,.V0(z'-t

,,<,)dt.«# 

D. est un chemin bordé par |x'| = et choisi ailleurs de façon que 
J n Int 
(ZpT'J^R + i H î 0 e t ^ s 1 " ' ^ > 0 P o u r f c f € A D j # C e t t © dernière condition 

sert à préciser A.. Comme le calcul à la fin de 1°, on voit que pour Ç' 

= iO'ÉS n~ 2 fixe G.(z,ui*) se prolonge en z dans R n+i P,0+ {O^xflra z'0O'>O]r. 

Cela signifie que g(x,to') contient to' comme paramètres analytiques réels 

et de Plus que A-nt*?' = 0 } ° ["V{y1
 ; y ' fo '> 0} , où ^' désigne les variables 

imaginaires pures correspondantes à o)'• Fixons maintenant z' de façon ^ue 
K.(z;z:\u>')* 

im z'ûi f >0. Alors en passant aux valeurs au bord les fonctions J^G_.lz,W) 

de (3.24) donnent évidemment une expression de l'hyperfonction M x ^ z ' , ^ ) . 

ce qui est nulle. Notons que H .(z-;z'/U)1) est holomorphe dans un coin de 

j ' 
largeur r.+ }y' jy'^' > 0\(\ (y '=CteJ . Un calcul élémentaire montre oue ce 

J 1 * Rrt-*R 
dernier est égal à P^ T j ) , où p ^ ̂ désigne la projection sur la première 
composante. Rappelons alors que ( 1,0, ... ,0) ji » i» 6» <?ue fj/^fy^O} ¿4* 
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Donc toutes les K.(z 1 ;z',w') sont holomorphes dans le même coin R + iO, de 

sorte que la somme 2h.(z.;zJd)') s'annule au sens ordinaire (Lemme 3.1.35 

mais facile de le voir dans le cas d'une variable). Ainsi d'après l'unicité 

du prolongement la somme HG.(z.Ç') elle-même s'annule identiquement. Cela 
j 

implique g(x,u)f ) = 0 . 

Maintenant, d'après l'Exemple 3 . 3 « 3 j la Proposition 3 . 2 . 9 et la Proposi

tion on a 

0 = ^sh_2f(x,ù>')dco' = ^ s n - 2f(x)^W 0(x ' , 6 i f )d6î' 

= f(x)*S(x«) = f(x). 

En effet le changement d'ordre d'intégrales sera généralisé dans notre cas si 

nous remarquons les formules suivantes: 

Ç s * « w o ( x , » w t ) d t t , f = § ^ r T n s ^ ( w , ) w o ( x , ^ , ) d ^ ^ 

^ f r n S « - 2
( u ) , ) f V o ( x f , ( e t ) = f * ( ^ l j n s w - * ( w , ) w o ( x f , u , f ) ) - C - P * ^ D -

On a un autre résultat plus profond: 

Théorème 3 « 4 « 5 Soit f(x) comme dans le théorème précédent. Alors la 

fibre à l'origine de S.S.f a la forme suivante: il existe un fermé F dans 

l'équateur S n~ 1 f\ {dx1 =0} tel que 

S.S.f| x = ( ) = {(0,YÎdxcD);V € F ou f '=o}. 

C'est-à-dire, il est comme une tranche de melon. 

La démonstration,qui nécessite une nouvelle notion de paramètres, sera 

donnée ultérieurement. Examinons maintenant des exemples typiques. 

Exemple 3»4«6 Soit NCR n une variété analytique lisse. Supposons oue 
appliqué après un changement de coordonnées approprié 

supp f = N. Alors en vertu du Théorème 3 . 4 . ^ S.S.f contient le fibre conor-

raal de N, jS*^!?11); Si N s'écrit ^(x) = ... = (f^U) = 0 avec d<g 

linéairement indépendants le long de N, on a 

Exemple 3 * ^ . 7 Soit f(x) une hyperfonction telle que supp f = ̂ x^lx'jj, 
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le cône futur de la lumière. On a 

( 3 . 2 5 ) S.S.f | x = Q = ( 0}x j s * n ~ 1 . 

En effet, d'après le Théorème 3 . 4 . 4 appliqué à chaque demi espace < x , Ç > ^ 0 

avec | du genre temps positif, on obtient d'abord 

S.S.f| x = Q I> {(O^TdxoD);!?,^!?!) . 

Donc d'après le Théorème 3 . 4 . 5 appliqué à { x ^ O } on conclut ( 3 . 2 5 ) . 

5« Microfonctions 

Pour manipuler le spectre singulier systématiquement, nous construisons 

un faisceau C sur ^ X ^ S * 1 1 " 1 qui est l'extrait de la singularité direction

nelle des hyperfonctions. 

Définition 3 * 5 » 1 On définit les deux faisceaux comme suit sur R nX-r S H n ~ 1 : 

f 2 QQ 

H - 1 
- le sous faisceau A de II B associé au préfaisceau 

R n * 7 S ^ n ~ 1 3 i l x l A d x œ *—» i f^BCft); S.S.f n&^tdxœ = fi}. 

- 1 M 
- le faisceau de "microfonctions11: C = Ht B/A . 

Un germe de micro fonction en (x,*j|dxa)), i.e. un élément de la fibre 

C, 1 . . , x, est un germe d'hyperfonction f en x modulo ceux oui sont 
t x , T { d x a D ; 7 

micro-analytique en (x,-T-5 d x a D) > donc juste l'extrait de la partie singulière 

de f en ( x,jÇdxœ). 
n— 1 

Théorème 3 . 5 . 2 C est un faisceau flasque. Si A d S est un ouvert 

connexe, on a 

( 3 . 2 6 ) C ( 5 l x l A d x a > ) = B(a)/A*(&K-~AdxoD) . 

En particulier, prenant A= S11""1 et remarquant que A H(JLX *^S^ n~ 1 ) = A(£Z) 

d'après le Théorème 3 . 1 . 7 * on a la suite exacte des faisceaux: 

( 3 - 2 7 ) 0 —>k — » B -SE-* 7C KC - » 0 

Pour f éB(£l), nous désignons par sp(f) plutôt la section de C(SlX ̂ S ^ n ~ 1 ) 

qui lui correspond par l'identification 9rC(Q,) = C(ÛXtS*11"1 ). On a alors 

S.S.f = supp sp(f). 

Nous démontrerons ces propriétés vers la fin de notre cours. Notons que 
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le Théorème 3 . 2 . 1 découle de ce théorème. En effet soit f^B(CL) et soit 

F1 O F 2 Z> S.S.f. On a alors F, V F £ D supp sp(f). D'après la flascité de C 

on peut décomposer sp(f) à la forme g- + g n dans C(£T*TSKn""1 ) telle 
1 2 1 GD 

que supp g. C F., j = 1 , 2 . En vertu de ( 3 * 2 6 ) g. a un représentant f . € 

j j j j 

3(£1). Alors f - f. - f 2 est dans A(£Z). En ajustant f1 par cet 

élément on obtient une décomposition voulue: f = f +f?J S.S.f. = supp sp(f.) 
= s uPP S i ^

 Fi • 
J J locale 

Toute opérationA(homomorphisme de faisceaux) sur B qui respecte le 

S.S. peut s'induire sur C de façon évidente. Parmi eux sont énumérées 

la dérivation, la multiplication par une fonction analytique réelle, donc 

l'opération d'un opérateur aux dérivées partielles linéaires à coefficients 

analytiques réels. Mais en plus C admets quelques intégrales comme homo-
morphismes de faisceaux., ce qui est la principale raison de l'introduction 

de ce faisceau. Considérons par exemple l'intégrale indéfinie par rapport 

f x 1 

à x«: V f(x)dx1 . Désignons par le même symbole f(x) une micro-fonction 

et une hyperfonction qui le représente (un tel abus de notation est systéma-

ticuement utilisé dans la littérature courante). Soit f(x) = ̂ F.tx+iF-O) 

une expression valeurs au bord valable sur un compact^La* ,b̂ 3 X K 1. On 

peut supposer que, soit Tj /^fy^ 0 } ^ ¿1 s o i t Fj 5 (1 $ 0 , • • • ,0) ou fj ? 

( - 1 , 0 , . . . , 0 ). On peut en effet toujours trouver une telle expression si on 

emploie le Théorème 3 » 1 * 7 après avoir décomposé S.S.f de façon suffisamment 

H' / 

fine. Pour un terme de la première espèce, on pose / 

G.(z) = l 'F.(z)dz, \ / 

où l'intégrale est faite le long d'un chemin dans le plan complexe z' = Cte. 

lun coin infinitésimal contenant (K+il}ojn{y,»c}. 
Alors G-.(z) est holomorphe dans l.-mim. cciin in f i n i a i i u n l iji.hu1 -E.. 

J J 

Pour un terme de la deuxième espèce on choisit i > 0 suffisamment petit 

et on tjose 
rz >% 

Dans ce cas G.(z) est holomorphe dans>la p a r t i . . d > n » ) + Im z<*\ du co±n 
J "un" coin infinitésimal contenant K+i{(t^Ci-;O;0S^ 

http://iji.hu1
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niigiiMl. On obtient ainsi une hyperfonction g(x) : £jG .(x+iT.O). Il est 
3 J J 

clair que - ^ g ( x ) = f(x), i.e. que g(x) est une primitive de f(x). On 
1 3 

démontrera ultérieurement de façon systématique que ^r— g(x) = 0 implique 

que g(x) est une hyperfonction de x f seul. (Notons qu'au moins on peut 

directement vérifier que le changement de a 1 ou de £ n'affecte la primitive 

ci-dessus que par une telle hyperfonction.) Puisqulune telle hyperfonction a 

son S.S. dans l'équateur dx1 = 0, on conclut que 7^ : C->C est un iso-

morphisme de faisceaux en dehors de l'équateur. Donc on a la 
Proposition et 
Définition 3«5«3 L'intégrale indéfinie calculée comme ci-dessus est un 

homomorphisme de faisceau c\^x ;É0~*C|dx ¿0 i n v e r s e d e ^ 1 • ®n l e désignera 
1 1 1 

donc par . 

Exercice Pour comprendre le besoin de la cohomologie essayer de démontrer 

à la main que ^ ^ ( x ) = 0 implique que g(x) est une hyperfonction de n -1 

variables x'. 

Nous faisons ici une petite esquisse sur l'opérateur micro-différentiel 

(pseudo-différentiel). C'est un opérateur à forme formelle comme suit: 

(3-28) p(x/3) = Y* Pi(x ,3) , 
j=-0D J 

où p.(x,$) = Ul p.(x,co), a = et p.(x,C0) est une fonction analytique 
J (avec l'identification évidente)) 

réelle en x, cû définie dans un ouvert U dejUjfoffij C (D'habitude on 
ÇjpxSyi~'1 (plus précisément^ 

dit plutôt que Pj(x,£) est une fonction positivement homogène de degré j 

définie dans l'ouvert correspondant de R nX R K n.) On met de plus l'hypothèse 
Pour tout point (x°,0)C)éU, 

suivante: y^il existe un voisinage complexe et des constantes A, B > 0 tels 

que p.(z,^) y sont holomorphes et vérifient 

( 3 . 2 9 ) IPjU.Ç)! < ÀlM'ljl! 

Définition 3 . 3 . 4 Une somme formelle (3*28) satisfaisant aux conditions 
d'ordre m 

énumérées ci-dessus est dite un opérateur microdifférentiel^défini dans U. 

La série formelle Hp,(x,Ç) est dite son symbole total, et P m(x fÇ) son 

symbole principal. (Bien entendu on suppose dans ce cas que p (x,Ç) 5É 0.) 
m 

Il opère à cjp comme un homomorphisme de faisceaux de la manière f >• 
m 

p(x/9)f = p.(x/d)f dont la signification sera précisée ci-dessous. 
j=-oo J 

Nous allons d'abord définir l'opération de p(x/à) pour W^(x,tt), la 
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composante de la décomposition de ô dans l'Exemple 3 « 3 « 3 ' Posons 

pour j > 0 , 

(3 .30) $ a ) = j r j y j • 

On a alors -|-§j = + 1 et WQ(x,05) = ( 2 % i ) ~
n fn(xtt+iO). On définit 

( 3 . 3 D K(x,;;u» = P(x,3)W0(x-t,co) = [^jt ^ ^ ^ n , j ^ A z ^ U M 

= P 3 ( x » w ) ^ n + j
( ( x - t ) ù ) + i 0 ) ' 

où la deuxième ligne est symbolique. Grâce à l1estimation (3*29) la série 

en fonctions holomorphes dans le crochet converge localement uniformément en 

z, T, Ç pour (z,£) dans ce voisinage et t(z-t)<s|« 1, Im(z-"C)Ç > 0 . 3onc 
(^(x^JéU, Ix-tl « 1 et contenant Y>& comme paramètres analytiques! 

(3 • 31 ) donne une hyperfonction de x,-t,uJ définie dans^Y • Soit maintenant \?eekj 

( x ^ d x œ ) * U un point. A une microfonction f € C, oli#fc ^ Quelconque, 
1 \ X j^^ClXQD / 

p(x,9) opère comme suit: 

p(x,3)f(x) = ^Kf(t)dt^AK(x,t;(i))d^, 

où A est un voisinage de co et K un voisinage de x tels que f est 

définie sur K+rAdxco et représentée par une hyperfonction sur K qu'on a 

désignée encore par f. Le symbole signifie qu'on calcule l'intégrale 

après avoir coupé le support de f dans K. Notons que le résultat en tant 

qu'une micro fonction au voisinage de (x^,4aPdxoo) ne dépend pas de K ou A . 

En effet, just comme dans le cas de W^CTÉ-t,^) on a 

S.S.K(x,t;C0)C {(x, tva);^(dx-dt)-»-(x-t)do:}GD)> 

d'où, d'après le Théorème 3 » 2 . 8 b i s on a 

S . sA K(x,t;co)dcO c{(x, t;k)(dx-dt)aD) ; <0é A,x=t} V {(x, t ;-r(0(dx-dt )OD) ; bùt^à}. 

Donc cornue dans le calcul de §k> 1° on voit que la différence pour divers 

choix de A est microanalytique partout en direction tt et l'ambiguïté de 

f au voisinage de 9K n'affecte à l'intérieur de K que par des directions 

dans ^A. 

Compte tenuela Proposition 3 *2 .9 on peut changer l'ordre d'opération de 

pCx,^) avec l'intégration. Cela dit, d'après l'Exemple 3 . 3 . 3 on retrouve 



- 81 -

1 1 1 - 3 2 

notre définition plausible: 

p(x,3)f = p(x /3) §S(x-t)f(t)dt = p(x,B) Jjf(t)dt Ç\V0(x-t,ù))dcxi 

= ^f(t)dt ^ P(x3)W 0(x-t,tû)daV= Çf(t)dt $K(x f t;tf)d(0. 

Ce calcul sera justifié si on introduit le domaine d'intégrale comme ci-dessus. 

On pose 

K(x,t) = p(x /3)S(x-t) 

et l'appelle le noyau de l'opérateur p(x/d). Il est une microfonction de 

x, t définie dans {(x, t ;-0)(dx-dt )qd ; (x,ûi)éUJr. Notons qu'au voisinage de 

la direction lù0(dx-dt) on a S(x-t) = ^W Q(x-t ,Ci>)dco, donc X(x,t) = 

^ K ( x , t ;ce)da> en tant qu'une micro fonction • 

On peut encore donner l'interprétation de ( 3 » 3 1 ) comme suit: Considérons 

par exemple au voisinage d'un point (x^,((?)é UnJ4)^>0]. Alors comme le 

n 1 

système de coordonnées de S on peut utiliser a)' = (& 2, . • • • Soit 

p.(x,uù) = £ p ^ X ) ( « ' - u P ' / 
0 0 

le développement de Taylor partiel dans un voisinage de (x ,o4 ). On a alors 

dans le coin correspondant 

En remplaçant ici 5' P a r ^' = •••$ n)
 e t ? a r l l o P ^ r a t e u r d e 

Définition 3 . 5 * 3 > on obtient une série d'opérateurs intégro-différentiels 

( 3 . 3 2 ) 2 p . / » ' ( X ) O ' / 3 : 1 - u > 0 ' ) / S ' 9 : j . 

On voit facilement que ( 3 * 3 2 ) donne ( 3 » 3 1 ) au sens formel. Notons aussi que 

si ) u ) ° ' | « 1 , ( 3«32 ) définit un opérateur sur les fonctions holomorphes au 

voisinage de Zj = a^ifc, la limite inférieure de l'intégrale. Mais on ne 

peut pas tout de suite déduire par majoration que ( 3 « 3 2 ) redonne pour ?(z) 

€ 8(CL+iVo) un autre élément de tf(&+iro). Ce calcul de majoration devient 

praticable si on remplace encore 9'^' par le noyau de Cauchy correspondant 

( f £ i T < ( z ' - f ) * ' + ë ( 0 Ù * = ° ' e t Par le noyau (Y.')\ 

)log(z,- T<)-fZAinsi on retrouve le noyau 
L 1 1 1c»+ * 
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Remarque Historiquement l'opérateur pseudo-différentiel a été introduit 

pour généraliser l'opérateur différentiel sur la base de la formule 

(3 .33) p ( x , 9 ) f ( x ) = P U ^ f - ^ ^ ^ e 1 ^ ! ) ^ ^ 

ce qui est certainement valable pour un opérateur différentiel. A cause de la 

transformation de Fourier f qui intervient, cette formule n'a pas de sens 

local. Mais si on intégre par rapport à r = ||| , on obtient 

p(x/d)f(x) = ( 2 ^ 1 ) W I I n - l P j(x , cOdtoJ œ

e

i x^f(r (o)(ir) n + : i- 1idr, 

où 

Ç V ^ f W i r ^ ^ i d r = C a D e l x r t , ( i r ) I l ^ - 1 i d r Ç e - i t r u , f ( t ) d t 

= Ç f ( t ) d t p e i ( x - t ) r * ( i r ) n + j - 1 i d r = C f ( t ) $ n + . ( ( x - t ) ( i ) + i O ) d t , 
0 R n J 0 J R n n*j 

d'où on regagne notre déf in i t ion ayant un sens "micro-local". Dans l a l i t t é r a 

ture courante on u t i l i s e souvent D = -j-3 au l i eu de 9 pour supprimer l e 

facteur i dans ( 3 « 3 3 ) « 
M 

Le composé de deux opérateurs micro-flifféjeentiels p ( x / d ) = T"* p . C x , ^ ) , 

N j = -GD J 
q(x/9) = 2 . q^(x,3) d'ordre M, N respectivement est encore un opérateur 

j=- OD J M+N 
micro-différentiel r(x,3) = r.(x,3) d'ordre M+N, où 

(3 .34) r (x,Ç) = L . ^ ^ p k ( x , n ^ V ( x , C ) . 

C'est la généralisation de la loi de Leibniz et se vérifie tout de suite au 

moins formellement. Ainsi la totalité d'opérateurs micro-différentiels devient 

une algèbre P . Elle est non commutative. Mais comme dans le cas d'opérateurs 

différentiels, le commutateur LP>q] perd le terme d'ordre M+N. Donc la 

correspondence (T: p(x/d)*—* p M(x,Ç) définit un homomorphisrae d'algèbres de 

P sur "l'algèbre des symboles" commutative formée des fonctions homogènes en 

CD , 
Ç par la multiplication ordinaire. De plus, si F(Y) = TT a,t est un 
' k=0 * 
germe de fonction holomorphe d'une variable en 0 et si p(x/9) est d'ordre 

OD , 
^ - 1 , on peut faire la substitution F(p(xf*à)) = TJa, (p(x,3)) . Le résultat 

k=0 * 
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0 
est un opérateur micro-différentiel Y 7 q . C x , ^ ) dont les termes a . ( x / 3 ) 

sont calculés un à un formellement d'après la formule ( 3 . 3 4 ) . 

Soit p m (x,Ç) le symbole principal de p ( x , 3 ) . La variété 

( 3 . 3 5 ) V(p) = i ( x,5 ) 6 K n X S n " ,

i P m

( x > P = ° ) 

est dite la variété caractéristique de l'opérateur p ( x , 3 ) . (Avec l'identifi

cation évidente on considère aussi que V(p) C R n x | s ^ _ 1 . ) L'opérateur 

p(x ,3) est inversible en dehors de sa variété caractéristique. En effet le 

symbole 1/p m(x ,Ç) y définit d'abord un opérateur micro-différentiel q(x/9) 

d'ordre -m. Alors r(x/9) = 1-p(x ,3)q(x /3) est d'ordre < - 1 comme on le 

voit facilement. Donc en vertu de la série de Neumann on peut construire le 

vrai inverse: 

q(x,^)(l-r(x,/3))""1 = q(x/3) ̂  (r(x/3)) k. 

k=0 

Comme le corollaire on obtient le 

Théorème 3 * 5 * 5 Soit f une micro-fonction. On a alors 

( 3 * 3 6 ) supp p(x/9)f O supp f C supp p(x/d)fUV(p). 

En particulier, soit f une hyperfonction et p(x/d) un opérateur différentiel* 

On a alors (le théorème fondamental de Sato) 

( 3 - 3 7 ) s . s . p ( x , 9 ) f c s.s.f c: s.s.p(x,9)fv v( P). 

On dit qu'un opérateur différentiel p(x /3) est elliptique si V(p) = fi. 

Alors ( 3 . 3 7 ) combiné avec le Théorème 3 * 1 * 8 nous donne le lemme de Weyl: 

Corollaire 3 * 5 * 6 Soit p(x ,3) un opérateur différentiel elliptique. 

Alors p(x/3)f est analytique réel si et seulement si f est analytique réel. 

Exercice Soit f(x,t) une microfonction à support compact par rapport à 

t. Définir l'intégration par rapport à t: ^f(x,t)dt. Démontrer suppÇf(x,t)dt 

d ( p xfcdp )supp f(x,t), où p : rJ*+!?-*r!J est la projection et *dp le dual 
X X X X , v X X 

de la dérivée de l'application p (i.e. la restriction à dt = 0 ) . (Indication: 
x 

Prendre un représentant f(x,t) en hyperfonction et appliquer le Théorème 3 * 2 . 8 . ) 

Exercice On dit qu'un homomorphisrae de faisceaux p: B —>B (resp. C t 

— — — — — — — X X X, \ 
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— J de n variables x est continu s'il se relève à un homoraorphisme 

B > B . (resp. C . T Q — > C f , o) pour des paramètres t quelconque, 
X,u X, u X,U,$,W X,t,$,v 

de sorte qu'il commute avec l'intégrale par rapport à t. Montrer qu'il existe 

alors K(x,y), une hyperfonction (resp. microfonction) de 2n variables x, y 

telle que supp K(x,y)c[x-y=o) (resp. supp K(x,y) C {(x,y , | , 7 ) ; x-y=0, Ç =-'7h 

le fibre conormal de x-y s 0 dans R ) de sorte qu'on a 

pf(x) = ^K(x,y)f(y)dy. 

(Considérer pS(x-y) . ) 


