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Déformations de systèmes différentiels et microdifférentiels 

par 

B. MALGRANGE 

1. - DEFORMATIONS INTEGRABLES D'UNE CONNEXION AVEC SINGULARITES. 

Soient X (resp. T) le germe de variété analytique complexe ((E,0) 

(resp. (<Dn, 0)) , et 0 = <T{x} (resp. 0 = <D{t} , t = (t^.-.t )) les anneaux 

locaux correspondants. Une "connexion sur X x T , avec pôle sur x = 0" sera 

définie par la donnée 

1) d'un module libre de rang m , E , sur 0 rp^ŒfXjt)) 

2) d'applications Œ-linéaires D , D„, . . . ,D : E —Efx" 1 ] vérifiant, 
x i n 

pour f € 0 X x T , e 6 E : 

D (fe) = ^ e + f(D e) , D4(fe) = | f e + f(D.e) . 
x v 7 ôx x 7 i ôt. 1 

On fera en outre les deux hypothèses suivantes 

(I) "Intégrabilité" : la connexion est sans courbure, Le. D x et les 
commutent deux à deux. 

2 
(Kl) "Irrégularité de Katz £ 1 " : on a x D E e E , et xD E<- E . 

x i 
r+1 

[Plus généralement, pour r entier ;> 0 , on définirait (Kr) par x D E c E , 
x 

xFDjE c E ; le cas r = 0 donne une singularité régulière, et le cas r = 1 

est donc le cas le plus simple où des phénomènes d'irrégularité peuvent se pro

duire . ] 
Si l'on a E = O^1 , cas auquel on peut se ramener par le choix d'une 

-XXI 

base, cela s'écrit ainsi : 

(X.l, D xF = f + M F , D l F - a + N i r . . « » T-Uy^ff 
m 
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M et N. des matrices de type (m,m) à coefficients dans 0- [x . Les 

conditions d'intégrabilité s'écrivent alors 

\ bx ôt. î 
; î 

ôt. ôt. i ] 

et la condition (Kl) signifie que M (resp. N.) a un pôle d'ordre £ 2 (resp. £ 1). 

De façon plus intrinsèque, on peut introduire la différentielle de la connexion, 

définie par Ve = (D e)dx + L (D.e)dt. , et la forme de la connexion dans la base 
X X X 

donnée, n = Mdx+EN.dt. ; la condition d'intégrabilité s'écrit alors, avec les 

notations usuelles dn + [fi, fîl = 0 . 

Si l'on a une application S = (ŒP, 0) — T , l'image réciproque 

(cp E,cp v) de la connexion précédente se définit immédiatement, par exemple en 

prenant l'image réciproque de Q , et l'on vérifie que les conditions (I) et (Kl) 

sont satisfaites. En particulier, si n = 0 , la connexion obtenue est la restric

tion de (E, V) à t = 0 ; on la notera (E(0), V(0)) et on l'appellera "valeur 

initiale de ( E , V ) n . En coordonnées, c'est la connexion de forme M(x, 0)dx . 

Ceci conduit aux définitions suivantes : 

DEFINITION (1.2). - Soit (E \v°) une connexion sur X 

i) Une déformation de (E°,v°) est une connexion (E,V) sur un XxT, 

munie d'un isomorphisme i : (E°, v°) -2L^ (E(0), V(0)) ; 

ii) Une déformation (E ' , v \ i ' ) de (E°,v°) sur XxS provient de (E ,V) 

par image réciproque s'il existe cp : S —* T et un isomorphisme 

( E ' , v f ) —ik-^ (cp*E,cp v ) tels que le diagramme 

(E'(0),V(0)) J l^L (E(0 ) ,V (0)) 

(E°, 7°) 

soit commutatif. 

iii) Une déformation (E ,^ ) de (E°,V°) est dite Mverselle" si toute autre  

déformation de (E°,v°) provient de (E,v,i) par image réciproque. 
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(Dans tous ces énoncés, les conditions (I) et (Kl) sont sous entendues). 

Le premier but de ces exposés est de donner une condition suffisante 

d'existence d'une déformation verseile ; le second but est de ramener à ce pro

blème un problème analogue sur les systèmes microdifférentiels, considéré par 

F. Pham [7] . 

2. - ALGEBRISATION RELATIVE DES DEFORMATIONS. 

Nous allons reprendre ici une version avec paramètres d'un argument de 

Birkhoff [2 ] conduisant sous certaines restrictions, aune forme canonique des 

connexions au voisinage d'une singularité ; soit D le disque { | z | < r} et U 

la boule {||t|| < p ] , r et p étant choisis assez petits pour que M et N̂  soient 

méromorphes dans DxU , avec pôles sur {0} x U ; D* désignant le disque 

pointé, et fif* un revêtement universel de D* , soit Y une "solution fon-

damentaln de (E,V) sur D**xU , c'est-à-dire une base des sections horizon

tales de E | D * x U , et soit h l'action sur Y d'un lacet autour de {0)xU 

dans le sens positif ; on a hY = Yr , où T € G$(m,(E) est la "matrice de 

monodromie" (à noter que toutes les autres solutions fondamentales s'obtiennent 

en remplaçant Y par YS , S € G g (m, (C) , ce qui change T en S *TS) . 

Choisissons alors C € End(Œm) tel qu'on ait exp(2rriC) = T , choisissons en

core une détermination de log x sur , et posons Z = Yexp(-Clogx) ; 

l'action de h sur Z est triviale, donc Z se redescend en une section de 

GS(E) sur D x U , qu'on notera encore Z ; on l'identifiera à une fonction à 

valeurs dans G£(m,(C) par le choix d'une base de E . 

LEMME (2.1). - Supposons que le fibre défini sur JP^ gar Z(x, 0) soit  

trivial, i .e . supposons qu'il existe S (resp. S ) holomorphe inversible 
U oo 

sur D (resp. IPj-fO}) , à valeurs dans G€(m,(C) , tels qu'on ait sur 

D* : Z(x,0) = S S ; alors, quitte à rétrécir U , il existe une base de 

E dans laquelle la forme de la connexion n = (Mdx + £ N dt.) ait l'ex-
2 

pression suivante : M = A/x - C / x , Nj = Bj/x , A et Bj étant holo

morphes en t à valeurs dans End((Cm) . 
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Considérons le fibre défini sur IP^xU par la matrice Z(x,t) ; si sa 

restriction à IP^x {0) est triviale, il est trivial sur IP̂  xV , V un voisi

nage ouvert de 0 dans U ; on aura alors sur D*xV : Z = Z A Z , IL holo-
U oo U 

morphe inversible sur D x V , [resp. sur (IP^-OJxV] à valeurs dans G€(m,(C); 

de plus, on peut supposer qu'on a Z (°°) = I ; si ê = ( ë i 9 . . . , ë ) était la base 
oo 1 m 

choisie de E , je dis que la nouvelle base e = ( e e ) définie par 
1 m 

e = ë Z Q (OU F = ZQF , F désignant les coordonnées dans l'ancienne base 

et F dans la nouvelle) vérifie les conditions demandées. 

Si fi = (Mdx + EN, dt.) désigne la forme de V dans l'ancienne base, et 
1 1 -1 - -1 

Q = (Mdx+ZN.dt.) sa forme dans la nouvelle base, on a 0 = 1 ^ + dZ Q ; 

donc, sur x = 0 , M (resp. N.) aura au plus un pôle d'ordre 2 (resp. 1). 

D'autre part, dans la nouvelle base, Z *Y = Z exp(Clog x)est une solution fon-

damentale ; or on a évidemment fi = - (dY)Y ' 1 et de même 

0 = - d ^ Y M l f V f 1 , d'où fi = -(dZ ) E " 1 - Z C^J Z " 1 ; en regardant les 
0 0 00 oo oo X 00 

coefficients de fi , on trouve d'abord que M se prolonge en une fonction holo-
morphe sur (^-{OjJxV , nulle à l'infini, et que le coefficient de ^ dans son 

1 x 
développement de Taylor à l'infini vaut -C ; donc M a la forme voulue ; en-

suite, on trouve N. = - ^ Z et on conclut de la même manière . 
1 dt. °° 

l 

Pour abréger, on dira à partir de maintenant qu'une matrice € End((Cm) 

"vérifie la condition (7L ) " si ses valeurs propres ne diffèrent pas d'un entier 

non nul. 

THEOREME (2.2). - Soit (E°,V°) une connexion sur X . 

I) Supposons que, dans une base convenable, sa matrice s'écrive 
o A ° C 

M = ~<t - ~ , avec C vérifiant (E*) . Alors, pour toute déformation 
x A 

(E,V) de (E , v°) il existe une base et une seule qui coihcide pour 

t = 0 avec la base donnée, et dans laquelle les matrices de la connexion 
A C Bi 

s'écrivent M = -jr - x , N. = — , avec A et B.- fonctions holomor-
x* x î x — 1  

phes de t , et A(0) = A . 
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2) Si la monodromie r de (E , V) a ses valeurs propres distinctes, 
o 

il existe un C vérifiant exp(2niC) = r et une base de E pour  

lesquelles les hypothèses de 1) (et donc aussi ses conclusions) soient  

satisfaites. 

Démonstration de !)_. - Sous les hypothèses de 1) il est classique qu'il 

existe au voisinage de l'infini une matrice holomorphe inversible S' , avec 
00 

S (») = I telle que le changement de base sur E° donné par F = S G 
00 00 

(F les "anciennes coordonnées" et G les "nouvelles") ramène la matrice de 

la connexion à la forme - ~ (voir p. ex. une démonstration dans [5 ] ) . Au 

voisinage de l'infini sur Œ* , un revêtement universel de C* , une solution 

fondamentale de (E°,v°) dans la base initiale sera donc donnée par 

Y° = S exp(Clogx) ; comme Y0 se prolonge à (C* tout entier, S se pro-
00 00 

longe en une matrice sur Œ , nécessairement inversible ; enfin, sur D*xU , 

on peut étendre Y° en une solution fondamentale Y de (E,V) ; on aura 

Y = Z exp(Clogx) , et Z(x, 0) = S ; on est donc dans les conditions d'applica-
00 

tion du lemme précédent, avec S = I , Sœ = Sœ , et l'existence d'une nouvelle 
A C Bf 

base de E dans laquelle M = ¿2 ~ x > N i = x s l e n s u i t - Montrons que la 

démonstration du lemme fournit en fait une base qui coihcide pour t = 0 avec 

la base donnée, ce qui impliquera aussi qu'on a A(0) = A° ; en reprenant les 

notations de cette démonstration, il suffit de voir qu'on a EQ(x, 0) = I ; or on a 

£„(x, 0)Z (x,0) = Z(x, 0) = S (x) ; donc on a ZA(x, 0) = Z (x, O ) " 1 ^ (x) ; donc 
U 00 oo [) 00 00 

EQ(x, 0) est holomorphe sur IP̂  , donc constante ; comme le second membre 

de cette égalité vaut I pour x = » , on a bien ^ ( x , 0) = 1 , ce qui démontre 

l'assertion. 

Montrons enfin que la base de E qu'on a obtenue est la seule à posséder 

les propriétés voulues. Soit e la base considérée, et soit e' une autre base 

vérifiant les mômes conditions ; si S désigne la matrice de changement de base, 

et M'dx + ZNjdtj la nouvelle forme de connexion, on devra avoir 
M' = S""1MS + S"1— , N! = S"1N.S + S" 1 ^ , et S(x, 0) = id ; et d'autre part, 

^x 1 t i ot. 
A» C Bi 

on aura M' = ^ - z , N! = 7 - > (A' et B! des fonctions de t ) . 
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Montrons d'abord que S est indépendant de x ; en effet l'équation 

donnant M' en fonction de S et M s'écrit explicitement : 
ôS A' C A C 
— = S ( ^ - ~ ) - p o - ~ ) S ; pour t = t fixé, cette équation différentielle n'ad-

OX -g" x ^f* x u 

met que 0 et « comme points singuliers, et le point singulier à l'infini est 

régulier ; par suite S(x,tQ) se prolonge en une fonction holomorphe sur (C , 

et méromorphe à l'infini ; un développement en série de Laurent à l'infini, joint 
Ai 

au fait que C vérifie (Z ) montre alors, en utilisant (3.1), que S(x,tQ) 

est en fait holomorphe à l'infini, donc constante. 
Montrons ensuite que S est indépendant de t ; les équations donnant les 

N' s'écrivent explicitement : S 1 — S + S 1 = ?L ; puisque S est indé-
i x i ^ 

ôS 
pendant de x , cela donne — = 0 , d'où le résultat. 

ô t i 
Enfin, S est constante et S(x, 0) = id, donc S = id, ce qui démontre 1). 

o o ° 

Démonstration de 2 ) . - Soit Y une solution fondamentale de (E , V ) 

avec hY° = Y T ; quitte à changer Y° , on peut supposer T diagonale ; choi

sissons alors C diagonale, vérifiant exp(2niC log x) = T , écrivons encore 

Y° = Z°exp(C'log x) , et identifions Z° à une fonction sur D* à valeurs dans 

G€(m,([) par le choix d'une base de E° ; pour r , . . . , r 6 Z , on peut modi-
1 m 

fier la représentation précédente en remplaçant C par C'-R , et Z° par 
R 

Z°x , avec R = diag(r.,...,r ) . Il résulte alors d'un théorème de Plemelj 
1 m 

[9] et Birkhoff [2 J (voir aussi une démonstration dans [ 13] ) que le fibre 
• R 

défini par Z x est trivial pour un choix convenable de R , ce choix n'étant 

d'ailleurs pas nécessairement unique ; le lemme (2.1), appliqué au cas p = 0 , 

nous montre alors l'existence d'une base dans laquelle M° s'écrit sous la forme 

voulue ; d'autre part, les valeurs propres de C = C ' - R sont distinctes modu-

lo 7L , donc a fortiori C vérifie (2Z*) . Cela montre que (E°, V°) vérifie 

les hypothèses de 1) . 
Remarque (2,3). - Si l'on ne fait aucune hypothèse sur la monodromie de 

(E°, v°), il est connu qu'il n'est pas toujours possible de réduire la matrice de 
A C 

la connexion à la forme - — , contrairement à ce qu'affirmait Birkhoff. 
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D'autre part, si cette réduction est possible mais que C ne vérifie pas ( Z * ) , 

le raisonnement ne s'applique plus. Je ne sais pas si la conclusion de (2.2.1) 

reste vraie dans ce cas, cela me semble douteux. 

3. - ETUDE DES CONDITIONS D'INTEGRABILITE . 

Rappelons d'abord le résultat suivant : 

(3.1) Soit C € End((Cm) , et notons c c

m ses valeurs propres ; alors les  

valeurs propres de ad(C) (défini comme d'habitude par ad(C)A = [C,AJ ) 

sont les C j ~ C j , l £ j £ m . 

Tout d'abord, si C est semi-simple, le résultat est immédiat en se ra

menant au cas diagonal ; dans le cas général, on écrit C = C 1 + C" , avec C 

semi-simple, C" nilpotent, et f C , C n ] = 0 , et il suffit de voir que ad(C') 

et ad(CM) sont respectivement la partie semi-simple et la partie nilpotente de 

ad(C) ; et ad(C") est visiblement nilpotente, et [ad(C),ad(CM)l = ad[C ' ,C n ] = 0 ; 

enfin ad(C') est semi-simple (si C est diagonal, ad(C') l'est aussi). D'où 

le résultat. 

En particulier, dire que C vérifie ( Z * ) équivaut à dire que les valeurs 

propres de ad(C) n'appartiennent pas à Z - { 0 ) . 

Pour étudier les déformations d'une connexion (E°, V°) donnée, nous nous 

restreindrons dans tout ce paragraphe au cas où les hypothèses du théorème 

(2.2.1) sont vérifiées, i .e . au cas où dans une base convenable de E° , la ma-
A° C # 

trice M0 de V s'écrit - Ô - - , avec C vérifiant ( Z ) . Le théorème 
x x 

(2.2.1) nous dit alors que l'étude des déformations se réduit à la recherche de 

germes de fonctions A(t) et B^t) vérifiant les conditions suivantes : 

(3.2.i) A(0) = A 0 

B. ô B 
(3.2.U) Pour tous l . j : ^ ^ - ^ ~ + [ B . , B . ] = 0 

,3.2.1«, Pour tout i , A ft . i L ( A _ S , + c ^ - f . ï f l - 0 . 
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La condition ii) s'écrit aussi — J - —= 0 , et [ B . , B . l = 0 ; la pre-
ÔB. ô t j ô t j 1 3 

mière condition s'écrit aussi — = dB , B étant déterminée à une constante 

près ; la seconde s'écrit alors [dB, dB] = 0 . 

La condition iii) se décompose en deux [A,B.] = 0 ou encore [A,dB] = 0 
ôA 1 

et B. + —- + [C,B,J = 0 , OU encore B + [C,B] + A = constante ; comme C 
i otj i 

vérifie (%*) , (3,1) nous montre que I+ad(C) est inversible ; quitte à ajouter 

une constante à B on peut donc supposer qu'on a B + [C,B] +A = 0 . Finale

ment, on trouve le système d'équations suivant, équivalent à (3,2.ii)+ (3.2,iii) : 

(3.3) I B + [C,B] +A = 0 

1 [A,dB] = 0 

1 tdB,dB] = 0 . 

Pour interpréter ces équations, posons S = End(Œm) , et considérons sur S 

les formes vectorielles ou = [B + [ C , B ] ,dB] et Q = [dB,dB] ; alors le calcul 

précédent s'interprète ainsi : les déformations de (E°, v°) sont données par les 

germes d'application (T, 0) -SL (S, B°) , avec B° défini par B° + [C,B°] +A° = 0, 

qui vérifient cp#(ou) = 0 , cp^(fi) = 0 , autrement dit par les variétés intégrales 

du système différentiel UU = 0 , Q = 0 passant par B° . Ce résultat peut être 

simplifié par le lemme suivant. 

LEMME (3.4). - Si cp*(w) = 0 , alors c p ^ ( ^ = 0 . 

En effet, si l'on a cp*(U)) = 0 , alors on a cp#(dou) = 0 , ce qui s'écrit 

aussi cp*[dB + [C,dB] ,dB] = 0 , ou encore, par Jacobi cp*(f}) +J[C,cp^(q)] = 0 ; 

en utilisant (3.1) et (85*) , on voit alors que ceci entrafhe cp*(Q) = 0 . En 

résumé 

THEOREME (3.4). - Avec les notations ci-dessus, les déformations de 

(E°,v°) sont données par les applications cp : (T, 0) —•(S,B°) qui vérifient 

cp*(uu) = 0 . 

Rappelons maintenant un résultat bien connu : 
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PROPOSITION et DEFINITION (3.5). - Soit M € End(dP1) donné ; les  

propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) Le polynOme caractéristique de M et son polynOme minimal sont  

égaux ; 

2) Le commutant de M dans End((Cm) est de dimension minimale  

(et égale à m) ; 

3) Le commutant de M dans End(Œm) est égal à (ClM] . 

On dit que M est "régulière" si ces conditions sont vérifiées. 

Maintenant, les points B 6 S où le système de formes constitué des 

coefficients de UU est de rang maximum coihcident manifestement avec les 

points B où le commutant de B + ÍC,B] , ou encore celui de A est de 

dimension minimale, c'est-à-dire les B tels que A soit régulier. 

Montrons qu'au voisinage d'un tel point, le système uu= 0 est complète

ment integrable ; il suffit de vérifier ceci : soient ^ et 3 2 deux vecteurs 

tangents en B à S ; si l'on a <ou, 3 > = <uu, 3 > = 0 , on a aussi 
X Ci 

<diu, 3 1 A p 0 > = 0 . Or en identifiant 3 et 3 à des éléments de End(<E ) , 
\ ¿i X Là 

la première relation s'écrit [A, 3^ = ÍA,32J = 0 et la seconde 

[3..,30] + £ tC , [3 1 f 3 J ] = 0 (cf. le calcul du lemme (3.4)). On conclut alors 

par (3.5.3). On en déduit le théorème suivant : 

THEOREME (3.6), - Soit (E°, V o ) une connexion telle que, dans une base 
A° C 

convenable de E° , la matrice M° de V o puisse s'écrire ^ - — , 

avec C vérifiant ( Z * ) . Si A° est régulière, (E°,V°) admet une dé

formation verselle (de dimension *= rang (E°)) . 

En effet, il suffit de prendre pour base de la déformation, le germe de 

variété intégrale maximale passant par A 0 . 

COROLLAIRE (3.7). - Soit (E°, V o ) une connexion vérifiant les conditions  

suivantes : 



- 10 -

1) Les valeurs propres de sa monodromie sont distinctes ; 

2) Dans une (ou n'importe quelle) base, la partie polaire d'ordre 2 de  

sa matrice de connexion est régulière. 

Alors (E°,V°) admet une déformation verselle. 

Résulte immédiatement des théorèmes (2.2.2) et (3.6). 

(3.8) Remarques. -

i) Dans le théorème (3.6), si l'on ne suppose plus régulière, alors en gé

néral il n'existe plus de déformation verselle. Pour le voir, prenons m = 2 et C 

diagonale ; comme C n'intervient que par son crochet, on peut supposer 
c 0 

C = (Q 0 ) , avec c $ Z - { 0 ) . D'autre part, si A(t) est une déformation, 

A(t)+sl en est une aussi, donc on peut se limiter au cas où Tr*(A°) 0 

et Tr (A) = 0 . Prenons alors A (plutôt que B) comme variable, et posons 

A = ( a ^) ; l'équation uu = 0 donne immédiatement ^ = T r r r ô = ^ Y

v . Les 
Y - e x a ( 1 4 c > Ê (l-c)Y t 

points réguliers sont ici donnés par A° / 0 ; la solution est alors a = a ^ e , 
fi = p e ^ 4 0 ^ , y = Y Q

e ^ C ^ 9 ce qui s'écrit aussi A = e texp(ct)A°exp(-ct) . 

Par contre, il est facile de fabriquer des solutions distinctes passant par 

0 , et qui ne peuvent pas être obtenues comme images réciproques d'une môme 

solution ; par exemple cc = t , fi = y = 0 ; a = y ^ 0, fi = t ; a = fi = 0, y = t . 

Si c est irrationnel, ce sont "essentiellement les seules ; par contre, 
p 

si c est rationnel, on pourra en fabriquer d'autres ; posons c = q , avec 
(p,q) = 1 , et supposons c € ] - l , l [ , alors on trouve une infinité de solutions 

P p+q p-q , , 
passant par 0 : a = a n t , fi = ÉLt , Y = YQ* ; si de plus p+q est pair, 

(p+q)/2 (p-q)/2 
on aura aussi les solutions a 0 , fi = pQt^ , y = Y0 t ; P<**r c < - 1 , 

on aura encore une infinité de solutions a = aQt^ , 3 = 0 , y = YQ^ ^ ; et pour 

c > 1 on aura a = a Q t P , fi = , Y = 0 • 

Si m ^ 3 , les équations ne s'intègrent plus explicitement en général, et 

le problème de trouver les solutions passant par un A° non régulier semble 

très difficile. 
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ii) Si lTon remplace la condition (Kl) par la condition (Kr) , avec 

r ;> 2 des calculs analogues aux précédents, mais plus pénibles conduisent à 

des résultats généralisant (3.6) et (3.7) ; la condition qui doit remplacer (3.7.2) 

est la suivante : la partie polaire d'ordre (r+1) de la matrice de la connexion 

(E°, v°) est régulière. 

Dans le cas où la partie polaire d'ordre (r+1) a ses valeurs propres dis

tinctes, voir les travaux de Ueno, Jimbo et Miwa, notamment [14] , f3l ; 

c'est d'ailleurs la lecture de [14] , conjointement avec mon article [6] qui est 

à l'origine du présent travail. 

iii) H me parait plausible que la condition considérée en ii), (par exemple 

dans le cas (Kl), la condition 3.7.2) est suffisante pour assurer l'existence 

d'une déformation ver selle, sans qu'on ait besoin d'autre hypothèse. Voir dans 

cette direction les remarques du paragraphe 6. 

iv) On pourrait, dans l'étude des déformations, considérer des images par 

des transformations plus générales que celles considérées en (1.2), par exemple 

par des transformations fibrées 

XxS $ » XxT 

qui ne respecteraient pas les structures de produit de XxS et X x T . Par 

exemple, pour n = 1 l'application 

XXT • X 

I I 
T ^(pt) 

définie par (x,t) — x e - t , jointe à l'automorphisme S = exp(-Ct) transforme 
o 

la connexion initiale de forme (^g ~ x ) * * e n u n e c o n n e x i o n dont la forme vé

rifie M = 4 - v , N = — , avec A = -B = e texp(Ct)A°exp(-Ct) ; on retrouve 
x x 1 

ainsi la déformation considérée en i) , qui apparaît triviale de ce nouveau point 

de vue. 
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Par contre, je ne vois pas bien ce que donneraient des transformations 

fibrées plus générales. Il me paraît douteux qu'elles conduisent, saus cas par

ticulier, à des réductions ultérieures significatives. 

4. - ANALYTISATION DE CONNEXIONS DANS LES CLASSES DE GEVREY . 

En vue de l'application des résultats précédents aux systèmes microdiffé

rentiels, nous allons étendre ici au cas de plusieurs variables le théorème (1.4) 

de [ 6 ] . Reprenons la situation du § 1 , et désignons par & l'anneau des 
XxT 

séries formelles f en x et t = ( t ^ . . . , ^ ) qui sont "analytiques en t et de 

classe de Gevrey 1 en x M , c'est-à-dire qui vérifient la condition suivante : 

si f = E (P 6 IN , a 6 lNn) , alors la série E ift0* est conver

gente. On définira alors une "connexion de Gevrey sur XxT , avec pôle sur 

x = 0 " de manière analogue à ce qu'on a fait au § 1 , en y remplaçant ^ X x T 

par O ; une telle connexion sera encore supposée integrable, et de type 
X X I 

(Kl) . Dans une base convenable, e = ( e ^>***» e

m ) e ^ e s'écrira de manière 
analogue à (1.1) : 

ôF ôF ~m 
( 4 . 1 ) D F = f + M F , D.F = f f + N.F , F 6 O " , 

x ôx i ôtj i XxT 

~ r - l t 
M et N. des matrices de type (m, m) à coefficients dans 0 [x ] . La 

1 .XX i 
condition d'intégrabilité s'écrit encore comme au § 1 , formule (I)' , et la 

condition (Kl) signifie que M (resp. N.) a un pôle d'ordre <> 2 (resp. £ 1) . 
4 x 3 0 k 

On posera M = E M^(t)x . 
k—2 

Si l'on a une nouvelle base e' = ( e ' , . . . , e f ) , soit S € G£(m,3) la ma-
1 n 

trice de changement de base, définie par e' = eS , ou encore F = SF' (F' 

désignant les nouvelles coordonnées) ; alors les nouvelles matrices de la 

connexion s'écrivent 

(4.2) M' = S^MS + S" 1 — , N' = S"Vs + S"1^ . 
ôx i i ôtj 

Avec ces notations, on a le théorème suivant : 
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THEOREME (4.3). - Supposons que M (0) soit nilpotente (ce qui est  

d'ailleurs une hypothèse indépendante de la base choisie initialement). 

Alors, il existe une base e f dans laquelle M1 et N* sont convergentes, 

i .e . à coefficients dans O ; de plus, si l'on a deux bases e' et e f T vé 

rifiant cette propriété, la matrice E définie par e" = e'E est convergente. 

En termes de connexions, cela signifie que, sous les hypothèses précédentes, 

la connexion donnée (E, V) sur O provient par extension des scalaires de O 

à O d'une connexion (E, V) sur O , unique à isomorphisme unique près. 

Dans le cas d'une variable, i .e . n = 0 , ce résultat est démontré dans [6 ] 

par une méthode indirecte utilisant le calcul microdifférentiel ; je suis très re

connaissant à Y. Sibuya de m'avoir indiqué qu'une adaptation convenable de son 

article [12] permettait d'obtenir une démonstration beaucoup plus rapide, et qui 

s'applique même à certaines connexions dans des espaces de Banach. Ayant ici 

seulement en vue des connexions dans des vectoriels de dimension finie, je ne 

reprendrai pas telle quelle l'idée de Sibuya, mais une variante simplifiée, qu'il 

faudra agrémenter de l'adjonction de paramètres. 

Il serait aussi possible de reprendre, avec paramètres, la démonstration 

de [6 ] ; cela serait plus long, mais donnerait comme sous-produits un certain 

nombre de résultats intéressants par eux-mêmes, par exemple lfextension à 

plusieurs Variables êtes résultats du§4 de [6] ; je n'aborderai pas cette ques

tion ici. 

La démonstration se fera en deux parties : dans la première, on montre 

l'existence d'une base e' dans laquelle M1 est convergente. Dans la seconde, 

on établit une variante avec paramètre d'un théorème de comparaison de Ramis 

[10] , ce qui permet alors d'établir les autres assertions. 

Première partie. - Pour p > 0 , on désignera par H l'espace des séries 

formelles f = E a qui vérifient 
P*0 P 

a I 
if I = la I + E — 2 - pP < +<» ; 
1 'p déf 1 0 1 pti<p-l)» P 
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on désignera aussi par H (p) les séries de H sans termes de degré < p , 
P P 

et par M(H ) l'espace des matrices d'ordre m x m à coefficients dans H ; 
P P 

soit U un voisinage de I dans M(H ) , choisi assez petit pour que l'appli-
-1 p 

cation S — S soit définie et analytique de U dans M(Hp) . Pour E € U 

et P € M(Hp) on pose $(E,P) = E^PE + ^ ^ " j f • 

LEMME 4.4. - $ est analytique de U x M(H ) dans M (H ) . 
P — P 

Ce lemme résulte des remarques évidentes suivantes : 

2 df 
i) L'application f J—x — est continue de H dans H ; en fait, l'ap-

1 2df * P P 

plication f - x — est même isométrique de H (1) sur Hp(2) . 

ii) La multiplication est bilinéaire continue de H xH dans H , et de 
P P P 

norme £ 1 . 

LEMME 4.5. - Soit P 6 M (H ) de la forme P = P(0) + xP' , avec P(0) 
P ô$ 

nllpotente et P' € M(Hp) ; alors la dérivée partielle — (I, P) est une ap
plication à indice de M(Hp) dans lui-même, 

2 dE' 
En effet, cette dérivée partielle s'écrit E' [P,E '] + x — ; en mettant 

P(0) sous forme de Jordan, et en utilisant la remarque i) précédente, on voit 
2 dE' 

immédiatement que l'application E* [P(0),E'J + x — est à indice, et que 

son indice vaut -m ; le lemme pour achever la démonstration, il suffit donc 

d'établir que l'application E*—[xP',E] est compacte, ce qui résulte du lemme 

suivant : 

LEMME 4.6. - La multiplication par x est compacte dans . 

En effet, pour p ^ 1 , sur H (p) , la norme de la multiplication par x 

est égale à £ ; donc sur H , la multiplication par x est limite uniforme 
P p 

d'opérateurs de rang fini, donc est compacte. 

Démontrons maintenant l'assertion qui fait l'objet de la première partie. 
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PROPOSITION 4.7. - Sous les hypothèses du théorème (4.3) il existe un 
— 1 1 dS 

changement de base eT = eS tel que M' = S MS + S~ — soit conver

gente. 
2 

Posons P = x M(x, 0) ; si p est choisi assez petit, P vérifiera les 

hypothèses du lemme (4.5) ; par suite, la dérivée partielle ^ (I, P) sera à 

indice ; désignons encore par rr̂  l'espace des polynômes en x de degré £ k, 

et par ^(£,Q,n) l'application de UxM(H p )x iT^ dans M(H^) définie par 

t|/(E,Q,n) = §(E,Q)+rr . n résulte du lemme 4.5 que, pour k assez grand, la 
dérivée partielle (I,P, 0) est surjective, de M (H ) X T L sur M(H ) et 

o(o ,TT) P k P 

que son noyau est de dimension finie ; en particulier cette application est direc

te, i .e . son noyau admet un supplémentaire topologique. Alors, le théorème 

des fonctions implicites montre qu'il existe un voisinage de P , soit V , dans 

M(Hp) et des applications analytiques S : V x V - ^ U , avec S(P, P) = I , et 

rr : VxV - * T T j ^ , avec rr(P, P) = 0 telles qu'on ait identiquement 

t(3(Q,Q !),Q,n(Q,Q'))= Q' , ou encore 

S(Q,Q')" 1QS(Q,Q') + x 2 S ( Q , Q ' f 1 ^ S(Q,Q') +n(Q,Q') = Q f ; 

choisissons alors des familles à n paramètres Q(t) et Q'(t) définies ainsi : 

Q(t) = x 2 M(x,t) , Q' = x 2 E M (OJx*11 (on aura bien Q ! € V pour « assez 

grand), et posons S(t) = S(Q(t),Q'(t)) , n(t) = n(Q(t),Q'(t)) = Ea ( t ) x m ; on 

0 m 

—1 — 1 dS 1 1 
trouve qu'on aura S~ MS + S~ — = — Q' — - n ; désignant par M' le second 

dx x 2 x 2 

membre de cette formule, on trouve que M' est polynomial en x , et a for

tiori convergent ; cela démontre la proposition. 

Deuxième partie. - La fin du théorème (4.3) résultera de la proposition suivante : 

PROPOSITION (4.8). - Soit P € 0 oEndfŒ1^ et soit D (resp. D) l'ap-
2 dF a ~U 

plication F - ^ x — + PF de (y dans lui-même (resp. de O dans 

lui-même). On suppose que P(0, 0) est nilpotente ; alors les applications 

naturelles Ker D — Ker D et Coker D — Coker D sont bijectives. 
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Admettons provisoirement ce résultat et montrons comment on termine 

la démonstration du théorème (4.3). D'après la proposition (4.7), on peut déjà 

supposer que dans la base e , la matrice M est convergente ; montrons que 

les le seront alors aussi ; on a en effet, par les conditions d'intégrabilité, 

â N i ÔM 
-— +[M,N.] = — , et il suffit d'appliquer la proposition (4.8) à F = xN 
oX i ot. 1 

2 1 

(et |i = m ) . 

Montrons maintenant que, si les matrices M et M' correspondant à deux 

bases e et e' convergent, alors la matrice S définie par e' = eS converge ; 
ôS 

d'après (4.2) on a — = SM' - MS ; comme M (0) et M' (0) sont nilpotentes, 
oX —¿i —2* 

on est dans les conditions d'application de la proposition précédente, et l'on trou

ve que S converge ; d'où le théorème. 

Démontrons maintenant la proposition ; dans le cas où T ={0} , c'est un 

résultat de Ramis, comme je l'ai rappelé plus haut. Le cas général s'obtient 

par une facile adjonction de paramètres, que je vais détailler pour être complet. 

Le résultat se déduit de la situation abstraite suivante : soient E et E 

deux espaces de Hubert, avec une injection continue et d'image dense E e E ; 

soit de même F et f une autre paire analogue ; soit encore t -—u(t) un ger-
n ^ ~ 

me de fonction analytique de t 6 ((C , 0) , à valeurs dans L(E,F) , espace des 

applications linéaires continues & F ; on suppose que u = u |E est analytique 

à valeurs dans F ; notons enfin par (>T(E) l'espace des germes en 0 de 

fonctions holomorphes de t à valeurs dans E et de même avec les autres 

espaces considérés. 

LEMME (4.9). - Supposons que u(0) et u(0) soient des opérateurs à  

indice, et que leurs indices soient égaux ; alors 

1) L'injection du complexe 0—*-E U ^ » F—•O dans le complexe 

0 -*4<r « u ^ » F—•O est un quasi-isomorphisme. 

2) L'injection du complexe 0 - ^ ^ ( E ) — ^ CWF)-*- 0 dans le complexe 

0 -^C>T(Ê) — • # T (F) —• 0 est un quasi-isomorphisme. 
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I^monstrat iondel) . - L'application Keru(O) -^Keru(0) est évidemment 

injective ; d'autre part, comme F est dense dans f , et que Im u(0) , est 

fermée par une propriété classique des opérateurs à indice, l'application 

Coker u(0) — Coker u(0) est d'image dense, donc surjective ; l'égalité des deux 

indices entraîhe alors que ces deux applications sont bijectives. 

Démonstration de 2). - On prend le cylindre de l'injection considérée 

O -K> T (E) 0 T(IT)ea T(F) - ^ O T ( F ) — 0 avec v(e) = (e,u(e)) , w(f, g) = u(f)-g; 

par 1), la restriction de ce complexe à la fibre t = 0 est acyclique ; il est 

alors classique que le complexe lui-môme est acyclique, ce qui est précisément 

le résultat cherché (à noter que c'est ici le seul point où l'hypothèse "Hilbert" 

plutôt que "Banach" intervient, pour ne pas avoir des problèmes de Msuites 

exactes directes " ) . 

On applique ce lemme dans la situation suivante ; soient p et r > 0 ; il 

suffit évidemment de démontrer la proposition pour F sans terme constant en 

x ; on prend alors E = F = , en désignant par K l'espace des f = E a 
a 2

 P P P*1 P 

qui vérifient p P < ; on prend E = (L J M et F = L M , en dé-
H (p-1) ! r, 1 r 
signant par L^ (resp. L^ ) le sous-espace de <D{x) formé des séries 

f = E a xP qui vérifient E|a | 2 r 2 p < + œ (resp. E|pa | 2 r 2 p < + » ) ; enfin, 
p^ 1 P ^ P ^ P 

on prend pour u et u la restriction de D et D aux espaces précédents, avec 

r et p assez petits ; d'après le lemme (4.9), la proposition sera démontrée si 

l'on établit que u(0) et u(0) ont même indice ; or, les mômes calculs que 

dans la première partie montrent que iï(0) est d'indice - p . ; d'autre part, u(0) 

est une perturbation compacte de x 2 ^ \ o r > cette dernière application est d'in

dice -1 de L . dans L (immédiat), donc d'indice -|a de E dans F . 

r, 1 r 

Ceci termine la démonstration de la proposition (4.8) et donc celle du théorème 

(4.3). 

5. - DEFORMATION DE SYSTEMES MIC RODIF FE RE N TIE LS HOLONOMES • 

Soient Y un ouvert de <C n + 1 , avec 0 € Y et T*Y Y son cotangent ; 

les coordonnées de Y sont notées y = (yQ, . . . , y n ) , et celles de T*Y , (y,ri) 
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avec r| = (TlQ»*">rln) • £ I e faisceau des opérateurs microdifférentiels 

analytiques sur T*Y , et £(i) , i € Z , sa filtration usuelle ; soit encore F 

un Module holonome sur £ , défini au voisinage du point a = (0, dyQ) 6 T*Y ; 

on désigne par A le support ou "variété caractéristique" de F , et par L 

l'image de A par n . Rappelons que A est une variété lagrangienne, éven

tuellement avec singularités, i .e . elle est purement de dimension n et la 

forme de Liouville X = Siyïy,, s'annule sur la partie lisse de A ; d'autre 

part, comme A est homogène par rapport aux r\ , elle provient d'une variété 

de P*Y ; donc L , image d'un ensemble analytique par une application propre, 

est encore analytique. Pour toutes ces notions, je renvoie à [ i l ] , f l ] ou [8] . 

D'après un lemme de Kashiwara-Kawai [4] , corollaire 1.6.4, on peut sup

poser, après une transformation canonique convenable que A est Men position 

générique" au point a , c'est-à-dire que, au voisinage de a , on a 
-1 w 

Afin (0) = (C a . Dans la suite, nous ferons désormais cette hypothèse. 

LEMME 5.1. - La restriction à A (resp. L) de la projection 

(y, 11) — <yi»yn»
1V * r e s p - y ^ (y1»---»yn)J est finie : autrement dit  

la restriction de F à la droite Y° définie par y =...= Y n

 = 0 est non  

caractéristique. 

Il suffit évidemment de démontrer l'assertion "resp. ". Comme A est de 

dimension n , l'hypothèse de position générique montre que, au voisinage de 

0 , L est purement de dimension n-1 ; désignons par L' l'ensemble des 

points lisses de L et par A' son image réciproque dans A ; comme A est 

lagrangienne, A' est le fibre conormal de L' ; par suite, quand y € L' tend 

vers 0 , l'hyperplan tangent en y à L' a pour position limite l'hyperplan 

orthogonal à dyQ , i .e . l'hyperplan tangent à y Q = 0 , De là, et du "curve 

selection lemma", on déduit facilement que, pour e > 0 fixé, L est contenu 

au voisinage de 0 , dans le cône | y Q | £ eZ|y. j (cf. [4 ] , lemme 4.2 .1) . En 

particulier, l'intersection de L avec Y Q est réduite à {0} ; le théorème de 

préparation montre alors que la restriction à L de la projection y (y^,. .*y n ) 

est finie, ce qui établit le lemme. 
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Nous sommes donc ici dans un cas particulier de la situation considérée 

par F. Pham [7] ; on va rappeler son formalisme, dans ce cas particulier. 

Soient F(i) ( i 6Z) une bonne filtration de F (i.e. une filtration quotient d'une 

surjection 6^ — F — 0 ) , et a(F) = F(0)/F(-1) le symbole de F muni de cette 

filtration ; comme a(F) a pour support A , le lemme précédent nous montre 

que <7(F)a est fini sur <C{y l f . . . f y ) . On fera "l'hypothèse de platitude" sui

vante : 

(P) c(F) est libre sur Œ { y 1 f . . . f y w } . 
a j . n 

Notons avec Pham que cette condition est en fait intrinsèque sur F , car elle 

signifie que FQ admet une bonne filtration dont le symbole est de Cohen-a 

Macaulay sur l'anneau 6 ( 0 ) a / £ ( - l ) a . Par ailleurs, je ne connais aucun exemple 

où cette condition ne soit pas satisfaite pour une bonne filtration convenable. 

La restriction F° de F à Y° est définie par F° = F/y ] |F+...+y nF ; 

puisque cette restriction est non caractéristique, F0 est un module holonome 

sur £ T # Y ° 9 e t * a filtration F(i) induit par restriction une bonne filtration 

F°(i) de F° . En appelant T l'espace des dernières coordonnées (y f . „ f y n ) , 

muni de la projection naturelle y (y^, . . . ,y n ) de Y sur T , on résume 

cette situation en disant que (F, F(i)) est, au voisinage de a , un déploiement 

de (F°,F°(i)) de base T . Comme la donnée du e(0)-Module F(0) détermine 

F et sa filtration, on dira aussi que F(0) est, au voisinage de a , un dé

ploiement de F°(0) (ou encore que F(0) est un déploiement de F°(0) ) de 
a a 

base T . 

Un dira qu'un autre déploiement F'(0) de base S est image réciproque 

(resp. image réciproque stricte) du déploiement précédent par le changement de 

base cp : S T s'il existe un morphisme fibre cp , i . e . un diagramme car

tésien 

TxS Y = Y°xT 

avec 3$ égal à l'identité sur Y° , tel que F'(0) soit l'image de F(0) par 
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l'application non caractéristique cp , c'est-à-dire tel qu'on ait F'(0) = ^ Y O x S ® 0 Y * ^ 

(resp. même chose, avec cp = idxcp) . On dira enfin qu'un déploiement de F°(0) 

est versel (resp. strictement versel) si tout autre déploiement est isomorphe à 

une image réciproque (resp. à une image réciproque stricte) du précédent. 

Le but de ce paragraphe est de montrer que ces notions se ramènent plus 

ou moins à celles qui ont été considérées dans les paragraphes précédents. Ceci 

va résulter des considérations suivantes, qui répètent celle de [6] , §3, avec 

une adjonction de paramètres. 

(5.2) Soit £ le faisceau des opérateurs microdifférentiels dont le symbole total 

ne dépend que de (y , . . . ,y^, r\Q) . % est un faisceau d'anneaux commutatifs, et 

les éléments de £(k) a s'écrivent, par définition des opérateurs microdifféren-

tiels analytiques : p = Tj a ru , avec a ç Œ(y , . . . ,y J , la série 
p (v v )x~ € &k Z Z 1 n 

€ n nxl 
T —— étant convergente au voisinage de 0 e (C . Autrement 

-1 
dit, le changement de variables x = nn , y. = t. (i ̂  1) identifie £(0) à 

u i i a 
l'espace 0 considéré au §4 , et il identifie £ à 0 [x J . 

XxT a Axi 

(5.3) L'hypothèse (P) , et le théorème de préparation pour les opérateurs mi-

crodifférentiels entraînent que F ( ° ) a

 e s t libre sur £ ( ° ) a ; plus précisément, 

soient e , . . . ,e € F(0) tels que leurs classes e. dans a(F) = F(0) /F( - l ) 
x m a i a a a 

forment une base de a(F) sur < C f y y } : alors les e,, forment une base 
'a l J r nJ i 

de F(0) sur 6(0) . 
a a 

(5.4) Moyennant le changement de variables considéré en (5.1), F(0) est main-
a 

tenant libre de rang n sur 0 ; pour abréger, on écrira E = F(0) . Mon-
x x i a 

trons que E est naturellement muni d'une connexion de type (Kl) ; pour e € E , 
o 

on pose D x e = Ti 0 y Q e , et D ê = r^e ( i ^ l ) (la première formule est simple

ment la "transformation de Fourier formelle" y A = -D , suivie du changement 

-i 0 ^0 

de variable x = nQ , les autres vont de soi). Il est immédiat de vérifier, à par

tir de la définition du produit des opérateurs microdifférentiels, que cela définit 

bien une connexion ; elle est de type (Kl) parce que y Q F ( 0 ) c F(0) , 
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a F(0) a F(l) ; elle est integrable car D et les D. commutent. 

(5.5) Outre Pintégrabilité et la condition (Kl), cette connexion vérifie encore 

une condition supplémentaire ; en effet, dans T Y , au-dessus de Y Q , le 

support A de a(F) se réduit à la droite y Q = 0 , =...= = 0 d'après 

l'hypothèse de position générique et le lemme (5.1). Par le Nullstellensatz, il 

en résulte que a(F) / y 1 a(F) +...+y a(F) est annulé par des puissances conve-
a i a n a 

— 1 1 ~ 
nables de y_ , T I ^ r L , . . . , r i ~ n • Traduit en termes de connexion sur ( \ r m , 

0 ' 0 '1 ' O n XxT 

ceci équivaut à la condition suivante : soit Q = Mdx + EN d̂t̂  la forme de la 

connexion dans une base convenable et écrivons comme dans les paragraphes pré

cédents 
+ 00 "I" 00 

M = E M. (t)x k , N. = E N. , ( t ) x k . 
fc=-2 « i fc=-l ^ k 

Alors, on a 

(Nilp) M o (0) et les N. (0) sont nilpotentes. 

(5.6) Montrons que, réciproquement, une 2L -connexion (E,v) integrable, et 
A X 1 

vérifiant (Kl) et (Nilp) provient d'un £ -module holonome, en position gé-
a 

nérique, et muni d'une filtrat!on vérifiant (P) . 

Soit m le rang de E ; prenons-en une base, dans laquelle la forme de 

la connexion s'écrit Q = Mdx + ENjdti ; posons 

2 t -2 
P(r i 0 ,y 1 , . . . ,y n ) = (ri0) M(n 0 , y l f . . . f y n ) 

e t t -1 
Q 1

i V y i , " ' , y n ) = N i ( T 1 0 , y i , - , y n ) ' 

Désignons par e . . . . , e la base canonique de £ m , et par G le fi -module 
1 m a a 

£ m / e m

 + E £ m^ q j ^ e t m u n i S S o n s G de la filtration quotient de celle 
a a 0 a l i 

de £ m . n suffit d'établir le lemme suivant : 
a 

~m 
LEMME (5.7). - G(0) est libre de rang m sur t (0) et admet pour 

a base les images dans G de e a — i m 

On va alors démontrer par récurrence le résultat suivant : soit G^ le 
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k 
£ -module £ m / £ (y„-P) + ¿ £ Cn.-Q.) , muni de la filtration induite par £ ; 
a a a u . „ a i i a 

i=l 
désignons par £^ a l'espace des éléments de £ a dont le symbole total ne 

dépend que de ^i9*''9^n

9\+i9^'9r\^ ; a * o r s > Gp^°) e s t ^ r e d e r a n S m 

sur £^ a et admet pour base les images dans de e ^ f € m . 

Traitons le cas k = 0 : on a une suite exacte £ m ^ ^ » £ m — • —• 0 ; 
a a 0 

pour établir le résultat voulu, d'après le théorème de préparation pour les opé

rateurs microdifférentiels, il suffit, en passant aux symboles, de démontrer que 
y_P 

l'application £ ^ ( 0 ) / £ ^ ( - l ) ^ O ^ ^ T e s t iníective> et que son 
conoyau est libre de rang m sur £ (0)/£ n (-1) , qui est un anneau commu-

u, a u,a 

tatif isomorphe à < C { y 1 , . . . , y n , r ^ / r ^ , . . . , T ^ / H Q ) (ici, la multiplication est commu-

tative), et qu'il admet pour base les images de e^ , . . . , e m ; ceci est un lemme 

élémentaire d'algèbre analytique commutative, qui se déduit du théorème de pré

paration, et dont je laisse les détails au lecteur (bien entendu, l'hypothèse que 

PQ(0) est nilpotente jouera un rôle essentiel). 
Le cas général de la récurrence se traite ensuite de la même manière, 

\ + r Q k + i 
en considérant la suite exacte G^ • G^—• **k+î"^ 0 . 

(5.8) On vérifie immédiatement que la correspondance précédente transforme 

"restriction à Y Q " en "restriction à t = 0 " , et qu'elle fait correspondre 

"images réciproques strictes de déploiements de £-modules" et "images réci

proques de déformations de 3L ^-connexions". D'autre part, la condition (Nilp) 

permet d'appliquer les résultats du §4 , et donc finalement de ramener les £^-

Modules holonomes en position générique, aux O^^-connexions (integrables, et 

de type (Kl)l avec toutefois la condition supplémentaire (Nilp) qui rend cette 

correspondante un peu imparfaite. 

Explicitons rapidement les résultats que l'on obtient ainsi. Soit F un £-

Module holonome au voisinage de a = (0, dyQ) , en position générique, muni 

d'une filtration vérifiant (P) ; prenons une base ® ® m de 9 s u r 

<CÍy^,...,y 3 > e t relevons-la en une base e. , . . . ,e de F(0) sur £ (0) . u r 9Jn* 1 m a a 
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Les équations définissant F seront écrites comme en (5.6) : y .e = Pe ; 
a u 

Ti.e = Q.e , P € End Œ m ® _ £ (0) , Q € End <Tm®_ % (1) (on écrit ici les e. 
i l ( L a i (C a l 

en col&nne pour se conformer à (5.6) en priant le lecteur d'excuser cette trans

position par rapport aux notations antérieures). La restriction F°(0) à Y* sera 
a 

donnée par l'équation y Q e = P(0,Ti~1)e . Les résultats du §4 montrent qu'on peut 
choisir e de manière que P et les Q. soient convergents au sens ordinaire en 

-1 1 

(y^,...,yn,r)Q ) , et ceci d'une manière essentiellement unique (i.e. à un changement de 

base près convergent au sens ordinaire). En particulier, on pourra parler de la mono-

dromie de F , ou de F0 autour de x = 0 (ou nQ = °°) • Avec ces notations, le 

théorème (2.2) se traduit ainsi : 

THEOREME (5.9). - Supposons que, dans une base convenable de F°(0) 
a 

on puisse écrire P(0, r f 1 ) = A° + Cri"1 , avec C vérifiant ( Z * ) (ce qui  

sera le cas, notamment, si la monodromie a ses valeurs propres distinctes). 

Alors, pour tout déploiement de F°(0) a , il existe une base et une seule  

de F ( ° ) a s coihcidant pour y =...= y^ = 0 avec la base donnée, dans  

laquelle on a P = A f r ^ , . . ^ ) + Cri" 1 ; Q t

 = B i ^ i ' — ' a v e c A ( ° ) = A ° • 

Les conditions d'intégrabilitê s'écrivent ici comme au §3 (on a compensé le 

changement de signe dû à la transposition par le changement de signe de C) . Elles 

s'analysent donc de la môme manière et nous garderons ici les notations de (3.2) 

et (3.3) au remplacement près de (^,...,1; ) par ( y ^ . . . , ^ ) • 

THEOREME (5.10). - Outre les hypothèses du théorème précédent, suppo 

sons que A° soit régulière. Alors F°(0) admet un déploiement versel au  

voisinage de a . 

L'application brutale du théorème (3.6) semblerait donner un déploiement 

strictement versel. Mais on ne peut retenir ici que les solutions qui vérifient 

"B (0) nilpotent" ; on s'en tire par le truc suivant : on remarque d'abord que la 

transformation fibrée y'Q = y Q + cp(y l f... f y Q ) , yj = y. (i^ 1) remplace P par 

P+cp id, et les Q, par Q. - id ; par suite, on peut se limiter à considérer, 
i l ôy I 

parmi les déploiements de la forme (5.9), ceux pour lesquels on a tr(A) = 0 . 
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Prenons alors le germe de variété intégrale maximale du système (3.3) 

passant par A û , et prenons sa restriction aux matrices A de trace nulle ; on 

obtient visiblement un germe lisse Z dont je dis qu'il donne le déploiement ver-

sel (mais non "strictement versel") cherché ; en effet sur Z , on a [A0,13^(0)] = 0 

donc B,(0) est un polynôme en A° ; en particulier B.(0) n'a qu'une seule valeur 
1 àA 1 

propre ; comme on a B.(0) + ^ ( 0 ) + [C,B (0)] = 0 , on a Tr B (0) = 0 , donc 
1 oy. i i 

B^O) est nilpotente et ceci achève la démonstration. (En fait, on va voir au §6 

que, dans la situation précédente, A et les B^ restent constamment nilpotentes, 

c'est-à-dire que la variété caractéristique de F est le fibre conormal à y Q = 0) 

Remarque ? (5.11). - Ici encore, je ne vois pas bien l'effet qui auraient 

des transformations fibres plus générales que celle qui vient d'être considéré, et 

a fortiori, l'effet qu'auraient des transformations encore plus générales, p. ex. 

des transformations canoniques dans T*Y préservant la position générique. 

6. - UNE CONDITION DE LISSITE DE LA VARIETE CARACTERISTIQUE. 

Reprenons les notations du § 1 , et soit & X x T l'anneau des séries for

melles f = TJ a (t)x^ , les a appartenant à Œft] et convergeant dans un 

voisinage fixe de 0 (O est le "complété formel de O le long de x = 0) . Soit 

(E,v) une O connexion integrable et vérifiant (Kl) . Dans une base, la 
X x T 

forme de cette connexion s'écrit comme ci-dessus Q = Mdx + EN d̂t̂  , avec 
+00 , +00 , 

M = S M^tjx , N, = S Nj k ^ ) * ; * e s conditions d'intégrabilité s'écrivent comme 

au § 1. 

THEOREME (6.1). - Supposons que M 2 (0) soit régulière et que toutes  

ses valeurs propres soient confondues. Alors, pour tout t voisin de zéro, 

M 2 (t) possède les mêmes propriétés. 

On peut évidemment se limiter au cas où n = 1 ; on écrit alors t pour t^ 
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k 
N = EN x pour N , et l fon posera pour simplifier A = M , B = N . Dans 

K x —2 —1 

la condition d'intégrabilité — - + [M,N] = 0 , les termes de degré -3 et 
ot 

-2 en x s'écrivent respectivement 

( [A, B] = 0 

) dA 
( B + — - [A,N Q ] - [M ^ B ] = 0 . 

Puisque A(0) est régulière, A est régulière au voisinage de zéro ; par 

suite la première équation entraîhe qu'il existe un polynôme unique en § de degré 

m-1 , R(t, §) , à coefficients holomorphes en t , et tel qu'on ait B(t) = R(t,A(t)) ; 

en reportant dans la deuxième équation, on trouve que A vérifie l'équation diffé

rentielle 

dA 
(6.2) - R(t,A) + [A,N Q ] + [M_ 1 ,R ( t ,A) ] . 

Soit alors V c: End((Cn) l'ensemble des matrices régulières qui n'ont 

qu'une seule valeur propre ; V est une orbite sous l'action de G£(m, (C) x <C : 

(M,X) M V M + X id (v élément quelconque de V), donc il est lisse et son 

tangent en v est l'espace Im(adv)© Œ.id ; le théorème d'unicité des équations 

différentielles nous montrera le résultat cherché si nous montrons que le second 

membre de (6,2) appartient à T V chaque fois qu'on a A € V . Ceci résulte du 

lemme élémentaire suivant : 

LEMME (6.3). - Soient v 6 V , Q un polynOme et w € End(Œm) ; alors  

on a Q(v) € T v V , et tw,Q(v)] € T V . 

En remplaçant v par v - X id , on se ramène au cas où v est de trace 

nulle, i .e . nilpotente régulière ; on peut alors supposer v mise sous la forme 

de Jordan v = I N ^ l ) ; posant c = - I •. J on vérifie immédiatement 

qu'on a v = [c ,v ] , donc on a v € T V ; on a aussi [cv^ 1 , v l = [c ,vl v^ * = v*\ 

donc v P 6 T v V pour tout p £ 1 , et le cas p = 0 est évident. 

Enfin, pour tout p •> 1 , on a [w,v pJ = Iw p fvJ , avec 
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w = w v P ^ +vwv P 2 +...+vP , donc tw,v P ] 6 T V ; ceci démontre le lemme 
p v 

et le théorème. 

Remarque (6.3). - En fait, en développant le raisonnement précédent de ma

nière plus systématique, on peut montrer ceci (cf. un article ultérieur) : si M (0) 
—¿t 

est régulière, la multiplicité des valeurs propres de M 2 (t) est constante. On 

peut même établir un résultat plus fort, à savoir que la structure de la restriction 

de la connexion à t = constante "varie continuement" (en un sens convenable) avec 

t ; ceci permet d'étudier la structure des 0 -connexions integrables vérifient 
X x T 

(Kl) , et telles que M (0) soit régulière ; les résultats s'étendent aussi aux 
—¿t 

connexions vérifiant (Kr) , r entier 2> 1 . 

(6.4) Le théorème précédent se traduit immédiatement dans le résultat microdif

férentiel suivant : soit F un £-module holonome au voisinage de a = (0, dy^) , 

en position générique, et muni d'une filtration vérifiant (P) . Supposons que l'action 

de y sur a(F) / E a(F) y , qui par hypothèse est nilpotente, soit aussi ré-
a ^ a i 

gulière. Alors la variété caractéristique A de F est au voisinage de a , le  

fibre conormal à une hypersurface lisse. 

Prenons une base de (e , . . . ,e ) de F(0) sur £ (0) , et écrivons comme 
i n a ^ a 

au §5 , y 0 e = Pe , r^e = , P = ^ P ^ , - . , ^ , \ = ¿ V ^ l ' " ' * 3 ^ . 

Par hypothèse, P q ( ° ) e s t nilpotente ; le théorème précédent, via la traduction 

faite au § 5 , nous montre donc que P^ a toutes ses valeurs propres confondues ; 

un changement de coordonnées comme dans la démonstration de (5.10) montre qu'on 

peut supposer que P^ est constamment nilpotente ; d'autre part, les conditions 

d'intégrabilité impliquent qu'on a ÎP n ,Q. J = 0 , et 

Q + r— + Ipn>Q. J + ÍP -jQ. -1 = 0 ; on en conclut comme en (5.10) que 
i>~l ày^ 0 î, 0 -1 i , - l 

Q est nilpotent ; donc la variété caractéristique de F est donné au voisinage 
i, —.1 

de a , par y Q = rî  = ...= = 0 , ce qui démontre le résultat cherché. 

Plus généralement, les résultats annoncés en (6.3) donnent, par traduction 

une analyse de la structure d'un module holonome vérifiant les hypothèses précé

dentes ; voir l'article ultérieur promis. 
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