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SUR LES DEFORMATIONS ISOMONODROMIQUES.
il. SINGULARITES IRREGULIERES.

par B. Malgrange

Cet exposé est la suite des deux précédents, notés
respectivement [Irr] et [Reg]l. Comme, par rapport
4 eux, il contient peu d'idées nouvelles, je serai aussi
succinct que possible. J'espére que la clarté n'en souf-
frira pas trop.

1. CONNEXIONS A POLES DE TYPE r . CLASSIFICATION
FORME LLE.

On reprend les notations de [Reg], §1 ; soient donc X une va-
riété analytique complexe de dimension n , Y une hypersurface lisse
de X, E un fibré vectoriel de rang p sur X , et soit v une
connexion intégrable sur X-Y , méromorphe sur Y ; soit O la forme

de v dans une base locale de E .

DEFINITION 1.1. - Pour r entier 20, on dit que v est de
type r si, dans un systéme de coordonnées locales xl,...,xn .

gvec Y défini par x1 =0 ,o0ona Q= ZMidxi , M1 (resp.

Mi , iz2) ayant un pble d'ordre au plus r+1 (resp. r) .

Dans [M ], cette condition est notée "Kr" . Il est immédiat de
vérifier qu'elle ne dépend pas des coordonnées choisies et que, pour

r =0, elle équivaut & la condition de "pdle logarithmique".

L'étude de telles connexions présente dans le cas général des dif-
ficultés considérables. A la suite de différents auteurs, notamment Ueno,
Jimbo, Miwa [U], [J-M-~Ul, je me bornerai au cas ol la condition

supplémentaire suivante est vérifiée.

Institut Fourier - B. P. 116 - 38402 Saint-Martin-d'Héres Cedex
Laboratoire de Mathématiques Pures associé au CNRS - Tél. (76) 54.81.45



+eo

(1.2) Posons M, = 2 M

k .
17 LK alors, quel que soit (x,,...,X ) ,

(xz,...,xn) a ses valeurs propres distinctes.

M
1,-r-1

Ici encore, il est immédiat de vérifier que cette condition ne

dépend pas de coordonnées locales choisies ; dans toute la suite, on

supposera qu'elle est vérifiée si r=1 (mais non si r =0 ). Dautre

part, pour alléger les notations, je me bornerai souvent & énoncer les
résultats ou i donner les démonstrations dans le cas r=1 ; le cas

r 22 n'en différe que par la longueur des formules & écrire, et n'ap-

porte aucune nouveauté.

Occupons-nous d'abord de la classification formelle de telles

connexions ; '"formel" veut dire ici qu'on travaille sur le complété formel

a

GX\Y de GX le long de Y . Le résultat suivant est bien connu ; je le

redémontre faute de référence explicite.

PROPOSITION 1.3. - Soit (E,v) un fibré vectoriel 4 connexion

intégrable sur X-Y , avec péle de type r sur Y (on suppo-

se r=21); E désignant le faisceau des sections de E , on note

-

E le fibré formel de sections E ®6X|Y . 8i Y est simple-

ment comnexe, il existe une décomposition (ﬁ,v) = ® (ﬁi,v) s
o i=1,...

les (Ei,v) étant de rang 1 , et de type r , et étant d:eux a

deux inéquivalents au-dessus de tout ouvert UcY .

Il suffit de démontrer le résultat localement ; en effet, le théore-
me de Krull-Schmidt et la derniére propriété assurent 1'unicité de la dé-
composition locale ; en recollant ces décompositions, on trouve une dé-
composition sur Y indexée par un systéme local localement isomorphe
a {1,...,p} . Si Y est simplement connexe, ce systéme local sera

trivial, d'ol le résultat.

Prenons alors x° €Y, et soient (x .,xn) des coordonnées

1
locales au voisinage de X , avec xi(xo) =0, Y défini par X, = 0.



Dans ces coordonnées, on a ()= ZMidxi , avec

+ oo k
M, = :
1 _ElMl,k(X e X)Xy
+ k
M, = _Zr Mi,k(x e X)X (122) .

Comme indiqué plus haut, je me borne & écrire la démonstration pour
r=1 . D'aprés un résultat connu, [voir [S1]], quitte & faire un chan-
gement de base formel le long de Y , on peut supposer déji que M1
est diagonale. Montrons alors que les Mi sont aussi diagonales pour

i=2 .

La condition d'intégrabilité dQ + %[Q,Q] = 0 donne en particulier
aMl BMi

- - T A
[Ml,Mi] =, = ; d'oll, en développant en X
My oM ] = - eg_llMLe’Mz,k-e] " T, RHIM, g

Par récurrence, on peut supposer que les M, sont diagonaux

i,®
pour ¢ < k+1 ; alors le second membre de cette égalité sera diagonal ;
‘g 1 .
comme Ml’_2 a ses valeurs propres distinctes, il s'ensuit que Mi,k+2

sera aussi diagonal, d'ol le résultat.

Ceci donne localement la décomposition cherchée ; le fait que les
(ﬁi,v) sont inéquivalents deux 3 deux résulte aussité6t de ce que les par-
ties polaires d'ordre 2 de leurs formes de connexion sont deux & deux

distinctes. D'oil la proposition.

Reste 34 examiner le cas des fibrés de rang 1 . Soit donc (E,Vv)
un fibré vectoriel de rang 1 et de type 1 sur X au woisinage de
Y ; dans une base locale de E , la forme w de v est une forme
méromorphe fermée avec pdle d'ordre 2 sur Y ; réciproquement,
prenons une telle forme ; elle s'écrit en coordonnées locale (xl,...,xn) ,
avec Y = {x1=0} sous la forme w = Zmidxi , les m, ayant des
pdles d'ordre <2 ; la condition dw = 0 entrathe que, pour i=22 ,

les m, ont au plus un pdle simple ; donc que la condition '"type 1" est



vérifiée. D'autre part, un changement de base modifie ® par g-ldg ,
g holomorphe inversible au voisinage de Y . Finalement, on voit que
les (E,v) de type 1 sont classés au voisinage de Y par les sections

du faisceau suivant :

(formes méromorphes fermées, & pdle d'ordre 2 sur Y)/

(formes holomorphes fermées).

En appliquant le méme raisonnement au cas formel, on voit que la clas-
sification formelle est la méme, autrement dit que le foncteur

(E,v) — (ﬁ,v) est, pour rgE =1 , une équivalence de catégories.

Supposons qu'on ait une équation f=0 de Y ; choisissons des
coordonnées locales (xl,...,xn) gsur Y au voisinage de x ; soient
(X ,...,xn) une fonction holomorphe sur Y au voisinage de L, et

i € € ; notons E()"u)

le fibré trivial de rang 1 muni de la connexion
dx
de forme - d(—z‘—) +u—l ; on vérifie alors que (E,v) est, au voisi-

X1 X
nage de x° , isomorphe 4 un et 2 un seul des EO\’“) .

Remarque 1.4. - Supposons que, au voisinage de Y , X soit
isomorphe A un voisinage de Yx {0} dans Y x € ; alors, la donnée
de (E,v) a pdle de type r sur Y permet de définir une connexion
intégrable sur E |Y , qui dépendra de la trivialisation choisie de X ;
en effet, la démonstration de 1.3 donne localement une décomposition
bien déterminée (ﬁ,v) = @(ﬁi,v) , donc on est ramené au rang 1 .
Dans ce cas, on prend pour EO"WIY la connexion de forme nulle ;

pour E , on prend un isomorphisme local (E,v) ~ E()"“)

, ce qui dé-
finit la connexion wvoulue sur E |Y ; elle ne dépend pas de l'isomorphis-

me choisi car les automorphismes de E()"“) sont constants.



2. CLASSIFICATION ANALYTIQUE.

On va voir que, sous la restriction (1.2), les résultats de [Irr]

s'étendent pratiquement mot pour mot aux connexions de type r (r=1) .

Soit X -~ X I'éclatement réel de X le long de Y , et posons
~ -1 :
Y =nm (Y) ; dans des coordonnées locales (xl,...,xn) au voisinage de

X €Y, avec xi(xo) =0, Y défini par X =0, X s'identifie 3

. .. i6
Y x T x IRJr et m 4a l'application (0, r,x ,...,xn)|—> (re ,xz,...,xn) .
Posons y = (x2,...,xn) ; soit @ le faisceau sur Y défini ainsi ; au
point (B,0) € Y , 0’6 0 est représenté par des fonctions holomorphes
f dans 0< |x1| <e, |yl<e, Iargxl-el < ¢ , admettant quand

X, 0 un développement asymptotique au sens suivant : il existe une

série formelle Y a ()< , les a  holomorphes dans ly| <e , telle
pzpop 1 p

que, pour tout q , on ait :

q
qtl
|£(x,y) —E()) ap(y)xll)l < cq|X1| .

On vérifie que cette définition est indépendante des coordonnées locales
choisies ; d'autre part, en utilisant les inégalités de Cauchy, on voit que

de tels développements se dérivent terme a terme en (xl,...,xn) .

Pour étendre les résultats de [Irr], §3, 4, 5 4 la situation
considérée ici, on va employer un argument de Ueno [U], qui consiste
a travailler directement dans des ''grands'" secteurs, et a4 se ramener
au théoréme de Sibuya relatif 4 des équations différentielles dépendant
d'un parameétre. Soit (F,v) un fibré vectoriel & connexion & pdle de
type r sur Y , vérifiant (1.2) ; pour simplifier, on suppose r=1 ;
au voisinage d'un point X €Y , avec des coordomnées locales comme
précédemment, on a un isomorphisme formel o (f‘,v) —»(ﬁ,v) = @(ﬁi,v) ,
avec (Ei,v) = E()\i’ui) ; soit d'autre part I un intervalle ouvert de
TT—I(O) , qui soit bon pour la restriction de E 4 la courbe y =0, au
sens de [Irr], §5 ; en restreignant un peu ¥ , on peut supposer que
ses translatés {0€TX, y=y1} sont encore bons pour E|y=y1 , lorsque

Yy est assez voisin de 0 . Soit alors, pour € >0 assez petit, T le



secteur défini par 0 < |x1| <e, ly|<e, argx, € .

THEOREME 2.1. (Sibuya-Ueno) - Il existe un isomorphisme uni-

que ay: (F,v)lf "(E’V)Ig qui étende & au sens suivant :

dans des bases de E et F , les coefficients de G, sont des

sections sur T X {|y|<e} de @, et le développement asympto-

tique de ocZ le long de Y est égal a o .

Choisissons une base (fl,...,fp) de F , et soit QO = Zdexj la
matrice de v dans cette base ; d'aprés un théoréme de Sibuya [S1],
[S2], on peut trouver une matrice S , holomorphe inversible sur 5 ,

-1
les coefficients de S et S étant des sections de @ sur Zx{|y|<e} s

tel que le changement de base (gl,...,gp) = (f1

,...,fp)S transforme )

en Q' = Zdexj , avec N1 diagonale.

Soit E)' le développement asymptotique de Q' le long de Y ; la

démonstration de la proposition (1.3) montre que Q' est diagonale.

)‘]'. dx

Soit II = diag[—d(———) + U, ——1] la matrice de (E,v) dans la
X1 ix

base canonique de E ; comme tout g € se représente dans tout

GX]Y
secteur par un élément de Q@ , on peut supposer, quitte & modifier S
par une matrice diagonale, que S représente & dans les bases consi-

dérées, et en particulier qu'on a o =1.

Montrons que (' est elle-méme diagonale ; comme elle est in-

ON; N
tégrable, on a —I = & _ [N_,N.] ; appliqué au coefficient nke
> axj 1" J
(k#2) de n, , ceci donne inke = (nee—nkk)n%{e ; le développement
J dxXq1 J 1 17
. ke A kk e o, Mk
asymptotique de nj est nul, et celui de n1 est P— + % + comme
1
1

¥ traverse une des lignes de Stokes hn(xk-xe)/xl =0, on a alors né-

cessairement n;.{e =0 .

Pour terminer la démonstration, il suffit alors de voir qu'en mo-

difiant S par une matrice diagonale asymptote a 1l'identité, on peut rendre



) égal & 11 ; ce point, immédiat, peut étre laissé au lecteur. Quant a
I'unicité, elle se voit par le méme argument qu'on vient d'employer. D'ol

le théoréme.

Les raisonnements et les résultats du §3 de [Irr] s'étendent alors
pratiquement sans changement, pourvu que l'on dispose d'une version avec
paramétres holomorphes du théoréme des matrices holomorphes inversi-
bles de Sibuya. Je laisse le lecteur énoncer le résultat, et le démontrer
par la méthode suivie dans 1'Appendice. (Indication : la trivialisation diffé-
rentiable faite dans la premiére partie de la démonstration détruit 1'holo-
morphie par rapport i l'ensemble des variables X 5o X 3 pOUT le ré-
cupérer ensuite, on devra résoudre un systéme d'équations du type
considéré, par exemple, dans [K-Ml). Je laisse aussi le lecteur énoncer
I'analogue du théoréme 4.4 de [Regl ; faire attention qu'il s'agit 13 de

classes de connexions & équivalence méromorphe sur Y prés, ce qui

est un point de vue légérement différent du reste du présent exposé.

Le résultat du § 5 s'étendra aussi, avec ici la simplification qu'on
dispose déjd, sans calcul supplémentaire, des résultats relatifs aux bons
secteurs. Comme j'aurai & me servir de ce résultat au paragraphe sui-

vant, je vais 1'expliciter.

Soit E = @(Ei,v) un fibré vectoriel & connexion sur X au voi-
sinage de Y , avec pble de type r sur Y ; on suppose les Ei de
rang 1 , et on suppose que E vérifie (1.2) (i.e. les parties polaires
d'ordre 2 des formes des (Ei,v) sont distinctes en tout point de Y ).
Désignons par C2(E,V) l'en§emb1e des (F,v) munis d'un isomorphisme
formel le long de Y (f‘,v) EL»(EA,v) , avec la relation d'équivalence sui-

vante (F,v,a) est isomorphe a (Fl,v,&l) si &_1&1 est convergent.

En restreignant la construction précédente aux ouverts U de Y
on obtient un préfaisceau U — CZ(E,Vv)(U) dont il est immédiat de véri-

fier que c'est un faisceau ; on le notera C2(E,v) .



THEOREME 2.2. -

1) le faisceau C&E,v) est naturellement muni d'une structure

de systéme local affine de fibre AN , avec N = p(-1)r

(i.e. il se représente localement par un faisceau constant

(I?N , les changements de carte étant polynomiaux dans la

fibre, et constants par rapport aux variables de la base).

2) Pour y0 €Y, soit Z un germe de courbe lisse de X

transverse en Y, 4 Y ; alors le morphisme de restriction

_C_@(E,V)y —- CE(EIZ,V)y induit un isomormhisme des espaces
o

0
affines associés.

Essentiellement, cela veut dire ceci : si X est localement de la
forme YxD , et qu'on associe & (¥F,v) vérifiant (2.1) la famille
(F|y x D,v) paramétrée par y € Y , les familles obtenues ainsi sont
les déformations "4 monodromie formelle constante et multiplicateurs de

Stokes constants" ; voir, pour ce point de vue [U] et [J-M-U].

3. DEFORMATIONS DE CONNEXIONS SUR ]Pl((l‘) .

On va voir ici comment le théoréme précédent permet d'étendre
au cas irrégulier, sous la restriction (2.1), les résultats des §2 et 3
de [Regl. Soient a(;,...,a?n , m points distincts de @ , et posons
o A 3
8 = {o} . Supposons donnés :

a) un fibré vectoriel E° sur P = IPl((L‘) de rang p .

b) Une connexion v sur E® au-dessus de lP-U{a(i)} , de
type r, au point aci) (lsism+l) ; on suppose que la condi-

tion (1.2) est satisfaite aux points a, ol r, 21.

. . . (o) s s
On va construire une "déformation" v de v  qui sera univer-

selle dans un sens analogue & celui de [Regl, remarque 2.3. Pour

simplifier, on suppose qu'on a ri = 0oul et que rm+1 =0 ; en



-9 -

renumérotant les points, on peut supposer qu'on a ri =1 pour

i=1,....,q, et ri=0 pour i=q+1,....m+1 .

Pour i<q , au voisinage de a, , dans une base de E , la

+ o i
forme de vo s'éerit 2 Mci) k(x—ai)kdx ; un changement de base se

traduit par une conjugaison de M(i) 9 donc ne change pas ses valeurs

propres qu'on notera ()\‘i) j) (1sj<p) .
. m |y s .
Soit Z (resp. Ai) I'espace @ (resp. @ ) privé des points
dont deux coordonnées coihcident, et soit Z (resp. Ai) son revétement
. o 0 o] o
universel de point base (al,...,am) (resp. O‘i,l""’)‘i,p)) . Posons

T =12x le...x T\q , et soit t° le point marqué de T . L'espace

PxT est muni de m+1 hypersurfaces lisses Yl"“’Ym+1 images
réciproques des hypersurfaces de P x o™ définies par
X=2a,.., X=3a , X=e ; notons enfin i 1'injection P — P xT

définie par i(x) = (x,to) .

THEOREME 3.1. - 1l existe un fibré vectoriel E sur PxT ,

muni d'une connexion intégrable méromorphe sur Yl""’Ym+1 et

d'un isomorphisme i*(E,v) = (Eo,vo) , vérifiant les conditions

suivantes :
i)  Sur Yq+1""’Ym+1 , v est i pdles logarithmiques.
ii) Sur Yl""’Yq , v est 4 poles de type 1 . De plus, pour

t € T, la restriction de (E,v) a4 Px{t}] possdde la pro-

priété suivante : au voisinage de ai(t) (1<i<q) , la partie

laire d'ordre 2 de la matrice de sa connexion a pour va-
po

leurs propres (Xi’l(t),...,)\i,p(t)) .

Enfin, sous les conditions précédentes, (E,v,i) est unique &

isomorphisme unique prés.

On construit (E,v) hors de Y_,...,Y , puis sur

1’ m+1

Y T 4 comme dans [Regl, théordme 2.1. Reste i le prolonger

q+l’ m+l
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a Yl""’Yq . 11 suffit pour cela de construire (E,v) dans un voisinage
tubulaire de Yi , et de montrer 1'unicité de la construction obtenue ; le
résultat se recollera hors de Yi avec celui qu'on a obtenu précédem-

ment par 1'argument employé dans [Regl.

Déterminons d'abord le complété formel (ﬁ,v) le long de Yi :

il existe un isomorphisme o : (E°,v") —»@(f‘?{,vo) , F;; étant le fibré
trivial de rang 1 sur € au voisinage de a‘i’ muni de la forme
d M " docsy) c bl
X..'a(i’ ui,k x_a(i) , avec Hi,ke convenable ;

soit alors (Fk, v) le fibré trivial de rang 1 au voisinage de Yi ,

muni de la forme

. d(x-a,(t))
) d(h,k(t)) s (x-a;

Me v "o o Ty
X'a(i) i,k x-ai(t)

-~

Les résultats du §1 montrent que o® s'étend de maniére unique

en un isomorphisme a : (ﬁ,v) = C-D(f‘k, v) .

Maintenant, comme Yi est simplement connexe, pour montrer
I'existence et l'unicité du prolongement de (Eo,vo) en un (E,v) défini
au voisinage de Y et possédant les propriétés voulues, il suffit d'utili-

ser (2.2). D'oll le théoréme.

Supposons maintenant que E° soit trivial ; en raisonnant comme
dans [Regl, § 3, on voit qu'il existe une hypersurface ® —c T telle que
E| T-® soit trivial, et m&me muni d'une trivialisation bien déterminée,
qui étend celle choisie sur E0 . (Si, sur Ym 1 la connexion était
irréguliére, il faudrait modifier 1'argument employé, en utilisant la
connexion induite au sens de la remarque 1.4 du présent exposé). On voit
aussi que, dans cette trivialisation, la forme ( de la connexion est mé-

romorphe sur P xT , avec pdles sur Y1 U...uU Ym U(P x®) ; ces ré-

+1
sultats, qui étendent le théoréme 3.2 de [Regl, ont été aussi obtenus

par Miwa [Mi].
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Quelques questions pour terminer :

(3.2) Le résultat précédent se traduit-il, en termes de solutions méro-
morphes d'équations de Schlesinger généralisées ? Dans [J-M-U],
cette question est traitée avec 1'hypothése supplémentaire suivante :
aux singularités réguliéres, les valeurs propres du résidu de
(Eo,vo) sont distinctes modulo Z . Sous cette hypothése, ces
auteurs démontrent que la condition d'intégrabilité de Q équivaut
a4 un certain systéme différentiel complétement intégrable. Ce ré-
sultat subsiste-t-il en général ? (Il se peut qu'il y ait une difficulté ;
voir par exemple les calculs de [Mal, §3, ol il faut supposer que

les différences des valeurs propres ne sont pas égales 4 1 ni & 2).

On verra aussi dans [J-M] le lien de ces questions avec les

équations de Painlevé des types II & V.

(3.3) Le théoréme (6.4) de [Regl subsiste-t-il pour la fonction 7 du
cas irrégulier, telle qu'elle est définie dans [J-M-U] ? Compte-
tenu des résultats de Miwa [Mi] sur ce sujet, la réponse est trés

probablement positive.

(3.4) Jusqu'a quel point peut-on affaiblir 1'hypothése (1.2), sans avoir &
modifier de fagon essentielle le type de résultats‘obtenus ici 2 11
me parait probable que c'est le cas lorsqu'on remplace (1.2) par
la condition suivante :

"Quel que soit (xz,...,xn) , (x2,...,xn) est réguliére

M
1,-r-1
(i.e. son polyndme caractéristique = son polyn6me minimal)".

Voir 3 ce sujet diverses remarques dans [Mal.
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