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1. Homologie effective






1. Premiéres définitions et propriétés

1.1. DEFINITION. ~ Un complexe de chafnes (C,,d) est une suite --- —
Chas dnn, Cn dn, Cn1 — -+ = Cp, on C, est un Z-module libre, d,, est un

homomorphisme de groupes et d,, - dp41 =0, pour tout n € N .

1.2. DEFINITION. - Un morphisme de complexes de chaines f : (C*,d) —
(C.,d) est une famille d homomorphismes de groupes f, : C, — C, tel que
fadns1 = dnst fns1 , pour tout n € N

e G Y C — e — Gy
lfn*l O lfn lfo
— —C;n+1 M‘) 611 —_ s 50
1.3. DEFINITION. Une équivalence d’ homotopie entre deux complexes de

chaines (C.,d) . (C.,d) est un ensemble (f,g,h, k) , ot f : (Cs,d) = (C,d) , g
(C..d) — (C,,d) sont des morphismes de chaines, hy,, : C,, — Crs1 , hn : Cr, = Crst
sont des morphismes de groupes pour tout n € N, vérifiant :

hn—l dn + dn+1 hn + gnfn =1
, pour tout n € N

-En—lan +En+lﬁn + fngn =1

n hn—l
b Cn+1 hary Cn hary Cn—l hatrd
dnﬂ dn
n sl )
j— hn — h ne-1 —
s Cn+1 hary Cn _S Cn—l hary
dna dn

(Classiquement, un morphisme f : (C,,d) — (C.,d) est une équivalence
d’homotopie s’il existe un inverse homotopique, c’est-2-dire s’il existe un morphisme
g :(C.,d) — (C.,d), une homotopie h: g- f ~ 1 et une autre k. : f-g ~ 1. On dispose
donc d’un diagramme :

d d
L e
u ,hn/ gnfnul n#] u hn_ldn + dn+1 hn = 1 - gnfn
o Conl o G = Ol
n+l n
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et de méme pour A . La différence entre cette définition et celle de 1.3 est la suivante :
dans 1.3 on exige que I'inverse homotopique ¢ et les homotopies h , h soient données
explicitement).

1.4. DEFINITION. — Un homomorphisme de Z-modules libres f : A — B est
dit réductible s’il existe A', A", B', B" non—vides tels que A = A'®A" , B = B'®B",
f(AHY Cc B', f(A"YC B" et fl|A" : A" — B" est un isomorphisme.

1.5. DEFINITION. — Un complexe de chaines (C, d) est réductible s’il existe
un n tel que d,, est réductible. Une réduction de (C,, d) est un nouveau complexe de
chaines (C,,d,) , défini par :

C,=C,, sir#n,n—1

d,=d,, sir#n+l,n, 6 n—1

an = C:—; ) 5n—] = C:;_l 9 a'n+1 =p- dn+1 [}

3,, = anC:l y (_jn_] = dn—l -7 y on :
Cn=CloCl!, Ch1 =C)_,®Cl_, (décompositions non-triviales), d,|C} : C, —
C!_, est un isomorphisme, d,(C}) C C},_, , p: C,, — C}, est la projection canonique
eti:Cl,_y — C,_1 est I'inclusion canonique.

"
C -

-— 1 1 _

~
dya dn dn_1 ~=
— C’n+l et Cn — Cn—l n_l’/ Cn—2 —

— - NON P O i//O/
~ G J .
N —_— —_ - -
~ dn — ~
1.6. PROPOSITION. — Un complexe de chatnes (C,, d) et une de ses réduc-

tions (C,d) sont canoniquement homotopiquement équivalents.

Démonstration. — Une équivalence d’homotopie est indiquée dans le dia-
gramme suivant, ol les notations sont celles de la définition 1.5.

0 0 o) 0 0
by Cn+1 hars Cn 5 n-—1 pary Cn—2 -
dn+2 dn+1 dn dn—l dn—2
1 p J:Jz » H; 11
0 0 , 0 , 0 0
5 Can 5 () =y n—1 s Chaa S
dn#?. p-dn+1 d,,IC:l dpn_1-1 dn_z
[
1.7. DEFINITION. — Un complexe de chaines est irréductible s’il n’est pas
réductible.
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1.8. REMARQUE. — Si a,b € Z on sait que p.g.c.d.(a,b) =p.gc.d.(a,—b) =
p.g.c.d.(a,a+b), ou p.g.c.d. signifie plus grand commun diviseur.

Soit f : A — B un homomorphisme de Z-modules libres de type fini et soit
M sa matrice par rapport a certaines bases de A et B; on définit p.g.c.d.(M) =
{p.g.c.d. des éléments de M } (remarquer que M est une matrice a coefficients entiers).
La remarque précédente nous permet d’affirmer que la définition suivante est cohérente.

1.9. DEFINITION. — Soit f : A — B un morphisme de Z-modules libres de
type fini et soit M une matrice de f; on définit p.g.c.d. f =p.g.c.d.(M) .

1.10. LEMME. — Un morphisme f : A — B est réductible si et seulement si
pgecd f==+1.
Démonstration. — Elle est déduite de 1’algorithme de diagonalisation des ma-

trices enticres (le premier élément de la matrice diagonale est le p.g.c.d. de la matrice de
départ) et de ce que tout isomorphisme entre Z— modules libres admet comme matrice,
dans des bases bien choisies, la matrice identité. [ ]

Remarque. — On dira qu’un complexe de chaines (C.,d) est de type fini si C,
est de type fini pour tout n € N .

1.11. PROPOSITION. — Un complexe de chaines de type fini (C,,d) est
irréductible si et seulement si p.g.c.d.d,, # 1 pour tout n € N .

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 1.10. [ |

1.12. DEFINITION. — Une homologie effective d’'un complexe de chaines
(C.,d) est un ensemble de données {(C.,d"), f,g,h,h'} , ont (C,d') est un complexe
de chaines irréductible de type fini et (f, g, h,h') est une équivalence d’ homotopie entre
(Cy,d) et (CL,d") .

NOTATION. — Si aucune confusion n’est a craindre, on dira simplement que
(C!,d") est une homologie effective de (C., d).

1.13. REMARQUE. — On déduit du diagramme de la démonstration 1.6, que
si on obtient une homologie effective de (C\, d) par réduction de chaque fleche d,, on
aura que : hy - hn1 =0, hy-gn =0, frne1-hn =0etque hj, : C}, — C},,,; est
’application nulle pour tout n € N .
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n
-5 Cn+] hard Cn harg R
n+l
gn-o-llen-tl ganfn
B
n
R e ! ey ! ...
S Cn S 0 s
dn+1

Puisque si deux complexes de chaines sont homotopiquement équivalents ils ont
leurs groupes d’homologie isomorphes, on déduit la propriété suivante :

1.14. PROPRIETE. — Si (CL, d') est une homologie effective de (C,,d) , alors
Hq(Ci, d") ~ H,(C,,d) , pour tout ¢ € N, ot H, est le q—iéme foncteur d’ homologie.

1.15. PROPOSITION. -— Soient {(Cy,d),f,q,h, B } . {(E*,E),},g,i,i} ,
deux homologies effectives d’ un méme complexe de chaines (C,,d) . Alors :

(a) (C,,d) et (E’ ., d) sont canoniquement homotopiquement équivalents. De plus,
si (Cy,d) est de type fini, alors :

(b) dim C,, = dim E’n pour tout n € N;

(c) Si d, a une matrice coordonnée diagonale diag(1,...,1,7,...,7,,0...,0] o2

2L netrdviseriyi,t=1,...,p—1, alors d, et d,, ont pour matrice coordonnée
diagonale une méme matrice [ry,...,7,,0,...,0] .
Démonstration. —

() On véﬁﬁe que (7‘ g, f ;,K , ) est une équivalence d’homotopie entre
(C.,d et (C,,d),on:

I{n = E,n + Tf—n+1 Zn yn . —C'_n - Z'--n+1

et

=/ =

Ko =h, + fos Fin g.:Cn—Crs1 .

(b) et (c) . On voit que si C, est irréductible, la matrice diagonale de d,, doit &tre
du type [ay,...,a.,0,...,0] ,_ofx_a,- > 1, pour tout 2, mais ces coefficients donnent
la partie de torsion de H,-1(C,d) , donc, pour la propriété 1.14, les coefficients de

torsion de d.,, d,, et d, sont les mémes : 11,. cy Tp(n) - Maintenant, dans ces conditions,
on voit que dim C,, = dim —part_ie—libre H,(C) + p(n) + p(n + 1) = dim -partie-libre
Ho(C) + p(n) + p(n + 1) = dim C,,, ot dim -partie-libre H,(C) est le nombre de Betti
correspondant. ]

1.16. REMARQUE. — La derniére proposition affirme “I’unicité”, a change-
ment de bases pres, de I’homologie effective d’un complexe de chaines (C.,,d) . Doré-
navant, on dira qu’on a calculé I’ homologie effective de (C,d) si on dispose de n’im-
porte quelle homologie effective de (C.,d) et on notera cette homologie effective par
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(HC.,dyou HC, .

Remarquer que avec cette convention, si (C,, d) et (—C'_*,E) sont deux complexes
de chaines et si on connait une équivalence d’homotopie (f,g, h,h') entre eux, il est
équivalent de calculer I’homologie effective de C, ou celle de C. , donc dans ces
conditions on peut écrire : HC, = HC, .

1.17. EXEMPLE. — On considere le complexe de chaines suivant :
0202 2 Z0ZeZoZl 2 ZoZ-—0
00 1000
00 0300
10
05

Par réduction de d; on obtient :
1

0— ZoZ 1020207 2 ZoZ -—0

1 4 4

0— ZoZ 2 ZoZolZ 4, 7z 0

00 [300]
05

Par réduction de d; on obtient ’homologie effective du complexe de départ, oll
les fleches non indiquées sont nulles.

d2
—

1 1
0— Z0Z 2 723Ze02eZ * Z¢Z —0

4]
Z

t] It/
Z — Zp7Z — —0

0 30
5

L’homologie classique du complexe irréductible, donc de celui du départ est :

0 7z Y7, 0.

0—

1.18. DEFINITION. — Soient (C,d) , (K., d) deux complexes de chatnes. On
considere le bicomplexe (C, @ Kq,d, ® 1,(—1)? ® d,) et soit (C ® K), le complexe
de chaines associé [(C Q@ K), = D ig=n(Cp ® )| . Alors on définit I' homologie

effective de (C,, d) a coefficients dans (K.,d) par H(C ® K), .

On va prouver une suite de lemmes pour arriver a la définition de 1’homologie
effective a coefficients dans un Z-module (en général non libre) G .
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1.19. DEFINITION. — Une résolution (abélienne, libre) d’ un Z-module G est

un ensemble de données (I{, F,j,p) on K, F sont Z-modules libres et 0 — K AN

F 2. G — 0 est une suite exacte courte.

Remarque. — Tout Z-module G admet une résolution.

1.20. LEMME. — Soit (K, F, j, p) une résolution de G et soient p; : K — K ,
wo : F — F un morphisme définissant un automorphisme de chaines du complexe

0-K LF——»O,defagonque

F 2, @G

<pol o J}

F — G
P

soit commutatif.
Alors on peut définir un morphisme T(pg, 1) : F — K tel que :

18(po0, 1) + o =1
E(po, p1)j+p1=1.

Démonstration. — .
0— K s 2, G —0
alll ol b
0— K~ — F — G —0.
j P

On a p(po — 1) = ppo — p =0, donc Im(pp — 1) C Kerp = Im j; soit S une
base de F, étant donné s € S — F , on voit que (pp — 1)s € Im j; on choisit r € K
tel que (o — 1)s = j(r); on définit (w0, p1)(s) = —r , qu’on étend a un morphisme
Y(po, 1) : F — K . Par construction, on vérifie que j (o, 1) + o = 1. De plus,
J(E(po, p1)j + 1 — 1) = j8(po,p1)j +3p1 — 7 = (1 —¢o)j +jp1 —j =0 ctonen
déduit la deuxieme égalité cherchée (car j est injective). ||

1.21. LEMME. — Soient (K,F j,p) et (K,F,7,P) deux résolutions d’un
méme Z—module G . Alors il existe une équivalence d homotopie (1,€,%,%') entre

les complexes de chaines 0 — K 5 F —0etO0 —K S F—0.

Démonstration. — Avec les mémes techniques de la derniére démonstration il
est facile de construire o, 11, €0, & tel que les diagrammes

K 25 F X, G

] L b

E - F X
ol e b
K - F 2 @G

soient commutatifs.
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Alors, on définit g = Z(&orho, &1901) et Ty = T(thoéo, ¥1&1) ob on a employé
les notations du dernier lemme. _ n

1.22. LEMME. — Soient (K, F,j,p) , (K, F,;,P) deux résolutions d’un Z-
module G . Soit (Cy,d). un complexe de chaines. On note P, le complexe de chaines

0K LF 50etP,celui 0> K ’-»__f — 0. Alors, il existe une équivalence
d’ homotopie (f,g,h,h') entre (P @ C), et (P ® C), .

Démonstration. — On définit . _
fo =@eDeel): (FRC)eE ®Ch1) — (FeCh)e (K QCr)
gn =EOODOEON:FOCH)OE®Co1) — (FQCr) @ (K ®Cror)
hnt (FOC)BE Q®Crn1) — (FOCni) ®(KQCh)

(f®c,k®7) — (0, 20(f) @ c)
hy: FQC)@EK®Cr1) — (FQCpu)® (K ®Ch)
(f®c,k®0 - 0,5(H®c),
ol on a employé les notations du dernier lemme. ]

Compte-tenu de la fin de la remarque 1.16 et du dernier lemme on peut donner
la définition suivante :

1.23. DEFINITION. — Soit (C,, d) un complexe de chaines et (K, F) j, p) une
résolution d’'un Z-module G . On définit I' homologie effective de (C.,d) a coefficients

dans le groupe G comme I’ homologie effective de 0 — K L, F — 0 a coefficients
dans (C,,d) . Elle sera notée par H(C,; G) .

La proposition suivante montre que cette définition est naturelle.

1.24. PROPOSITION. — Soit (C,,d) un complexe de chaines et G un Z-
module. Alors : Hy(H(Ci; G)) & Hy(C\; G) , pour tout ¢ € N, on H,( ;@) est
le g-iéme foncteur d’ homologie a coefficients dans G .

Démonstration. — On sait que H,(C\,; G) est défini a partir de I’homologie du
complexe de chaines

e LRGSR G — -

ou bien du complexe de chaines canoniquement isomorphe :
1Qd,,
s GRC, 2B GERC, — -
(Remarquer que ce ne sont pas nécessairement des complexes de chaines selon
notre définition 1.1, puisque C,, ® G peut ne pas étre libre).

Soit (K, F, j, p) une résolution de G . On a I'opérateur de bord

an - (F &® Cn) S, (I( ® Cn—l) — (F ® Cn—] ® (I{ & Cn—-2)
(fRc,k®7) — (f®@dpc+ (k) ®C, -k Q@ d,_10) .

D’aprés nos définitions et la propriét€ 1.14, il suffit de démontrer qu’il y a un
isomorphisme entre Ker 8,/ Im 9,41 et Ker(1 ® d,,)/ Im(1 @ dy41) pour tout n € N .
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Puisque C, est libre, le foncteur (—) ® C', est exact et donc dans le diagramme
suivant les suites verticales sont exactes :

0 0

l l

i K®C, 2B K®Chpy — -
iet | Liet

. 19d,,

— FRC, — FeC, —_— e
P®ll lp@l

i — GeC, ' GgrCc, — -

| |

0 0
Ce fait et la commutativité du diagramme impliquent que 1’application
Ker9,/Im 0,,1 — Ker(1 ® d,)/Im(1 ® dp+1)
[(a, 5)] — [(p ® 1)(a)]

est bien définie, est un morphisme de groupes et est bijective. [ |

2. Multicomplexes

2.1. DEFINITION. — Un multicomplexe est un couple (C,d) on C =
{Ep}nen est un ensemble gradué, E, = {Cl,...,C7»} avec C} Z-module Ii-
bre pour tout 1 = 1,...,r, et d est une famille de morphismes de Z-modules

dyj : C, — C}_y , pour chaque i € {1,...,rp} , j € {1,...,rn1} , n €N,
vérifiant 300 diF - dpl =0, 1< i<, 1 Sk Srany

1
dl' 1 Cn dl'k
n+l i \
R B e,
n+l n n—1
M E rn,k
n+l n
Crn
2.2. EXEMPLES. —
(1). — Si dans cette définition on a pour tout n € Z r, = 1, on obtient la
définition 1.1 d’un complexe de chaines.
(2)— Sirp,=n+letdy =0sij #1i,i—1,ladéfinition 2.1 n’est autre

que la définition classique d’un bicomplexe; un tel bicomplexe est exprimé d’ordinaire
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comme un diagramme :

l |

C— C32 — C'22 —

2,2
d3

&' L&

1,1
dy

C— C% — C; —

ou bien (en changeant les indices) de la fagon classique :

Co,2
l l Lt
3 8
= Co1 =25 Cip =5 Cog
a4 | Lot Lagn
3.0 30
— Cp — Cip — Cop .
(3). — Sion a deux complexes de chaines (C,, d), (., d),on peut leur associer

un multicomplexe (en fait, un bicomplexe) par les formules Ci =
dit =dp_in®1,d» ! =(-1)""*"1®d;_ , comme dans la définition 1.18. A partir
de ce bicomplexe, on définit le produit tensoriel des complexes de chaines.

(4). — Soient (C.,,d), (C., d) deux complexes de chaines et f un morphisme
de I’'un vers I’autre; alors on peut définir un multicomplexe (un bicomplexe) :
e 0, Yy — e — O
| et -al
-— Chp - Chct — -+ — (O
dn

N . —_ —1 — .
oilr,=2,sin>1, rozl,C(}:Co, C,=0C,, C2?=Chq1,sin>1;
d};’l:dnsdzg’l :(_l)n-lfn—l 9d1{2:0’c{3{2=dn—1 1Sin>1~

25

L2

i

n—it1 ® Ci—1

d
—‘»Co

— Co
d



2.3. DEFINITION. — La totalisation d’'un multicomplexe (C, d) est un couple
(T,0) , o0 T = {T,}nen est I'ensemble de Z-modules libres définis par T, =
Clad.--®Cl» et 0 = {0,}nen est I'ensemble de morphismes de Z-modules définis
par :

0n:Cen® - HC» >C_ & - ®Clny

(Cly.eeyCry) (id:';‘(c,.),...,Z"di;fn—l(ci))
i=1

i=1

2.4. PROPOSITION. — La totalisation d’un multicomplexe est un complexe de
chaines.

Démonstration. — On vérifie que la condition exigée sur d%;/ dans la définition
2.1 d’un multicomplexe implique que 3, - Op+1 =0 . |

2.5. EXEMPLE. — La définition de totalisation d’un multicomplexe est une
généralisation de la fagon classique d’associer un complexe de chaines a un bicomplexe.

2.6. DEFINITION. — Soit (C,d) un multicomplexe; on suppose que di*
Ci =C'@®C" - Ck_;, =T @CT" est réductible, que di:*(C'") c T et que
dikjCc" s C" - C" est un isomorphisme, d’inverse g, alors la réduction associée
au multicomplexe (C,d) est un couple (C,d) , on C est un ensemble gradué de Z-
modules défini a partir de C par :

T =C
Ch,=C

C? = €1 ,dans tous les autres cas ;

et d est un ensemble de morphisme de Z-modules E;’j : 5; — 5:;_1 , un pour chaque
indice possible, définis par :

l,m

YN
Cr-2

n+1 c" g _"
,.R r,l, / \ Tp A’
ai*
e »41:;
C' &k’
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—34,3 .
d, =d?° sir#Zn+l,n,n-1

C—lirllfl dn+] , SiSG {1,--'17'71}\{]'}
diyil — dn } R Si q E {1,'°‘ arn-—l}\{k}
T =r - dd, i€ L)
E{:m =-d',7;’m'i’ , simG{l,--.,Tn—l}\{k}
Ei;k :p"~dl’k : sile {1,---,rn}\{j}
=k, . 3
dnfl dkyp 'Z” , Slpe {1,-'°7rn—2}
ot =ik
et surtout 1 e{l,.. N7}
=l,m —Jglm _Jim ... dbE < ' ¥
dy =TT eiegepedst sty N
2.7. PROPOSITION . — Une réduction d'un multicomplexe est aussi un
multicomplexe.
Démonstration. — 1l faut la faire en regardant tous les cas possibles. On vérifie

—l,m—i,l
ici, par exemple, que si m # kona ) ;7' d md:m = 0, ol on utilise les mémes
notations que dans la derni¢re définition. De plus, on utilise les faits suivants :

()i-g-p-di* =i-p,00p:Ci — C" est la projection canonique (la
démonstration est triviale).

(2) dikdhi, = — ,_1 dhkdht | car (C,d) est un multicomplexe.

B)ip+i'p =1.

m#k, Zd’"‘d;il—zd’"’ AR A e

I#j
:Z(dgm_d{;m.z dlk)d'+1+dj’m-i'-p'-dil’_{1
1#;
! to . Lk om0 0 gi,g
= Sodimedylyivg-p( = Y ditd) g™ gy
1#j 1]
(2) . « o .
LY dbm dly v dim g p di A iy
1#;
[¢Y]
LY dimediy + d]’m(zp +i'p)db,
I#]
) n
Iy .y .7 ] —_— l l l
L Zdnm dyyy +dimdl = Zd "din =0,
1#j 1=1
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2.8. EXEMPLES. —

(1). — Evidemment si (C, d) est un complexe de chaines, la définition 2.6 est
la méme que celle donnée en 1.5. '

(2). — On con’sidére un bicomplexe :
l
: : c3
) l l&?

e— G} > 0 > O

#l le e
— ) —  — .

1,1 1,1
d; dy

On suppose que la fleche d"z”l est réductible; alors avec les notations de la
définition 2.6, on a une réduction :

l
%

l l L&

t 322 2,2 ot
p-dy [ -1l

— & TS o L5
-

2,1 =12 7 /21 . 2,1
dy’ J, ﬁ/ /_lP“'dz' -4 ldx'

> 37— C — C)
p"-d;'l d},l,"n

. . . . o - -l ’2 .
ol on voit que la seule modification “réelle” introduite est la fleche d,” = —dg’z ‘i-g-
p- d;’l . Donc, en général, la réduction d’un bicomplexe n’est pas un autre bicomplexe.
Alors (—i;,z est appelée fleche de correction.

___ 2.9. THEOREME. — Soit (C, d) un multicomplexe et (T, 9) sa totalisation, soit
(C, d) le résultat d’une réduction et (T, ) la totalisation de ce nouveau multicomplexe.
Alors, il existe une équivalence d’ homotopie canonique entre (T,0) et (T, 0) .

Démonstration. — On maintient les mémes notations que dans la définition
2.6 et on prend j = k = 1 pour rendre I’écriture plus commode. On va définir une
équivalence d’homotopie (f, f, h, k) entre (T, 0) et (T, 0) :

fn : CL@C%@...@C:{; %C'GBC%GB'-'GBC;"

(c1,¢2,--5¢r,) = (p'(c1), ez, ¢r,)
fr1:CLBCE, & ®C - COCL® - aCry
(c1,€2y-+vyCr_y) — (p"(cl), cr— dl;zz'gp(cl), R (l'n'r"-‘igp(cl))
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frestlidentit€ sik#n, n—1.
On vérifie que f est un morphisme de chaines.
fo: CO®C:@®---@®Cir -CleoCle---@Cln

(Clvc2a LR Crn) — (i’(C]) -1 g- PE;;2 d}i;’l(cj)7C2v sy C’n)
Foa:CaC @-0Cry -C,,®C2_ @ @Cr
(c1,¢2,-+ -y Crpy) - (1"(c1), e,y Cr_y)

frestlidentitésik#n, n—1.
On vérifie que f est un morphisme de chaines.

On définit :
Rpoi: Cyll_l ® - PCT _,le@...@c,rln
(c1,-+v5Cry_y) H(i-g-p(cl),O,...,O)
L’application hy estnulle si k #n —-1.

On vérifie que h est une homotopie entre f - f et ’identité; par exemple :

(hn—l 6'n + ?nfn)(cl yeery crn)

Tn Tn

= a1 (Y diNei)ree Y A5 e)) + FulP'(c), 2y 5 C0)

j=1 =1
Thn Tn
=(i-9-p)_ d5'(c;),0,...,00+('P@) =i g-pY_ dil(ej) ez scr,)
j=1 j=2

= (igpd};l(cl) +2'p'(a1), ca,. .. ,c,.")

= (iﬁ(61)+ i’P’(Cl)» (& PR ,crn) = (01,621' .. acr,,)

On voit que f) - f, est I’identité pour tout k; par exemple :

fact-faoi(etyeeser_) = fac1(i"(a1), 2y ooy Cry_y)
= (p"i"(c1),ca —dy? i g-p-i'(c),e.e Cryy —dR™ i g pri(e))
=(c1,C2y- v yCr_1)
car p’-i" =1letp-i'"=0.
Donc, on peut définir I’homotopie hentre f - f et I’identité comme he =0,
pour tout k . [ ]

2.10. REMARQUE IMPORTANTE. — On peut remarquer dans la démonstra-
tion que les seules données importantes dont on a besoin pour définir 1'équivalence
d’homotopie entre (T,d) et (T, 0) sont (n,j, k,g) . Si on suppose qu ’on réduit cha-

que fléche d’un multicomplexe (C, d) jusqu’a en trouver un autre (C d) et si & chaque
étape, on a sauvegardé toute 1’information nécessaire, on pourra ¢ donner explicitement

une équivalence d’homotopie entre (T',J) et la totalisation de (C d) Ainsi, si on a
un complexe de chaines (7', d) qui est la totalisation d’'un multicomplexe (C, d), une
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méthode pour nous rapprocher de I’homologie effective de (T, ) consiste a réduire
chaque fleche de (C, d) et a totaliser ensuite. C’est le principal outil qu’on utilisera pour
calculer I’homologie effective dans les paragraphes suivants. Bien que ce ne soit pas
indiqué, on supposera que chaque fois qu’on réduit une fleche d’un multicomplexe, on
sauvegarde en méme temps toute I’information nécessaire pour la suite.

3. Suites exactes courtes

Dans ce paragraphe et le suivant, si on dit qu’on connait 1’homologie effective
HC, d’un complexe de chaines (C,d) il faut comprendre qu’on sait la calculer par
réduction de chacune des fleches d,, , comme indiqué dans le paragraphe 1.

3.1. DEFINITION. — Soient (A.,d) , (B.,d) , (C.,d) trois complexes de
chatnes. Une suite exacte courte associée @ ces complexes est un ensemble de données

Z,p,3,q) 001, : A, = By, ppn: By, = Cp,jn:Ch— By, qn: B, = A, sont
des morphismes de Z-modules, pour tout n € N , vérifiant :

(i) dpin +in_1dn =0

(ii) dn pn+ Prtdy =0

(iii) qpi, =1 , pour tout n € N
(V) ppjn =1

(V) inGn +jnpn = 1.

qn In
A, S B, s Cn
in Pn
d"l ld" ldn
In-1 Jn-1
An——l . S Bt s Cn—l

3.2. REMARQUES. —

1) Remarquer que donner une suite exacte courte équivaut A donner (3,7, 7,7) ,

ot 7: (A,,d) — (B.,d), P : (B.,d) — (C,,d) sont des morphismes de chaines et
7,q vérifient les conditions (iii)—(iv)—(v) de la définition. I1 suffit pour cela de définir
7n = (=1)"i,, et de méme pour les autres morphismes de Z-modules. On a choisi cette
définition parce qu’elle est plus commode pour les applications en vue.
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2) Les conditions (iii)—«(iv)—(v) de la définition impliquent que i,, est injective,
pn surjective et Im:,, = Kerp, , pour tout n; autrement dit pour tout n on a une
suite exacte courte de Z-modules : 0 — A4, -~ B, LAIN C, — 0. Comme on
travaille avec des Z-modules libres, on aura que, pour tout n : B, =Imi, & C,, , ou
Pn|Cr : Cp — C,, est tn isomorphisme.

3) La définition classique de suite exacte courte de complexes de chaines est une

suite (A,,d) — (B.,d) 2> (C,,d) , ol i,p sont des morphismes de chaines tels
que, pour tout n , ¢,, p, donnent une suite exacte courte de Z-modules. Puisque nous
travaillons avec des Z-modules libres, chacune de ces suites exactes courtes est “split”
et donc on sait qu’il existe j,,,p, vérifiant les conditions (iii)—(iv)—(v) de la définition.
Donc, compte tenu de la remarque 1), on voit de nouveau que la seule différence réelle
entre la définition classique et la définition effective est qu’on exige que j,q soient
données explicitement.

4) On appellera homologie effective d’un multicomplexe I’homologie effective de
sa totalisation.

Dans tout ce paragraphe (A., d) , (Bx,d), (C,, 3) sont des complexes de chaines
et (i, p, 7, ) une suite exacte courte entre eux.

3.3. PROPRIETE. — Le multicomplexe (bicomplexe)
A4, = B, M ¢,

Enl ld" z,,

An—l — Bn—l — n—1

In-1 Pn-1

a une homologie effective triviale.

Démonstration. — Ce diagramme est bien un bicomplexe, avec les degrés :
gr(A,) =n+1,gt(By)=n,gr(Cy)=n-1.

On considére la flche o . Puisque By = Imig & Cp et que ip est injective, en
réduisant la fleche ip on obtient un niveau multicomplexe

! |
SLEGY : <o)

| l

o — GCo

L g
/ #0[Co
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ou il est évident que la fleche de correction est nulle. Alors par réduction successive

des fléches ¢1,12,..., on obtient le multicomplexe :
el n En
Cn PolC;

ou C,, vérifie B,, = Imi,, @ C,, et ol p,|C, est un isomorphisme; donc une nouvelle
réduction donne le résultat désiré. |

3.4. REMARQUES. —

1) Il est facile de vérifier que I’application qui associe & un complexe de .
chaines (C,,d) son homologie effective {(HC,,d), f,g,h,h'} (comme on a indiqué
au début du paragraphe) peut €tre considérée comme un foncteur de la catégorie
des complexes de chaines a homologie effective vers une catégorie d’équivalences
d’homotopie (Remarquer qu’on maintient la convention de 1.16 d’utiliser d pour
représenter 1’opérateur bord de C, et celui de HC,). En particulier, on a un foncteur de
la catégorie des complexes de chaines & homologie effective vers celle des complexes
de chaines irréductibles, donné par : (C,,d) — (HC.,d) . Sim : (C.,d) — (C.,d) est
un morphisme de chaines, on notera m* : (HC,,d) — (HC.,,d) le morphisme induit.
Remarquer que m* est défini comme un composé de morphisme connus. De méme, si i
est un ensemble de morphismes de Z-modules entre complexes vérifiant la condition (i)
de la définition 3.1, on lui associe un autre ensemble i* de morphismes de Z-modules
entre les homologies effectives des complexes vérifiant cette méme condition.

2) Classiquement, si on a une suite exacte courte entre complexes de chaines il y
a une suite exacte longue décrivant des relations entre les groupes d’homologie des trois
complexes. Pourtant, en général, si on connait deux sur trois de ces homologies on ne
peut pas en déduire la troisiéme homologie. Les propositions suivantes montrent que, en
homologie effective, connaitre deux sur trois des homologies effectives des complexes
d’une suite exacte courte permet d’en déterminer la troisi¢éme.

3.5. PROPOSITION. — Soit (¢, p, j,q) une suite exacte courte entre les com-
plexes de chatnes (A.,d) , (Bs,d) , (C.,d) . Si on connait I homologie effective de
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(A.,d) , (Bs,d), celle de (C*,z) est celle du bicomplexe :

,_ l |
0— HA, < HB, —0

Al lan

0— HAnq — HB,; —0

n=-1

LT

Démonstration. — On considére le bicomplexe (1) :

L |
0— A, ", B, —0

i la.

0— A4,1 — B, —0
in-1}

L

Comme dans la démonstration de 3.3, par réduction des fléches g, 1;,..., on obtient un
complexe :

qui est canoniquement isomorphe a (C,, d) .

On voit que si dans le bicomplexe (1) on fait une réduction d’un morphisme
vertical (a droite ou a gauche) la fléche de correction est nulle.
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|

0— A — B, —90

0— A4 — B,y —0

Donc, en réduisant toutes les fleches verticales on obtient :

i |
00— HA, — HB, —0
! l

00— HA,, — HB,.;y —20

A

d’oll on déduit le résultat. [ |

3.6. PrRoOPOSITION. — Soit (i,p, j,q) une suite exacte courte entre les com-
plexes de chaines (_A*,TJ) , (By,d) , (C.,d) . Alors, si on connait I'’homologie effective
de (B,,d) et (C,,d), I'homologie effective de (A.,d) est celle du bicomplexe :

Démonstration. — Elle est analogue a celle de 3.5.

3.7. PROPOSITION. — Soit (2, p, J,q) une suite exacte courte entre les com-
plexes de chafnes (_A,.,c_i) , (B.,d), (C,,d) . Alors, si on connafit I’homologie effective
de (A.,d) et (C, d), I homologie effective de (B, d) est celle du bicomplexe :
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! l
HA, / HC,
w L
HAn_.] ch 1
! — l
ougr(HA,) =gr(HCy,) =n et f est le composé
HCn — Cn “_‘) Bn 'L’ Bn—-l n__’ An—l E— HAn—-l

Démonstration. — Rcmarquer d’abord que le diagramme

l
n In Cn

/ lz,.
/

-1

ou f, = —¢qp-1d,j, définit bien un bicomplexe. On va vérifier, par exemple, que
dn-1fn+ fno1 d,= 0. Si on applique i,,_, au premier terme de cette égalité et si on
change le signe, on obtient :
Z.n—ZEn—IQn—ldnjn +ip_2qn—2dn_1Jn-1 dn
=dn lin 14n— ldnjn+dn ljn ld —jn—2pn—2dn ljn ld
= —dp-1Jn-1Pn-1dnjn + dn-1jn- | dy —Jn-2 dnoy Pr-1Jn-1 dq
= —d,- IJn 1 dn pn]n+dn 1]n 1 d "Jn—2 dn ld

- —‘dn—ljn—l dn +dn—1jn—1 dn': 0 ;

ol dans cette suite d’égalité€s on a utilisé les propriété€s (i)—(v) de la définition de suite
exacte courte. Puisque 7, est injective on obtient 1’égalité cherchée.

La totalisation de ce bicomplexe, dont 1’opérateur de bord est
On: An®Cy = An1 @ Cpa
(0,0) > (@n = gn_1dnjnC, dn &)
est canoniquement isomorphe a (B., d) par I’application
A, ®Cp — B,
(a,¢) = —in(a) — jnlo) .
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I1 suffit maintenant de remarquer, comme a la fin de la démonstration de 3.5, que
les réductions des morphismes verticaux du bicomplexe n’introduisent pas de fleches de
correction, et on obtient bien :

4. Formule de Kiinneth et théoréme des coefficients
universels en homologie effective

Dans ce paragraphe, on va étudier en homologie effective les théorémes cor-
respondant a la formule de Kiinneth et a celle des coefficients universels en Algebre
Homologique classique; on verra que 1’expression des résultats et leur démonstration
sont sensiblement plus simples en homologie effective.

4.1. T_HEOREME Formule de Kiinneth en homologie effective. —  Soient
(A.,d), (B,,d) deux complexes de chafnes a homologie effective. Alors :

H(A® B)x =H(HA® HB). .

Démonstration. — On considére le bicomplexe qui définit le produit tensoriel
de complexes de chaines :

-— A,®B, 491 A, 1 ®B;, —---

(-1¥ @d, levred,
l l

i Ap ® Bq—] df@i} Ap-—l Y Bq—l — e

Soit maintenant d, : B, = B'® B" — B @ B réductible, o g = (d,|B")" :
B" — B" est un isomorphisme et p: B,_1 — B ,i: B' — B, sont la projection et
I’inclusion canonique, respectivement. Puisque N1 @(N2BN3) = (N1DN2)Q(N1DON3) ,
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une réduction de d, induit une réduction de la fleche verticale correspondante du
bicomplexe :

— A,®@B" — Ap,1®B; — .-

I g
— Ap+] ® Bq—l — Ap ® B — Ap——l ® Bq—l — -

.

Mais la fleche de correction est :
(dp @ DA @D((-1)? ® g)(dpr1 ® p) = (=1)Pdpdp1 ®ipg =0 .
Donc par des réductions verticales de ce type on obtient :
s A,,®lHBq & 4, <§l§>HBq —
-1 ed, | Lenr-ted,
-— Ap®HBy; ie Ap 1®HBgy — -

4

4 4

On vérifie de méme que les réductions horizontales de ce bicomplexe associées
a celles des d, donnent aussi des fleches de correction nulle. Donc par réductions
horizontales de ce type on arrive a :

..— HA,®HB, “*% HA, ,@HB, — .-
(—1)P®qu l(—l)v—‘@,?iq
- — HA,®HB — HA,1@HBiy — -

dont la totalisation n’est autre que (HA @ H B), . [ |

4.2. CorOLLAIRE Théoréme de coefficients universels en homologie effective.
Soit G un Z-module et (K, F,j,p) une présentation de G . Soit P, le complexe de
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chaines 0 - K 2> F -0 et (C,,d) un complexe de chatnes @ homologie effective.
Alors :
HC,,G)=HHP®HC), .

4.3. CoroLLAIRE. Théoréme de coefficients universels (cas libre). —  Soit
G un Z-module libre et (C,,d) un complexe de chaines a homologie effective. Alors :

H(Cx; G) = H(GQ HC). .
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