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Beiträge zur Untersuchung der Abbildungen
von Mannigfaltigkeiten

von

Marcel Rueff

Zürich

Einleitung.

1. Sind L und A zwei Mannigfaltigkeiten 1) - oder auch
allgemeiner: zwei beliebige Polyeder - und ist f eine Abbildung 2)
von L in A, so wird bekanntlich durch f jeder Homologieklasse
von L eine bestimmte Homologieklasse von A zugeordnet; diese
Zuordnung bestimmt den "Homologietypus" von f. Wenn die
Homologieeigenschaften von L und A bekannt sind, so besteht
die Aufgabe, die sâmtlichen môglichen Homologietypen der

Abbildungen von L in A aufzuzählen; diese Aufgabe ist nur für
sehr spezielle Fälle gelôst, und man muß sich heute im allgemeinen
damit begnügen, Bedingungen anzugeben, durch welche die

Gesamtheit der môglichen Typen eingeschränkt wird.
Manche derartige einschrànkende Bedingungen kônnen als

Verschärfungen oder Verallgemeinerungen des Satzes von der

topologischen Invarianz der Homologiegrößen gedeutet werden;
denn dieser Satz lautet ja: "Eine topologische Abbildung von L
auf A bewirkt eine isomorphe Abbildung der Homologiegruppen
und -ringe von L auf diejenigen von A"; er besagt also, daB aus
der algebraischen Verschiedenheit der Gruppen und Ringe von
L bzw. von A die Nicht-Existenz topologischer Abbildungen von
L auf A folgt, und man erhâlt daher versehärfungen des In-
varianzsatzes, sobald man, auf Grund dieser algebraischen Ver-
schiedenheit, noch grô3ere Klassen von Abbildungen ausschlieBen
kann als nur die topologischen - etwa, um ein Beispiel zu nennen,
alle Abbildungen, deren Grade nicht Null sind. In der Tat liegt
nach einem Satz von H. Hopf diese Situation vor, falls L und
A n-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind und wenigstens eine
Bettische Zahl von L kleiner ist als die entsprechende Bettische

1) Alle Mannigfaltigkeiten sollen geschlossen und orientiert sein.

2 ) Alle Abbildungen sind eindeutig und stetig.
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Zahl voii A 3); und diese Tatsache ist eine Verseharfung des
Satzes von der topologischen Invarianz der Bettischen Zahlen.
Ein Ziel dieser Arbeit ist es, âhnliche neue Sâtzen aufzustellen.

So werden wir Paare von Mannigfaltigkeiten L, A angeben,
deren Nicht-Homöomorphie zwar schon bekannt war - und
zwar, da sie in den Homologiegruppen übereinstimmen, auf

Grund von Schnitt- oder Versehlingungsgrößen -, von denen
aber jetzt gezeigt wird, daB als Grade der gegenseitigen Abbildun-
gen keine anderen Zahlen in Frage kommen kônnen als (je nach
Art der Beispiele): die Zahl 0, oder die Vielfachen einer festen
Zahl m, oder die quadratischen Nichtreste mod m (wobei m
immer eine durch L und A bestimmte Zahl bedeutet) 4).

2. Zu einer àhnlichen Fragestellung wie der eben besprochenen
wird man geführt, wenn man das Homôomorphieproblem der
Mannigfaltigkeiten, zu dessen Behandlung der obige Invarianz-
satz dient, durch die Frage ersetzt, ob eine Mannigfaltigkeit
symmetrisch oder asymmetrisch ist, d.h. ob es môglich oder un-
môglich ist, sie topologisch unter Umkehrung der Orientierung
auf sich abzubilden. Man hat, besonders durch Betrachtung der
Verschlingungs-Invarianten, für gewisse Mannigfaltigkeiten nach-
weisen kônnen, daß sie asymmetrisch sind 5 ). Wir werden diese
Sâtze verschärfen und ihnen àhnliche an die Seite stellen, indem
wir für einige Klassen von Mannigfaltigkeiten L zeigen: Als

Grade der Selbstabbildungen kommen - je nach den Homologie-
Eigenschaften von 1. - nur folgende Zahlen in Frage : die positiven
Zahlen, oder Quadratzahlen, oder Summen von zwei Quadraten,
oder quadratische Reste modulo einer Primzahl der Form 4x -1
- also jedenfalls nicht die Zahl - 1; jede dieser Eigenschaften
ist eine Verscharfung der Asymmetrie s).

3. Besonders gründlich werden wir die dreidimensionalen

"Linsenraume" 7) untersuchen. Für irgend zwei Linsenrâume mit
gleicher Ordnung n2 der Fundamentalgruppe werden die Grade

3) H. HOPF, Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten [Journal f. r. u.
angew. Math. 163 (1930), 71-88], Satz IIIa. Ich zitiere diese Arbeit kurz als H.

4) Zweiter Teil: 1.3.; 2.2.; 3.3., VII.

5) Seifert-Threlfall, Lehrbuch der Topologie [Leipzig-Berlin 1934], S. 280,

Anmerkung 48. Dieses Buch zitiere ich im folgenden als S-Thr.

s) Zweiter Teil: 1.1, Korollar zu Vb; 1.1, Vc; - 1.1, Vb; - 1.2; 2.1, VIb und

Korollar; 3.3, VII.

7) S-Thr, S. 210.
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der gegenseitigen Abbildungen vollstândig aufgezàhlt. Für die
hôherdimensionalen Linsenraumes wird nur ein allgemeiner Satz
über Selbstabbildungen bewiesen.
Das Homöomorphieproblem für die Linsenraumes ist bekannt-

lich von Reidemeister gelbst worden. 8) Unsere Methode leistet
nichts Derartiges, und sie kann prinzipiell nichts Derartiges
leisten: Denn sie ist durchaus eine Homologie-Methode, und es
wird gezeigt werden, daß zwei Linsenraumes, die nach Reide-

meister nicht homôomorph sind, doch gegenseitige Abbildungen
zulassen, deren Homologietypen Isomorphismen sind - also Ab-
bildungen, die man im Rahmen der Homologietheorie nicht von
Homôomorphien unterscheiden kann. Zugleich erhâlt man in

diesen Linsenrâumen Beispiele von zwei Mannigfaltigkeiten, die
sich gegenseitig mit dem Grade 1 aufeinander abbilden lassen,
ohne homôomorph zu sein - wodurch eine Frage, die H. Hopf
gestellt hat, verneint wird. 9)

4. Die hiermit skizzierten speziellen Sâtze bilden den Inhalt
des zweiten Teiles der Arbeit. Im ersten Teil werden die Methode
und allgemeine Sâtzen behandelt. Die Methode setzt sich aus zwei
Bestandteilen zusammen: 1) der Theorie des "Umkehrungs-
Homomorphismus" von H. Hopf 10), die ohne Schwierigkeit auf
beliebige Koeffizientenringe ausgedehnt wird (Kap. II, §§ 3 und 4),
und 2) einer Operation R, die in naheliegender Weise jedem r-
dimensionalen Torsionselement der Ordnung m eines beliebigen
Komplexes einen (r + 1 )-dimensionalen Zyklus mod m zu-

ordnet (Kap. 1, § 2; Kap. II, § 2). Eine wichtige Rolle spielen
zu wiederholten Malen die "Sehnitt-Matrix" der q-dimensionalen
Homologieklassen in einer 2q-dimensionalen Mannigfaltigkeit
und die ,,Verschlingungs-Matrix" q-dimensionaler Torsionsele-

mente in einer (2q + 1 )-dimensionalen Mannigfaltigkeit; wir

haben Wert darauf gelegt, immer die Analogie zwischen diesen
beiden Begriffen deutlich zu machen. In einem Anhang beweisen
wir einen Satz über faserungstreue Abbildungen, dessen Inhalt
bei der Untersuchung der Abbildungen eines dreidimensionalen
Linsenraumes auf sich vermutet werden konnte.

8) K. REIDEMEISTER, Homotopieringe und Linsenraumes [Abhandl. Math.

Seminar Hamburg 11 (1935), 102-109].

9) H. HOPF, Quelques problèmes de la théorie des représentations continues
[L’Enseignement Math. 35 (1936), 334-348], besonders S. 337.

10) H, § 3. - Neuer Beweis: H. FREUDENTHAL, Zum Hopfschen Umkehrungs-
homomorphismus [Annals of Math. (2) 38 (1937), 847-853].
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Die Terminologie in dieser Arbeit ist im wesentlichen dieselbe
wie in der "Topologie" v on P. Alexandroff und H. Hopf 11 ).
Die §§ 1, 2, 3 des Kap. V aus diesem Buch, und ebenso die schon
zitierte Arbeit "Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltig-
keiten" von H. Hopf werden Õfters als bekannt vorausgesetzt
werden.

ERSTER TEIL.

Allgemeine Theorie.

Erstes Kapitel.
Eigenschaften von Komplexen und Mannigfaltigkeiten.

Das erste Kapitel e11thiilt nur eine unsern Zweekeii angepal3te
Darstellung bekannter Tatsachen.

§ 1.

Bettische Gruppen ’und Koeffizientenbereiche für
beliebige Komplexe.

X sei ein endlicher, absoluter Komplex, §J§ eine beliebige
Koeffizientengruppe. Man erhâlt in bel;annter Weise die additiven
Bettischen Gruppen in bezug auf $. Wir verweisen auf Kapitel
V des A-H. Die für diese Arbeit wichtigsten Koeffizienten-
bereiche sind:

1) Der Ring der ganzen Zahlen, OE;
2) die Restklassenringe module m Q) ln;
3) der Kôrper der rationalen Zahlen, 9î.

§ 2.

Die Gruppe Q3m; der lsomorphismus R.
Wir legen als Koeffizientenbereich Wm mit beliebigem m &#x3E; 2

zugrunde. Die Struktur der r-dimensionalen Bettischen Gruppe
mod m des Komplexes X, 0153m, läßt sieh folgendermaßen durch
die ganzzahligen Bettischen Gruppen von X ausdrücken:

11) Alexandroff-Hopf, Topologie I [Berlin (1935)]. Ich zitiere dieses Buch

immer kurz als A-H.

12) A-H, Kap. V, § 3, Nr. 8. Wie a.a.O. werden die folgenden Bezeichnungen
gebraucht, wobei A eine Abelsche Gruppe, 1n eine ganze Zahl &#x3E; 0 ist: 1nA ist die
Untergruppe der m-fachen Elemente in A, A_ die Restklassengruppe A -,YTIA
und fnA die Untergruppe derjenigen Elemente xe A, fur welche mx = 0 ist.
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wobei 33 die r-dimensionale "Bettische Gruppe mod 0" und Zr.
bzw. %r-l die r-dimensionale bzw. (r -1 )-dimensionale Torsions-
gruppe bedeuten.

Die Rolle des Summanden ,,Z-1 in (1) ist folgende : y sei ein
beliebiger r-dimensionaler Zyklus mod m ; dann gibt es einen

ganzzahligen Komplex C und einen ganzzahligen Zyklus Z mit 12a)

Wird jedem Zyklus y die ganzzahlige (r-1)-dimensio11ale
Homologieklasse von z zugeordnet, so sieht man leicht: Diese

Abbildung ist ein Homomorphismus der Zyklengruppe r auf
die Untergruppe m%r-l der Torsionsgruppe Z"-’, und der Kern
dieser Abbildung ist die Gruppe der Zyklen erster Art Z:m. Da
nun die Bettische Gruppe zweiter Art B **r die Restklassengruppe

ist, ist der betrachtete Homomorphismus ein Isomorphismus von

llJàJ/J’ auf m%r-113). Die Umkehrung dieser isomorphen Abbildung
nennen wir 2?, und wir haben:

a) Es gibt eine isomorphe Abbildung R von ms:r-l auf ll$l£, 3
zvelche folgenderma03B2en definiert ist :

Der ganzzahlige Zyklus zr-l reprasentiere ein Element der

Gruppe m:t:r-l - d.h. es sei 111Zt-l r-I 0 - und cr sei ein ganz-

zahliger Komplex derart, daß :

ist; dann ist

Ersetzeii Bvir in (1) mr-l durch die isomorphe Gruppe Q3:r,
so können wir noch die für unsere Zwecke wichtige Tatsache
festhalten:

b ) Die r-dimensionale Bettische Gruppe 1nod m kann wie folgt
geschrieben werden :

Ein besonders einfacher Fall ist der folgende: Eine endliche
Abelsche Gruppe A heil3e "rein" mod m, wenn sie direkte Summe.

121) r,n bezeichnet, wie bei A-H, die Reduktion mod 1n.

13) A-H, Kap. V, § 3, Nr. 5.
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zyklischer Gruppen ist, deren Ordnungen entweder durch m
teilbar, oder zu m teilerfremd sind; dann ist A m direkte Summe
von Zyklen der Ordnung m; dies ist immer der Fali, wenn m
Primzahl ist.

Insbesondere ist, wenn die Gruppen Zr und Zr-’ rein mod m
sind, auch 3S@m eine solche direkte Summe. Bezeichnet tm die
Anzahl der durch m teilbaren r-ten Torsionskoeffizienten, so ist
in diesem Falle ,r die Summe von pr + tm + tm 1 Zyklen der
Ordnung m 14).

Bemerkung. Bezüglich der Bezeichnungen m%r und Z" m treffen
wir hier ein für alle Mal die folgenden Festsetzungen. m%r ist
eine Gruppe ganzzahlige Homologieklassen, namlieh derjenigen
Elemente der Torsionsgruppe %r, deren Ordnungen Teiler von
m sind. Dagegen wollen wir unter Zr m eine Gruppe von Homologie-
klassen mod m verstehen, nâmlich diejenige Gruppe, die aus der

Torsionsgruppe %r durch Reduktion mod m aller Zyklen, also

Ausübung der Operation rm, entsteht; die so definierte Gruppe
Zr m ist mit der unter 12) erklàrten offenbar isomorph, und Mi13-
verstândnisse dürften nicht zu befürchten sein.

Da für jede endliche Abelsche Gruppe A die Isomorphie
Am  mA gilt 14a ), ist auch Zr m e m Zr.

§ 3.

Mannigfaltigkeiten; Homologiering.

Es sei L eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit 15); wir legen
einen beliebigen Koeffizienten- Ring mit Eins zugrunde. Durch
die Schnittbildung der Zellen, und somit der Zyklen, la13t sich

eine Multiplikation zwischen den Homologieklassen definieren.
Unter dem Produkt Hi Hj zweier Homologieklassen ist diejenige
Homologieklasse Hk mit k =- i + i - n zu verstehen, in welcher
sich der Schnittzyklus zk eines Zyklus Zi aus Hi und eines Zyklus
zj aus Hj befindet. Die Schnittklasse Hk ist eindeutig durch die

14 ) Für Primzahlen: A-H, S. 227, (12).

14a) A-H, Anhang 1, § 4, Nr. 46.

15 ) Wir hatten in der Einleitung orientierte Mannigfaltigkeiten vorausgesetzt;
bei Beschränkung auf den Koeffizientenbereich O behalten die nachstehenden
Sâtze auch für nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten ihre Gültigkeit. Wir gehen
aber nicht darauf ein. Ebenso gehen wir nicht auf die Verallgemeinerungen ein,
die sich aus der neuen Alexander-Kolmogoroffschen Ring-Theorie in beliebigen
Komplexen ergeben.
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Faktorklassen Hi und Hj bestimmt. Die Multiplikation ist assozia-
tiv und es gilt auch das distributive Gesetz. Diese Multiplikation
definiert den Homologiering oder Schnittring 8t(Ln ) der zugrunde
gelegten Mannigfaltigkeit Ln in bezug auf "6)

Die Schnittbildung ist bis auf das Vorzeichen kommutativ;
die Orientierung der Durchschnittszelle zweier orientierter Zellen
in der orientierten Ln ist durch eine einfache Festsetzung gegeben,
welche für das Produkt zweier beliebiger Komplexe Ci und Ci
aus Ln folgende Vorzeichenregel liefert:

Speziell ist für jeden Zyklus z aus Ln

wobei Ln den, durch eine Orientierung der Mannigfaltigkeit
bestimmten, n-dimensionalen "Fundamentalzyklus" bezeichnet.
Ln ist also die Eins des Schnittringes.
Aus der erwähnten Festsetzung der Orientierung in der Durch-

schnittszelle folgt die wichtige Vorzeichenregel

welche uns mit (1) die Formel

liefert. 

§ 4.

Dualitât.

Die Dualitàtseigenschaften von ffi(Ln) formulieren wir kurz
bei Zugrundelegung von 9î und Qjm getrennt.

4.1. Der Koeffizientenbereich sei 9î.

z", ..., zl, seien ganzzahlige Zyklen, die eine r-dimensionalé

Homologiebasis mod 0 bilden 16a); dann gibt es ganzzahlige Zyklen

1g ) S. LEFSCHETZ, Intersections and transformations of complexes and mani-
folds [Trans. Am. Math. Soc. 28 (1926), 1--49]; ferner: Topology [New York
(1930)], Kap IV.
H. HOPF, siehe FuBnote 3) der Einleitung.
G. DE RHAM, Sur l’analysis situs des variétés à n dimensions [Journal de Math.

(9) 10 (1931), 115-200].
16a D.h.: Jeder ganzzahlige Zyklus e erfüllt eine und nur eine Homologie

zr c, z» k in bezug auf 9t; man vergl. A-H, S. 430, FuBnote (Druckfehler in
dieser FuBnote : es muB zweimal Z" 0 (K) heiBen statt Lir OE$ (K»
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gilt ; die zf-r bilden eine (n--r)-dimensionale Homologiebasis mod 0;
sie heiBt "dual" zur Basis (zj§). Es ist p"-r - pr.

4.2. Der Koeffizientenbereich sei OE,.
Es sei {Zk}’ k = 1, ..., q, eine r-dimensionale Homologiebasis

modm 1Gb), und es sei mk die Ordnung von zJ; dann gibt es Zyklen
Inod 1n {z;-r}, i = 1,..., q, derart, dafJ gilt

Diese bilden eine Basis inod m; sie heipt "dual" zur Basis
der Zyklus zf-r hat die Ordnung 1ni; die Gruppen ll$£’ und
sind isomorph.

In dem wichtigen Spezialfalle, da13 die r-te und die (r -1 )-te
Torsionsgruppe "rein" sind mod m (vergl. § 2), was insbesondere
eintritt, wenn m Primzahl ist, gilt

4.3. Wir gehen an dieser Stelle auf die Einzelheiten der

Beweise von 4.1 und 4.2 nicht ein und begriügen uns mit folgender
Andeutung: die Beweise sind ganz analog den entsprechenden
Beweisen beim Alexanderschen Dualitätssatz 17); man hat nur
die Verschlingungszahlen, die beim Alexanderschen Dualitâts-
satz auftreten, jetzt immer durch Schnittzahlen zu ersetzen.

4.4. Ein weiterer Teil des Poincaréschen Dualitätssatzes
besteht in der Isomorphie der Torsionsgruppen

sie läßt sich aus der in 4.2 besprochenen Isomorphie

deren Beweis in 4.3 angedeutet wurde, leicht mit der Nlethode

16b) D.h.: Die Bettische Gruppe 5B&#x26;m ist direkte Summe zyklischer Gruppen,
die von denjenigen Homologieklassen erzeugt werden, in welchen sich die zk be-
finden.

17 ) Für 4.1: A-H, Kap. XI, § 3, Nr. 4 und § 4, Nr. 3; für 4.2: Kap XI, § 3,
Nr. 9 und § 4, Nr. 3.



169

aus ihr folgt

(man beachte die "Bemerkung" am SchluB des § 2!). Wir wollen
auch die Isomorphie (1m ) zu einer Dualitât zwiseheii Basen der
beiden Gruppen verfeinern - analog zu 4.1 und 4.2.

Die Homologieklassen der Zyklen mod ni zl’, Zr2, ..., zrq môgen
eine Basis von Z" m darstellen; dabei fassen wir Z" m als Summanden
in der Darstellung aus § 2, b auf:

d.h. die hier genannte Gruppe Zr m sei die direkte Summe der

zyklischen Gruppen, die von den Homologieklassen der erzeugt
werden. Dièse bilden dann den Teil einer Basis von r und
zu dieser Basis von Or. gibt es nach 4.2 eine duale Basis; in
dieser dualen Basis seien ZI-T, î’-’, ..., @ in-" diejenigen Elemente,
die unsern z in dem Sinne entsprechen, dal3

ist.

Wir behaupten : diese zt- r sind Zyklen zweiter Art.

Beweis: ist von der ersten Art, und zwar ist zi = m ( Zi )
»i,Z§° = É§°+(C§°+ ganzzahlig); es sei zn-r auch von der ersten

Art, also zn-r = tm(.zn-r); dann ist Zn-’’ . C2 +1 --- p, also

in Z"’° . Z§° = o, also zn-r. Zi == 0, also zn-r. z = 0; da aber

-n-r, Nr # o ist ist demnach. zf-r von der zweiten Art.
Die z;-r gehôren einer Basis von )S0153:r an; daher enthält

llJlll’° eine Untergruppe U, welche die direkte Summe der zy kli-
schen Gruppen ist, die von den Homologieklassen der zf-r erzeugt
werden. Da die z1-r dieselben Ordnungen mi haben wie die
zi (nach 4.2), ist U ,. iil§£.

Anderseits gibt es, da die z-r von der zweiten Art sind,
(n-r-1)-dimensionale ganzzahlige Zyklen Zf-r-l, die Ele-

mente von n-r-l reprasentieren so daß R(Z1-r-l) r-J zn-r ist
(9 2); die Homologieklassen der z;-r-l erzeugen eine Gruppe
R-l(U); da R ein Isomorphismus ist, ist R-l(U) eine mit U,
also mit 1§§, isomorphe Untergruppe von m%n-r-l. Nach (lm)
muB dann aber R-l(U) = 1n%n-r-l sein. Und da die Homologie-

na) Man vergl. auch S-Thr, S. 245. 



170

klassen der ’il eine Basis von U bilden, bilden die Homologie-
klassen der Zn-r-1 = R-l(z-r) eine Basis von m%n-r-l.

Fassen wir zusammen:
Es seien z§J, k = l, ..., q, solche Zyklen mod m, dal3 ihre Homo-

logieklassen eine Basis von Z" bilden; mk sei die Ordnung von
z". Dann gibt es ganzzahlige Zyklen Zf-r-l, i - 1, ..., q, der

Ordnungen mi, deren Homologieklassen eine Basis von 1n%n-r-l
bilden, so dafl

ist.
Die Basis {Zin-r-11 von rnn-r-l nennen wir die zur Basis

{Zrl von Zr "duale" Basis.
Aus der Definition von R ergibt sich die Deutung der Schnitt-

zahlen R(Zi"-r-’).z" k als ,,Verschlingungszahlen mod m" von
zin-r-1 und ek. 

§ 5.

Die Schnitt-Matrizen.

5.1. Es sei 91 oder (Mm mit beliebigem m &#x3E; 2 als Koeffizienten-
bereich zugrunde gelegt; die Mannigfaltigkeit sei von gerader
Dimension n = 2r, und {Zi} sei eine Bettische Basis der Dimen-
sion r. Wir betrachten die Matrix S der Schnittzahlen je zweier
dieser Basiszyklen:

Da nach § 3, (1)

ist, ist S symmetrischfür n = 4k und antisymmetrisch für n = 4k + 2.

5.2. Es sei nun {Zi} eine im Sinne von 4.1 bzw. 4.2 zu {Zk}
duale Basis, welche für die vorliegende Dimensionszahl n = 2r
ebenfalls von der Dimension r ist. Unter Zugrundelegung von 9î
gilt nach 4.1

und unter Zugrundelegung von Q)m, wenn mk die Ordnung von
Zk ist, nach 4.2

Da {Zi} und {Zkl Basen gleicher Dimension sind, gehen die
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Zi durch eine lineare Transformation U aus den Zk hervor:

Aus (1), (2) bzw. (2’) und (3) erhâlt man durch rechtsseitiges
Schneiden von (3) mit Zj

bzw.

oder durch Matrizen ausgedrückt bei Zugrundelegung von 9î:

und bei Zugrundelegung von @m’ wenn die Diagonalmatrix
mit D bezeichnet wird:

Sind die r-dimensionale und die (r - 1 )-dimensionale Torsions-
gruppe rein mod m, so gilt auch bei Zugrundelegung von @ln

(5) und (5") kônnen wir im folgenden Satz zusammenfassen:
Es sei als Koeffizientenbereich 9t oder im Falle, dap die Torsions-

gruppen rein sind mod m, auch @m als Koeffizientenbereich zugrunde
gelegt. (zi) sei eine r-dimensionale Bettische Basis der 2r-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit Ln. S sei die Schnitt-Matrix zweier Zyklen
dieser Basis, und U die Transformationsmatrix, welche die Basis

{Zk} in ihre duale Basis überführt. Dann sind U und S zueinander
invers.
Manchmal ist es praktisch, statt S die Schnitt-Matrix S der

dualen Basis fiil zu betrachten, die also durch

gegeben ist. Aus (1), (3) und (1) ergibt sich

also

multipliziert man dies mit S’ und benutzt (5"), so erhâlt man
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d.h.: die Matrizen S und S sind zueinander kontragredient. Drückt
man S in (5) und (5") durch S aus, so entsteht

Man kann daher in dem soeben formulierten Satz die Behauptung
auch so ausdrücken : U und S sind zueinander transponiert.

5.3. Folgerung aus (5) und (5"):

Für n = 4k + 2 ist S antisymmetrisch; da die Determinante
einer antisymmetrischen Matrix ungeraden Grades gleich 0 ist

(abgesehen von dem Fall m = 2), so folgt aus (6) - für den
Koeffizientenbereich ffi -:

§ 6.

Die Verschlingungs-Matrix mod ’ln.

6.1. Die Mannigfaltigkeit sei von ungerader Dimension
n = 2r + 1. Für jedes ni &#x3E; 2 und für jede Basis der Gruppe
m%r führen wir die "hlatrix der Verschlingungszahlen mod m"
ein, die sich analog verhält wie die in § 5 betrachtete Matrix der
Schnittzahlen 18):
Es seien Zrk ganzzahlige Zyklen, die eine Basis der Gruppe

,,,Zr reprase11tieren. Indem wir die Gleichheit n - r - 1 = r

berücksichtigen, betrachten wir àhnlich wie in 4.4 die Verschlin-
gungszahl mod m von Zi mit zrk = ï(Z), also die Schnitt-

zahlen mod rn

diese Matrix T ist die ,,Verschlingungs-Matrix" der Basis {ZI}.
Wie für S von § 5 gelten auch für T gewisse Synmetrieeigen-

schaften. Gemäß der Definition von R ist, BVenl1 mZ2 = Ci,
1nZ k = C k ist,

18 H. SEIFERT, Verschlingungsinvarianten [Sitzungsber. Akad. Berlin, Phys.-
Math. Kl. 16 (1933), 811-828].

G. DE RHAM, Nr. 18 der in der FuBnote 16) aufgeführten Arbeit.
In diesen beiden Arbeiten ist der Koeffizientenbereich die additive Gruppe der

module 1 zu reduzierenden rationalen Zahlen, 91,; für unsere Zwecke ist (Sim als
Koeffizientenbereich bequemer.


