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INTRODUCTION.
1. Nature des problémes traités. Soit
a, a, a,
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une série entiére, convergente pour quelque valeur finie de la
variable z. Considérons la fonction analytique f(z), définie par
le prolongement de 1’élément (1). Supposons tout d’abord cette
fonction uniforme dans tout son domaine d’existence; dans ce
cas, I’ensemble E de ses points singuliers est parfaitement défini
et 'on sait que E est fermé et borné et que son complémentaire
CE est connexe. Ces propriétés sont les seules dont E jouisse,
en général.
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Posons
a Qpy1 - -+ Qpyna
a Qpyo ++- @
(n) __ k+1 k+2 T+n
(2) AP =TT
Qryna1 Qpyn « » + Qpyan-g

et désignons par 7(E), le diametre transfini ') de ’ensemble E;
M. Pélya 2) a démontré I'inégalité
a
(3) Iim | A{M|»* < ©(E).
n—>

On peut se proposer, connaissant certaines propriétés de la
suite

(4) gy Ay o e oy Ay o oy

de déduire certaines propriétés de ’ensemble E; c’est 14 un
aspect tres général du célebre probléeme de M. Hadamard. Le
résultat de M. Pédlya en fixe un aspect plus particulier: celui
auquel ce travail est consacré. Voici comment j’énoncerai ce
probleme partiel: Pensemble E étant caractérisé par un nombre,
retrouver ce nombre dans les propriéiés-limites de certaines
suites de déterminants formés avec les termes de (4).

Nous n’avons envisagé, jusqu’a maintenant, que le cas ou f(z)
est uniforme dans tout son domaine d’existence; I'inégalité (3)
est d’une portée plus vaste et embrasse le cas des fonctions
multiformes. Pour présenter le résultat général de M. Pdlya,
introduisons d’abord une

Définition. Nous dirons qu'un ensemble E*, de points du plan
de la variable complexe, jouit de la propriété (B), par rapport
a f(2): s’il est fermé et borné, st son complémentaire CE* est connexe
et si la branche de f(z), coincidant avec (1), pour des |z| suffisam-
ment grands, est uniforme et holomorphe dans CE*,

Considérons la borne inférieure 7 des diameétres transfinis de tous
les ensembles jouissant de la propriété (*B), par rapport a f(z);
M. Pélya a démontré l’inégalité

1
(5) lim | 4" |»* <7
n—ro©

1) La notion de diametre transfini a été introduite par M. Fekete; elle est en
relation étroite avec d’autres notions importantes, par exemple, la notion de
capacité de la théorie des potentiels. Pour les définitions, voir: M. FEgeTE, Uber
die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen Gleichungen mit ganz-
zahligen Koeffizienten [Math. Zeitschr. 17 (1923), 228—249].

2) G. PoLva, Uber gewisse notwendige Determinantenkriterien fiir die Fort-
setzbarkeit einer Potenzreihe [Math. Annalen 99 (1928), 687—706].
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Si f(g) est uniforme dans tout son domaine d’existence, les
inégalités (8) et (5) sont équivalentes [il suffit d’observer que
7(E) est une fonction monotone de l’ensemble E, c’est a dire
que linclusion E C E* entraine l'inégalité t(E) < t(E*)].

M. Pélya a tiré de (5) un grand nombre de conséquences
remarquables; en particulier, par application de cette inégalité,
il a établi son théoréme, aujourd’hui classique, sur les séries de
Taylor a coefficients entiers. Grace a (5), il est également parvenu
a certaines conditions, nécessaires pour qu’une série soit pro-
longeable au dela de son cercle de convergence.

La richesse du domaine d’application de (5) montre la portée
de cette relation et me semble justifier ’étude de certaines des
questions qu’elle souléve. La plus importante, & mon sens, se
rattache & la possibilité de remplacer I'inégalité (5) par 1’égalité 3)

i
(6) lim | A{™ |»* =7.
n—>®©

Voici les circonstances qui incitent & supposer la validité
générale de cette relation:

Pour certaines fonctions, M. Pélya est parvenu a calculer les
deux membres de (5). Ses exemples, trés différents les uns des
autres, satisfont cependant tous a la relation (6). M. Pélya a en
outre démontré que les deux membres de (5) varient de la méme
maniére ) quand, dans f(z), on pratique la substitution

Z|ex™ + b (¢ # 0; m =1, entier);

on peut ainsi multiplier a P'infini les cas ou 1’égalité (6) est satis-
faite.

M. Wilson, pour une classe particuliére de fonctions, a précisé
d’une facon intéressante I'inégalité de M. Pélya: il a démontré %) que
si f(z) est uniforme dans tout son domaine d’existence, et n’admet
pour singularités que des poles et une seule singularité essentielle

3) M. Po6LvA, a la page 689 du travail précédemment cité, pose non pas cette
question, mais une autre, de nature trés voisine. Il demande si les conditions
qu’il a établies, nécessaires a la prolongeabilité de (1), sont également des condi-
tions suffisantes. A la fin du § 82, nous répondrons a sa question.

4) Dans cet ordre d’idées, j’ai également obtenu un résultat; on le trouvera
dans une Note des Comptes rendus 203 (1936), 1488—1491. Les propositions
énoncées dans cette Note, et que je reprendrai dans le chapitre I de ce travail,
semblent fortifier I’hypothése de la validité générale de (6).

5) R. WiLsoN, An extension of the Hadamard-Pélya determinantal criteria
for uniform functions [Proceedings London Math. Soc. (2) 39 (1935), 363—371].
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(qui peut étre un point d’accumulation de péles), d’ordre fini p,
on a
-1 1
7) i | A 71957 <.
n—r®

Dans tous les exemples traités par M. Wilson, le cas d’égalité
1 1
(8) lim | A{ |18 =¢ @
n—> o

s’est trouvé réalisé; aussi cet auteur a-t-il été naturellement
conduit & se demander si la relation (8) n’est pas générale.

Mon cher mafitre, M. Pélya, me suggéra 1'idée de m’occuper
des probléemes posés par (6) et (8); c’est & son amicale instigation,
a ses précieux conseils et a 'intérét constant qu’il m’a témoigné,
que je dois d’avoir quelque peu élucidé ces questions. J’ajouterai
que, dans les deux derniers chapitres de ce travail, la contri-
bution de M. Pélya est plus importante que la mienne propre.
Qu’il me soit permis de lui présenter ici I’expression de ma pro-
fonde gratitude.

2. Enoncé des principaux résultats. ¢) Considérons 1’élé-
ment (1) et les deux suites de déterminants

(9) AP, AR, .. AW, ..,
(10) AP, AP AW,

Supposons les termes de ces deux suites tous différents de zéro 7)
et observons que, dans ce cas, la connaissance de (9) et (10)
est équivalente & la connaissance de (1) [§ 16, Proposition 3].
Toutes les propriétés de f(z) doivent alors se manifester aussi
bien dans ces deux suites que dans la suite (4). Les résultats
de MM. Pélya et Wilson suggeérent méme une idée précise concer-
nant la comparaison des indications données par (4) et (9):

Désignons par @(n) une fonction positive, assujettie aux deux
conditions

(11) D(n) = n?,

. Dnt1)
12 1 —
(12) 0 Bm)

%) Quelques-uns des théorémes suivants ont déja été énoncés, sans démonstra
tion, dans une Note des Comptes rendus 207 (1938), 560—562.
7) Nous ne ferons cette hypothése restrictive dans aucun des énoncés suivants.
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et comparons
1 n

Ag=Tm | A |P™ et 2y = m |a, |P™.
n—> o n—r o0

Ce travail fera ressortir un certain parallélisme entre les
indications données par Ag et Ap. On sait que, pour les Agp, les
choix les plus intéressants 8) de @(n) sont: @& (n) = n? (Théoreme
de Cauchy-Hadamard) et @(n) =n2?logn (Théoréeme sur la
détermination de ’ordre d’une fonction entiére par les coeffi-
cients de son développement de Taylor); A4, et A,210¢, sont
également les plus intéressants des Ag.

On sait, que les modules des termes de la suite (4), et par
conséquent les Ap, sont dominés par Iinfluence des singularités
situées sur le cercle de convergence de (1); nous verrons par
contre que les A{™ et par conséquent les Agp, échappent certaine-
ment & cette influence particuliere [§ 4, Propriété I]. Cette pro-
priété, essentielle & mon sens, et qui a elle seule me semble jus-
tifier une étude approfondie des Ap, se manifeste dans les énon-
cés par une symétrie dans la contribution de chaque singularité
de f(z) [inégalité de M. Pélya; Théoreme III].

Dans le premier chapitre de ce travail, nous établirons certaines
propriétés d’invariance des Ag. Observons les deux membres de
(5) et de (7), il est aisé de voir que le second membre de chacune
de ces inégalités exprime des propriétés-limites de la suite des
coefficients de (1), c’est-a-dire qu’on ne saurait, en ajoutant un

1 . . - . .p
polynome en < a la série (1), ni altérer 7, ni modifier I’ordre

d’une singularité essentielle de f(z). En est-il bien ainsi du premier
membre de (5) ou (7)? Pour 2n = v 4 2, le coefficient a, apparait
dans un grand nombre de termes du développement de A, la

8) La classification des fonctions enti¢res d’ordre nul, conduit a la considération

. . mn?logmn

de fonctions @(n) telles que lim
n—> o Q(n)

de la fonction @ est délimité par la remarque générale suivante: Soient

1° oy, gy o oy Oy, - - - UNE Suite & termes positifs ou nuls,

= 0. Dans une étude de ce genre, le choix

d(n
2° @(n) et Y¥(n), deux tonctions positives de n telles que: lim (—) =0
n—s>o P(n)

L _1 1
Si0 < lim ocQ(")< + oo on conclut: Tm oc?’(") = 1. Si lim ayl(") = 0, on peut

n—>w n—>® n—> o .

1
seulement affirmer que: Iim ocgj(") < 1. Ce n’est que dans ce dernier cas qu’il
n—>w
y a intérét a introduire ¥(n).
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chose n’est donc nullement évidente. Nous démontrerons
d’abord le
Théoréme I. Considérons la série

+ o
(18) X a,z ™= g(z). (a,+# 0; p entier positif, négatif ou nul)

n=p

convergente pour quelque valeur finie de la variable 3. Posons
Ozap_:l:ap_z-:---za = e,

et

7, = Tim | A |20,
n— 0

Si la fonction positive @(n) est assujetite aux conditions (11)
et (12), tous les v, sont égauxr (k =0, 1, +2, ...).

De ce théoreme résulte immédiatement, non seulement I'in-
variance des Ag ,,vis-a4-vis des transformations qui consistent &
ajouter a la série un polynome quelconque ?)”’, mais une invariance
plus générale que nous formulons sous forme de

Théoréme II. Considérons la série (18) et la série

V(i) + W)gk) KT
X0 T Y@ e — 2 nF

n=q
Les fonctions V(z), W(z), X(2) et Y(2) désignent quatre poly-
nomes tels que

(14) VY — XW =#£0
et
(15) X 4+ Yg=£o.

Si la fonction positive @ (n) est assujettie aux conditions (11)
et (12), et si par C{™ nous désignons le déterminant obtenu en
substituant, dans A, les ¢, aux a,, on a

1 1
im | ¢ [ = Tim | 4f 2.
n—> 0 n—> o

Le deuxieme chapitre de ce travail constitue une contribution a
I’éclaircissement du probléeme suivant: On sait, d’une fonction f(z),
qu'elle est uniforme et qu’elle n’admet pour singularités que des

9) Ce sont les propres termes de M. Hadamard, qui avait jugé souhaitable que
P’on trouvat des expressions présentant ce caractére d’invariance. Voir: J. Hapa-
MARD, La série de Taylor et son prolongement analytique [Paris, 1901], p. 100.
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pbles (en nombre fini ou infini) et un nombre fini de singularités
essentielles (isoldes ou points d’accumulation de pdles) d’ordres
finis. Quelles affirmations peut-on faire alors sur les coefficients
de son développement de Taylor?

Nous énon¢ons notre résultat sous forme de

Théoréme III. Soit (1) un élément de fonction uniforme dans
tout son domaine d’existence. Nous supposerons f(z) uniquement
pourvue de péles et dun nombre fini s de singularités essentielles
d’ordres finis (s = 1). Sotent oy, oy, . . ., g les affizes des singu-
larités essentielles, et soient gy, Qg - - ., 0, leurs ordres respectifs.
Sous ces hypotheses, on a

1 R S
(16) lim |A8n)inglogn <o QTGtote
n—>®©

Pour s =1, l'inégalité (16) se réduit a I’inégalité (7), de
M. Wilson. Toutefois les difficultés nouvelles, résultant de la
présence simultanée de plusieurs singularités essentielles de f(z),
me paraissent interdire ’emploi des méthodes de démonstration
de M. Wilson. Nous verrons plus loin [Exemples relatifs au
Théoreme III], que I'inégalité (16) est, dans un sens que nous
préciserons, ,,la meilleure possible”.

Dans le chapitre III, nous cherchons & tirer parti, pour I’éclair-
cissement de notre sujet, de la théorie si riche des fractions con-
tinues. On sait que ’on peut, d’une maniére purement algébrique,
faire correspondre a toute fraction continue %) du type

(17)

une série entiére du type (1). Il est naturel, pour nous, d’analyser
de prés cette correspondance car les déterminants A et 4{™

10y Dans tout ce travail, nous nous servirons, pour les fractions continues, de
la notation commode introduite par M. Pringsheim: nous écrirons

b+ Sl Bl el
D ’
au lieu de
a
b, +
b, + 22
1 byt
“an,
a
bpy + —
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y jouent un role essentiel 11). Nous parviendrons, en recherchant
la nature analytique des fonctions représentées par certaines
fractions continues du type (17), non seulement & mettre les
égalités (6) et (8) en défaut, mais encore & prouver que méme
la connaissance compléte de la suite (9) ne permet pas d’affirma-
tions ayant la forme d’égalités relatives aux singularités de f(z)
Nous énoncgons notre résultat sous forme de

Théoreme IV. Il existe des suiles

1 (2
oc(() s Ot(()),.. . oc(()"), ..

de nombres tous différents de zéro, telles que

1
n?logn
=

Iim | ™
n—r o
jouissant en outre de la propriété suivante:
St par €, nous désignons Uensemble de toutes les séries

an

Qay a;
7+?—+.6.+zn+l+...’

telles que
Al = ol (n=1,2,...,7,...),

il y a dans €

1°. des séries partout divergentes,

2°. des éléments de fonctions uniformes ayant un domaine de
méromorphie arbitraire,

3°.  des €léments de fonctions ayant une seule singularité essen-
tielle, d’affize et d’ordre arbitraires.

Nous recherchons également, au chapitre III, dans quelles
conditions une fraction continue du type (17) représente une
fonction uniforme, n’ayant que des poles (en nombre fini ou
infini) et une seule singularité essentielle d’ordre donné. Voici
notre résultat

Théoréme V. Soit o un nombre complexe quelconque; si

1 1 1

0o [ < T [ Kk -+ k2 KL 8" = T [k, [T
n—> n—>o

=€

D=

ol O§Q<+OO’

la fraction continue (17), représente une fonction uniforme, n’ad-
mettant pour singularités que des péles (en mombre fini ou infint)

1f) Voir, au § 15, les formules (3,7) et (3,18).
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et une seule singularité essentielle, dont Uaffize est o et Uordre
exactement égal a o.

Si (1) désigne le développement en série de cette fonction, on a
1 1

im |A{|"1%" = .
n—>®

L’égalité (8) n’est pas vraie, en général; le Théoréme V montre
cependant qu’elle est satisfaite pour une classe étendue de
fonctions.

En tenant compte des formules (8,7) et (8,13), on peut énoncer
le Théoréme V sans ’aide des fractions continues; on obtiendra
ainsi un premier exemple de proposition qui, supposant certaines
propriétés de (9) et (10), permet une affirmation ayant la forme
d’une égalité relative aux singularités de f(z).

Les résultats du chapitre IV sont résumés par le

Théoréme VI. Considérons la fonction

(18) f(z) = jﬁz"’f)m da

Nous supposerons la fonction réelle ¢(z):

1°.  continue dans Uintervalle (o, f);

2°.  pouvant changer de signe, un nombre fini de fois, dans cet
intervalle;

3°.  pouvant s’annuler sur un mombre fini d’intervalles et, en
outre, en un nombre fini de points isolés.

De PUintervalle fermé (a, §), supprimons les points intérieurs
aux intervalles sur lesquels o(x) = 0; désignons par E l'ensemble
Jermé ainsi obtenu et par T son diamétre transfini.

Dans ces conditions on a

1
Iim | A I”zz 7.
n—>w
Ce théoréme fournit ’exemple d’une classe étendue de fonctions
satisfaisant a 1’égalité (6).
Dans le cinquiéme et dernier chapitre de ce travail, nous
étudions les déterminants récurrents des fonctions représentables
sous forme de séries de fractions simples:

[ee]

(19) fz) =3 =2

p—12—Sy

Cette étude nous conduira au
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Théoréme VII. Soit E, un ensemble fermé et borné de points
du plan de la variable complexe. Soit © son diamétre transfini,
CE son complémentaire,que nous supposerons connexe.

Soit 0 un nombre réel, tel que

0<60=1.

Sous ces hypothéses, il existe une série (1), représentant une
fonction uniforme, holomorphe dans CE, admettant exactement CE
pour domaine d’existence et telle que

1
(20) fim | AP |™ = 6e.
n—>0

L’inégalité (5) est done, dans un sens qui ressort clairement
de notre énoncé, la,,meilleure possible’’. On peut obtenir un résultat
analogue, relatif a I’inégalité (16); pour plus de simplicité, nous
nous contenterons de prouver par des exemples de caractére
général, que, quels que soient les ordres g,, 0y, . . ., 0, apparais-
sant dans ’énoncé du Théoréme I1I, P’inégalité (16) ne peut étre
améliorée:

Exemples relatifs au Théoréme III. Soit X ¢, wune

n=1
série convergente, d termes tous positifs; posons
0 cn
(21) fze)=2 ——  (e>0),
n=1 -
g—mn ¢
el c
(22) f(z0)= X ——.
n=1%8 — N~
Soient 0y, 02 - - -5 05, S NOMbres non négatifs, et soit (1) le dévelop-
pement de la fonction
8
(23) 2 f(z—27; o).
i=1
Celte fonction nme posséde que des péles et les s singularités essen-
tielles d’affives 2, 4, ..., 2s et d’ordres respectivement égaux a
Q15 Q25 - - - Qs

1
Pour cn=ﬁ (n=1,2,...,7%,...), on a

1 1
(24) lim [A(()n)]nﬂogn o QtOite 0.
n—o
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Pour ¢, = P (n=1,2,...,7,...), on a
1
(25) lim [A4{m]™oen — o,
n—>o0

3. Résumé des résultats de notre analyse. Tous les
théoremes que nous venons d’énoncer peuvent se grouper autour
de la question générale suivante: connaissant les deux suites de
déterminants (9) et (10), que peut-on dire des singularités de la
fonction définie par Uélément (1)?

Voici, trés brievement formulées, les réponses que ce travail
apporte:

1°. Si les termes des suites (9) et (10) sont tous différents
de zéro, la connaissance compléte de ces deux suites est équiva-
lente & la connaissance de I’élément (1) [§ 16, Proposition 3].

2°. La connaissance de certaines propriétés-limites de la suite
(9) permet des affirmations ayant la forme d’inégalités relatives
aux singularités de f(z) [Inégalité (5); Théoreme III].

3°. Les propriétés-limites correspondanies, formées avec les
termes de (10), n’ajoutent aucun nouvel élément d’information
[Théoreme I].

4°. Méme la connaissance compléte de (9) ne permet pas
d’affirmations ayant la forme d’égalités relatives aux singularités
de f(z) [Théoréme IV].

5°. Si Pon veut obtenir des affirmations ayant la forme
d’égalités relatives aux singularités de f(z), on doit

a) ou bien joindre & la connaissance de propriétés-limites,
relativement simples, de (9), la connaissance de propriétés plus
complexes de (10), en particulier celle des rapports entre (9) et
(10) [Théoréme V et annotation 11)].

b) ou bien, supposant connues des propriétés-limites simples
de (9), restreindre suffisamment la classe des fonctions con-
sidérées [Théoreme VI].

6°. Les inégalités énoncées précédemment sont, en général,
les meilleures possibles [Théoréme VII; Exemples relatifs au
Théoreme III].

CHAPITRE I

Propriétés générales des déterminants récurrents;
Pinvariance-limite.

4. Propriétés algébriques des déterminants récurrents.
Considérons quelques transformations simples de la série (1) et
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indiquons les transformations correspondantes subies par les A{™.

Dans nos formules, les symboles B{™, C{™, D™, ..., désigneront
les déterminants obtenus en remplagant, dans A{™, les a par
des b, ¢, d, . ...

I. Soit B un nombre complexe quelconque. St

b, b,

b,
2+..._}___” 1_;_...:

désigne le développement de centre B, de f(z), on a
(1,1) B{M = A{™.

II. St

Db = f(2),

grtl

ol y désigne un nombre complexe, différent de zéro, on a

(1,2) Cim =y 4.
1. Si
dy 4 d, B 1
7+?+...+zﬂ+l+...—m’

ol B désigne un mombre complexe quelconque, on a
(1,3) DM =1; Dt = AP (n=1).

IV. Considérons la série (18) et posons

+ o

1
Y e rtl=
n=—(p+2) " 8(z) ’
on a alors,
1
(1,4) Erl, = (1) = A, (n=1).
b4
V. Si
I3 h R,
70+—z_=1+'“+zn+1+ o= f(z™).

o m désigne un entier, au moins égal d un, on a
HM=0, si n£0 (mod m);

(1,5)
Hym — 4 {A(()v)}’" (»=1,2,8,...).
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Les propriétés I, IT et V ont été démontrées par M. Pélya 12);
III est une conséquence immédiate de la théorie des fractions
continues du type (17); il en est d’ailleurs de méme de I. Nous
démontrerons I et IIT au § 17. Dans ’annotation 18), nous donne-
rons une seconde démonstration de I. Voici maintenant, comment
on peut déduire IV de III:

Api2 a

4+ 22 L= g(z) 2P,

2 22

ap2 + @y, +

Api2 Qpy3
z_|_a1’+1_|:—-": + _ a +.”]:g£)—zl’+2

b
a, 2 22 a,
Jo J Jn - a,
(1,6) . + m -+ + e + o= 2@
En vertu de III,
. (—1)"
(1,7) Jo = J(()I) =1 ](()n+1) = o Az(ﬁz (n=1),
P
et de (1,6)
. . + ®©
]_ozp+1_|__'7_lzp+2+...: Z ez—n—1=_l_.
ay ay n=—(p+2) " 8(2)
Finalement.
(1,8) Tt = ag T ECEY, s

(1,4) s’obtient par combinaison de (1,7) et (1,8).

5. Démonstration du Théoréme I. Nous établirons tout
d’abord une inégalité que nous formulons sous forme de

Lermme 1. Soit (18) une série convergente pour | z| > R.
Posons

Ozap'-l:ap—2:'..:a

D —v — e e .;
M = max | g(z) | (e >0).
|z|=R+e¢
On a alors
(1,9) | A | < n! M (R4-e)™ (R4-£)",

quel que soit Ventier k (positif, négatif ou nul).
Par (v, »5, ..., 7,) nous désignons une permutation quelconque

12) G. P6Lya, Beitrag zur Verallgemeinerung des Verzerrungssatzes auf mehr-
fach zusammenhingende Gebiete [Sitzungsberichte Akad. Berlin 1929, 55—62].
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des nombres (1, 2, ..., n); le terme général du développement de
A{™ est alors
& Gpogi14y, D—sr24v, - Ck—24ntv,:
De l'inégalité
| a, | < M(R+e)™",
il résulte que le module de ce terme général est au plus égal &
Mn(R+e)*"(R+¢)".
c.q.f.d.

Le Théoréme I est obtenu par combinaison des deux propriétés
suivantes des 7;:
(A) 11 existe un nombre P, indépendant de k, tel que

IA

Tk

(B) T

P (k=0, +1, +2,...).

IA

Tp—1Thrr  (B=0, £1, £2,...).

La chaine d’inégalités (%) permet d’affirmer que les 7; sont:
ou tous nuls ou tous différents de zéro. Dans le premier cas,
tout se trouve démontré. Dans le second cas, mettons (B) sous
la forme

(1,10) log 7, < log 7y, : 10g Tpyy

Considérons (dans le plan de la variable complexe) la ligne
polygonale de sommets k -+ ilog v;,. La propriété (UA) exprime
que cette ligne est bornée supérieurement. De (1,10), il résulte
qu’elle est convexe, et que sa convexité est tournée vers le bas.
Les deux propriétés ne sont compatibles que si la ligne polygonale
se réduit & une droite, parallele & I’axe réel. Tous les 7; sont
alors égaux.

Démonstration de (). Mettons I'inégalité (1,9) sous la
forme

2
B log (R+¢),

1 n? [logn+logM+klog(R+6)] n
| 4 |¢'<n> < D) n ¢

gardons k fixe, tenons compte de I’hypotheése (11), et passons
a la limite n — -4 oco. 1l vient:

7, = P = max [1, R+¢].
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Démonstration de (8). Posons
T, +06=T,>0 (6>0).
La formule connue
2 -
{A;c")} = Agcn—)l Aiﬂl - A%"-“;”Ai'h”
fournit, pour n suffisamment grand, I'inégalité
D D D(n+1) 7D(n—1)
(1,11) | AP < TR T + T T

D(n) +D(n) ¢;;+)1>_1 %LT—)L)_I}@M]
n, n, n, n
=Ty 5 Tk+1 [l + {Tk—l Tk+1 .

Nous poserons encore

Pty - Bn-1)

4
(1,12) 1+e,= ch_pl(n) Tk+in)
De cette définition de ¢, et de I’hypothese (12), on déduit
(1,18) lime, = 0.
n—> o

Reprenons (1,11) et (1,12); il vient

47 [P <TER TYR 14 (14 e )P < 275 T (1+(ea) s
2 1
| AP < 2% Ty T (14 | 24 ])

Gardons 6 fixe et passons a la limite » — + co. En tenant
compte de (11) et (1,13),

2
T = Ty Thna

Nous obtiendrons (8) par le passage & la limite 6 — 0.

6. Les corollaires du Théoréme I; démonstration du
Théoréme II. Posons

1

T D(n) __

lim | A = Ag(k)

n-—>®
nous venons de voir que Ag(k) est indépendant de k. Nous allons
maintenant effectuer certaines opération sur la série (18); ces
opérations transformeront (13) en une série

+ o

2w,z (q entier quelconque).
n=q
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Si ces opérations sont telles que

1 1
ml Uan) l¢(n) — Tim [ A(‘,”’ ,Q(n)’
n—>o n—>o
nous dirons simplement: qu’elles n’altérent pas Ag.
On n’altére pas Agp
1°. En ajoutant d (18) une expression de la forme

Vg v, Vpn1
b4 + 22 + + am
En effet, cette opération ne laisse aucune trace sur A™.

2°.  En ajoutant a (18) une expression de la forme

Do 0y Vm-1

1,14 + ‘e .
(1,14) z—p  (—P) + =—p"

Par une translation, nous ameénerons (18) a la forme

+
(1,15) Z by(z—p)"
n=2p
La présence de puissances non négatives de z et 2 — g, dans
(18) et (1,15), n’altére visiblement pas les déterminants A{™ et
B{™; la relation (1,1) subsiste donc également pour des séries
du type (18), ou p < 0: dans tous les cas, Ap n’est pas altéré
par une translation. En vertu de 1°, on n’altére pas Ag en ajoutant
(1,14) a (1,15). Grace a (1,1), on reviendra a une série procédant
suivant les puissances de =z.
8°. En ajoutant @ (18) une fonction rationnelle quelconque.
Toute fonction rationnelle peut se mettre sous la forme

1
Pya) + Py (;=5) + Pac=5) + - + Po(;=5)

ou Py(t), Py(t),..., Pg(t) sont des polynomes en . Il suffira
d’appliquer 2°, s fois.

4°.  En multipliant (18) par une constante c¢ # 0.

Cette multiplication fait passer de A{™ a c"A{™. Il suffit de
tenir compte de I’hypothese (11).

5°  En multipliant (18) par z.

Cette opération fait passer de A{™ a A{™; elle ne saurait donc
altérer Agp.

6°. En multipliant (18) par (3—f).

Nous franchissons, entre 5° et 6°, le méme pas qu’entre 1° et 2°.
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7°.  En multipliant (18) par un polynome quelconque (non
identiquement nul).

Il suffit d’appliquer 4° et 6°, un certain nombre de fois.

8°. En divisant (18) par un polynome quelconque P(z) (non
tdentiquement nul).

On applique 7°, a @

P(2)

9°.  En multipliant (18) par une fonction rationnelle quelconque

(non identiquement nulle).

On combine 7° et 8°.
. \ . 1
10°.  En passant de la fonction g(z) d la fonction pres

On met (1,4) sous la forme

D(n)
En+1) ¢(;+1) _ 1 A 75(111—) <D(ntl)
I —(p+2) l - an+1 l p+2 | :
I a I<D(n+1)
D

On passe a la limite n — o0, en tenant compte, & nouveau, de
(11) et (12). On applique ensuite le Théoreme I. Toutes ces
propositions sont résumées par le Théoreme II. Si Y(z) =0, le
Théoreme II est contenu dans 8° et 9°. Dans le cas Y(z) = 0,

on mettra

sous la forme

w VY —Xw)y™

Y X + vg.
On tiendra compte de (14) et (15) et on appliquera 8°, 9°
et 10°.

CHAPITRE II.

Sur les fonctions uniformes qui n’ont que des podles et
un nombre fini de singularités essentielles.

7. Remarques préliminaires. Soit (1) un élément de
fonction analytique, convergent pour | z| > R. Nous supposerons
f(z), uniforme dans tout son domaine d’existence, et uniquement
pourvue des singularités suivantes:

1°. de poles

2°. de s singularités non polaires, d’affixes oy, «y, ..., oz
(s=1).

Ces singularités non polaires sont donc, soit des points d’ac-
cumulation de péles, soit des singularités essentielles isolées. D’un
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théoreme de WeierstraB3, on déduit la possibilité de mettre f(z)
sous la forme

1@ =h (=) () ()

2 — oty 23— oty 3 — oty

ou fi(t), fa(t), ..., fs(t) désignent des fonctions méromorphes.
Nous allons étudier les propriétés asymptotiques des A{® dans
le cas ou les fonctions fi(t), fy(t), - . ., f,(t) sont d’ordres finis, 13)
égaux respectivement & g;, 0, ..., 0, Remarquons que les
nombres ¢ ne dépendent pas de la décomposition particuliere
de f(2), en produit: dans toute autre décomposition

[0 =g () (=) - (=)

3 — 0y 2 — oy 2 — O

Pordre de g;(t) sera égal & g;. Nous dirons, avec M. Maillet 14),
que la fonction quasi méromorphe f(z) est d’ordres g, 0g) - - -5 0

Indiquons deux propriétés des fonctions quasi méromorphes
dont nous ferons usage:

1°. Soient V(z), W(z), X(z) et Y(z), quatre polynomes tels
que VY —XW £ 0. Les fonctions f(z) et g(z) = ;’T}%’Tf ont
alors les mémes singularités essentielles, pourvues des mémes
ordres 15).

2°.  Du théoréeme de M. Picard, on déduit immédiatement la
possibilité de trouver un nombre f, tel que toutes les singularités
essentielles de la fonction quasi méromorphe ]Tz')ltﬁ soient des

points d’accumulation de podles. On peut méme affirmer qu’il y
a au plus 2s valeurs de § pour lesquelles ce fait ne se produit pas!é).
En ce qui concerne les propriétés-limites des A{™, il résulte

du Théoreme II, que la fonction est équivalente & la

1
) f@)—8B
fonetion f(z). Nous pouvons done, sans restreindre la généralité,

13)  Pour la définition de ’ordre d’une fonction méromorphe, voir: E. BOreL,
Lecons sur les fonctions méromorphes [Paris, 1903], 61 et 62; R. NEVANLINNA,
Le théoréme de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes [Paris,
1929], 80.

14) E. MaiLLET, Sur les fonctions entiéres et quasi entiéres [Journal de math.,
(5) 8 (1902), 329—386].

15)  On démontrerait cette proposition en suivant une méthode analogue a
celle donnée a la page 62 du livre cité de E. Borel.

16) 11 serait intéressant de savoir si, pour s > 1, il peut effectivement y avoir
2s ,,valeurs exceptionnelles”.
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supposer que les s singularités essentielles de f(z) sont toutes des
points d’accumulation de poles.

Soit €; un cercle de centre «; et de rayon 4. Nous prendrons
A suffisamment petit pour que les cercles €, €,, ..., €, soient
extérieurs les uns aux autres. Désignons les podles de f(z), situés
a lintérieur de €, par

3515 ij, PEEREYS Z‘,M, PR
les poles multiples sont répétés autant de fois que 'indique leur
degré de multiplicité.

Posons
—_— 1 .
B =%
nous supposerons la suite des z;; ordonnée de maniere que

ltal =t = =|ta] =~
Soit II;(t), le produit canonique admettant les zéros

tj].’ tj?’ LECERYY t,l, DAY
Nous pouvons mettre f(z) sous la forme

WD) miD) D)
m(2) m) ni)

f(z) = R(z) -

ol R(z) désigne une fonction rationnelle; hy(t), hy(t), . - ., hy(t)
désignent des fonctions entiéres d’ordres respectivement égaux
A 01 0g - - o 04 II(t), Iy(2), . . ., I1,(t) désignent des produits
canoniques d’ordres respectivement égaux A oy, 03, - - -» Qg - Par
définition de ’ordre,

o; = max {g;, 0; } J=1,2,...8).

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme III. En vertu
des remarques précédentes et du Théoreme II, il nous suffira
d’établir I'inégalité (16) pour une fonction de la forme

) B mED)

8

mty) mt)  m)

ou chaque produit canonique est composé d’une infinité de
facteurs. Nous obtiendrons le résultat annoncé par l’estimation
d’une certaine intégrale multiple représentant A{™.

(2,1) f(z) =
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8. Expression de A® par une intégrale multiple;
structure de la démonstration. Soit I"un contour d’intégration
formé par le systéme des s circonférences de €, €, ..., €,.
Considérons le déterminant

Af,") —

.
b

(27i)" k=1,2.., n

en ajoutant, a chaque ligne de ce déterminant, une combinaison
linéaire des lignes précédentes, on pourra le mettre sous
la forme

4 = —| [ (OPAO)AE [AOPQILL, .. [ (O PO1dL
@) r r !

ol
P,(l)=1; P(()=("1+ +-- pour | = 2,
les I — 1 racines de P,({) étant absolument quelconques. En

modifiant la notation de la variable d’intégration et des contours
d’intégration:

A —=——| [ fE)PUE)E, [ JEDPLENCAL, - s [ FE)PAEIE ALY -
@) I I, !

Nous supposerons I"; formé par les circonférences de s cercles
€,(1), €y(2), . . ., €,(I). Ces cercles seront respectivement intérieurs
a6, Q... C, et tels que f(£)P,({) soit holomorphe en tout
point { % oo, situé dans le domaine extérieur aux €(l) ou sur
la circonférence d’un de ceux-ci; 1 =1,2,..., 4,.... Sous ces

hypothéses, le terme général du développement de (2mi)"A™
sera:

+ f (&) Py(&y)Ede, - j FE)Po(La)fedly -« - [ f(Cn) Pr(Ca)tindls
Fn
=] f ff(Cl)P (81) “F(E2) Pa(Ca) -+ F(E) PulCo){ = sthae o -LEn YL oy - -l e
nr. r,

En sommant tous ces termes, nous obtiendrons la formule

(2,2) A&”’—

I’1 1"3 I*,,

On a posé

1(&-1) f(c2)P2 C2) f(c )P ( n)V(Clst ’C )dCIdC2'“
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1z, oo

g, & ... 07
(2!3) V(Cl, CZ’ s Cn) =

1z, ¢ o

Voici maintenant la marche générale de notre démonstration:

Nous concentrerons, dans un lemme (Lemme 2), tout ce dont
nous aurons besoin de la notion ,,d’ordre d’une fonction méro-
morphe”. Puis, nous rangerons les poles de f(z) dans une suite
unique; linfluence des différentes singularités essentielles sera
dosée par la fréquence d’apparition des podles voisins d’un méme
point-limite (Lemme 8). Nous choisirons les contours d’intégra-
tion (Lemme 4) et nous estimerons sur ces contours: la fonction
f(2), multipliée par une fonction rationnelle convenable (Lemme 5),
et le déterminant de Vandermonde (Lemmes 6 et 7).

9. Sur l'ordre d’une fonction méromorphe. Désignons

par E(u, p) le facteur primaire de genre p et considérons le
produit canonique

(2 4) (1) =1 E (- p),

ol nous supposerons
o< |ty | Z|ta]| - =] =00

Lemme 2. Soient

h(t) une fonction entiére d’ordre o';

II(t) le produit canonique (2, 4), d’ordre o'';

@(0), (1), ..., 9(1), ... une suite de mnombres entiers, non
bornés, tels que:

0=g0)se)=---=Zp()=---

(2,5) p(l—1) <1,
1

[

l
(2,6) | tpy_1)| > 4r1 = — dés que l = w et p(l—1) =1,

ot 0 =0 +¢& o=max (0, 0"); A et ¢ désignent des mombres
positifs et w une certaine borne finie.
Posons encore
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‘Bz(t)~.(1—~)(1_tiz‘)...(1_

Sous ces hypothéses, il existe un nombre positif B, tel que

) pour l=Zw et p(l—1)=1.

t(p(l-l)

maxr
ith=r,

<P dés que l = w et p(l—1) = 1.

R0

Nous établirons ce lemme en nous appuyant sur les estimations
classiques de la théorie des fonctions entiéres; on pourrait égale-
ment le déduire de la théorie des fonctions méromorphes de
M. R. Nevanlinna 7). Nous supposerons constamment ! =
et p(l—1) = 1.

L’holomorphie de kef)

ﬁ(T)‘B,(t), pour |t| < r,, résulte de I’hypo-
thése (2,6). Faisons |¢| = r, dans

) 2

@il-1)
=< log| ()| + = {\~
A=1

ta

1

T3

(27) log] i) -

1 ¢
o3l

]

+ o .
+ X loglE(t—,p)I .
A=@—-1)+1 A
Dans la suite de la démonstration, les majuscules C, D, G, H,
I, J, K désigneront des nombres positifs, indépendants de L.

Estimons le second terme du second membre de (2,7)

Pi-1) =p(-1)
5= 2 (}+ 2 ()
A=1 |tyl=ar, 1£3]>4r,

o—?

v [#2]
— D A
=Cr? X

T {}=c = |&

131<4r, lyl<ar, | T2 lz1<ar, |11°
+ 0 7
De ¢ — p > 0, de (2,6) et de la convergence de Z T I,,, on
A=1 10
tire
(2,8) T {}=Crd(ar) T = DI.

|t11<ar, A=1ltl
De I’hypothese (2,5), il résulte

A=S@i-1)
(2,9) T {}=6L

1431>4r,

On sait que

|log |E(u, p)|| < 2|u|["" dés que |u] <%.

17)  Voir 13) le livre cité de R. Nevanlinna.
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On en déduit

+ ¢ t t|pHt
(2,10) > log|E(—, p)‘ < X log‘E(——, p)l <2 X |-
A=@(-1)+1 ! It3]>4r, ; [yl >ar, G

@" est 'exposant de convergence de la suite

O A P

Si ¢ < p + 1, on choisira un nombre positif d, inférieur a &
et tel que o + 6 <p + 1.

De (2,6), on tire alors
P+l AL

— 9pp+1
= 2r]

t

4L

(2,11) 2 X

131 >ar,

1 '+8
g1 >ar, |67 2]

@’+9
1 "+é-p-1 T 1
< 2P+ (ar)* )

M ”n . 1 P
Si ¢ =p + 1, on sait que X l—— converge, d’ou

o
. e o
212) 2 X |1 <20'Y —_JpRt< L
It31>4r, | 2 A-1ltl

Enfin, il existe une constante K, telle que 1’on ait constamment
(2,18) log | k(t)| < Kl pour |¢|=r,

Nous obtiendrons le résultat annoncé, par combinaison des
relations (2,7), (2,18), (2,8), (2,9), (2,10) et (2,11) ou (2,12).

10. Distribution des pdles de f(z), dans une suite unique.
Considérons le tableau

R11s B125 ¢+ 5 Bq)s - v - (1)
(2) Do1s Bg9s = + o9 Bpls + + » (22)
Zg1s Bg2s « + o> Zghs » - - (=,)-

Ordonnons les éléments de (Z) dans une suite unique
Eo i N 5 AN (=*)
en imposant les deux conditions suivantes
I. La suite (3*) est formée des mémes éléments que le tableau
(Z2); chaque élément de (Z) apparait une, et une seule, fois dans (z*).
II. L’ordre des termes de chacune des suites du tableau (Z) est
conservé dans la suite (z*). En d’autres termes, si

z’-k == Z;:c ’ z_.,-, - ZT. et k < l,
on a k¥ <I*.
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Désignons par ¢;(l), le nombre d’éléments de (z;) apparaissant
parmi les ! premiers éléments de (z*). Il résulte de nos définitions

1) + @) + -+ - + @i(1) =L
Posons
6;=10;+¢& >0 j=1,2,...,s).

Nous admettrons sans démonstration le
Lemme 3. On peut choisir la suite (2*) de maniére que

lim = 20 %

- 1=1,2,...,8).
l—>® l 6, +0,+ -+ 0, (7 s Ay N )

11. Choix des contours d’intégration; étude de f(z) sur
ces contours. Nous définirons au préalable quelques fonctions,
importantes dans la suite de notre démonstration: les polynomes

(2,14) Py(z) =1; P)(z) = (z—=F)(z—2F) - - - (z—2],) pour | = 2;
(215) Q=15 Q)= (s—a)"" ™ =)V - (3 —a) P
pour ! = 2;
(2,16) B;(t)=1 pour g@;(I—1)=0;
t t t
i1 72 3, @;(1-1)
j=1,2,...,8);
et les fonction rationnelles
Pz(z)
Q,(z) ’ =

R(z) =

On a

Rie) = 1, (1),

2 — Oy

et en vertu de (2,1)

I
-

1
s hi z-——oc) 1
(2,17) f@R(z) = 1I B (o ).
i=1 T, )

Les s séries

(G=1,2,...59)

sont convergentes, & termes positifs et décroissants. On sait que,
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dans ces conditions,

. 1 |9 .
lim A —\ =0 Jj=12,...,8).
A—> 27
Posons
1. oy 0, LA }
— ey ——————— =y >0,
2mm{m+az+---+a.’ tot 1o 7 Gtort-ta) !

Pour des ! suffisamment grands,

1= yl < (pj(l'—l)’

%’(l"l)

S'yﬁ; (j:l, 2, 00 6‘).

L @,1-1)

Il existe donc un nombre x, positif et entier, tel que
1
Z

7
(2,18) @;(l—1)=1 et |t,.,%(,_1)| >4—Z— des que 1=

(G=1,2,...,9).

Soient
€ (@), 63(0), . . ., € (1),
les cercles dont les centres sont respectivement
Qys Olgy = « o5 Ugy
(2,19) { et les rayons
A A y; |
T1 0 T g oy T H
| 1% 19 1%

et soit I}, le systéme des s circonférences de €¥ (1), €F(1), ..., €¥(1).
Choisissons les contours d’intégration de (2,2); nous prendrons

(220) Iy=Tfpourl=un; N'=Iy=-+--=1T, =1

Ce choix est possible en vertu du

Lemme 4. Quel que soit Uentier 1, la fonction f(2)R,(2) est
holomorphe dans le domaine non borné, limité par la frontiére I,
ainst que sur cette frontiére.

Pour le voir, il suffit de confronter les définitions (2,16), (2,17)
et (2,20) et les inégalités (2,18).

Passons maintenant a4 l’estimation de f(z)R,(z) sur I}. De
(2,17), nous tirons, pour I = x
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1
(=)
8 j — 1
log | f(z)Ry(z)| = X log B (—)
(=) )
Nz —ay
1
8 hj _
= %1 max log (Z lm) s'B;rz(z_lm)
A O e
19 ?
< hy(t)
= ,-2=:1 maxé{lo o Bl )‘}
-

En vertu de (2,18), nous sommes dans les conditions d’appli-
cation du Lemme 2.

Il existe done s nombres positifs By, By, - . ., B, tels que

max {log | f(z)Ry(2)|} < (By+By+ -+ +B,)l dés que 1=

gsur I}
Lemme 5. Il existe un nombre positif L, tel que

max [ f(z)R(2)| =< e" dés que 1 = ».

zsur I

12. Estimation de V(§,,%; ...,¢,) sur les contours
d’intégration. Cette estimation fait ’objet du Lemme 7; nous
établirons au préalable une inégalité que nous formulons sous
forme de

Lemme 6. Soient

Ny, Mgy« o 0y My f nombres entiers,
Vi Vo o o ¥y M mombres positifs,
satisfaisant aux conditions
I. n,=2 (r=1,2,..., u);
1I1. ny + Ny + o000y =N
Sous ces hypothéses

n; log n, + nzz log n, ", logn, n?

g =
Y1 V2 Yu Vit pat oo

log n — log ).
T, (logn —log )

La fonction réelle y — #Vlog « tourne sa convexité vers le

bas, dés que @ > Ve. D’une propriété connue des fonctions
convexes, il résulte, en vertu de I,
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n+nyt .- 1y, Vlog (n1+n2+ .o +n,‘) < n, \/log ny+n,N\/log ng+ - - - +n,,\/logn,,
I 13 »

et de I’hypothese II

S P 1 Viegn, — Ny '\/108 "y /T
nVilogn — log,u<n—w Vi 4+ =22V, +
'\/7’_1 ' '\/72 : \/
n logn —
g EY 28
V7%u #
En appliquant Pinégalité de Cauchy, il vient
n: log n, n: log n,
n?(log n—log u) < + +
71 V2
n, logn
4 .- _|__"__._£] (n+yat - _|_7,”)_
Vu

Lemme 7. Considérons une répartition des variables {, sur
les contours d’intégration I, telle que:

Cysur Iy (I=1,2,...,n),

quelconque par ailleurs. Pour n— + 0, on a

_ n2log n
|V oy o s £a) | S 0 e HOFOF30),

Désignons par j, L)y, - . ., {;n, les n; variables voisines de o
(2,21) I V(C], Czs e Cn)' = H I Cl - C’l’l
0<A<v=n
n(n—1)

8

é M 2 I]::l | V(lea 5129 ot :jn,) I
j=

ot M = max {1, max | — ¢, |}
A
Mettons ;3 sous la forme
Cip = o5 + M3

nous pouvons supposer

lmal 2| nplz---2lmlz=---
d’out

(2,22) |V (s Ljgs - - > Sim,)

On sait que

= |29, Inrl | 2 "2 - |27, ny |

A
| ma| =4 pour 1=1,2,..., »—1; | 52| §—£ pour 4 = x.

A%
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L’inégalité (2,22) devient
ny(n;—1) 1
(24) 2 (A2 (x—1)MTY)%
i .
n=1 on—2 n—n;\G,
(1 21—.,,nd a);

‘ V(&jla Cjz’ LS Cjn’.) l é

Pour n — + oo,
1

(1122 e njnj)ad

n

(2,28) | Vs Cigs «  os i) | < €2

3
(n;1)%
En combinant (2,21) et (2,28), nous obtenons

1 ny

(228) |V(E oo L) S €00 I (1122002 (1)

i=1

Soient n;,n;,...,n; ceux des nombres n; supérieurs a 1.
32 Yy Ty f]
On a manifestement

njl+n52+---—|—nj”>n—s.

Mettons (2,24) sous la forme

_1_. 5

l V(Cl, ‘:2, .o ey C )I < 0n®) H (11 22, :‘j,) I (n:i,.!) o, ;
en tenant compte des inégalités

1 en
il il 192.,..mn 1+2+.-+n
n!<n" et 112 nt<<n

il vient
5,(1,+1) n}
2 —_ v
loglV(Cl,Cz, oo )|<0(n )+Z { 20y, Gj,} gn; + Zlcm
u nfv log ny,
logl V(Cys Cas - - o5 Cp) I < O(n?) — 3 .
=1 0’_,’-7

En appliquant le Lemme 6,

(n—s)* [log(n—s) —log u]
1 14 s e e e Cp)| = O(n2) —
BV te - bl = 00 = g )

H

n?log n

2(01+0,+ -+ -+ +04) )

10g | V(Cisla -« -5 En) | < O(n2) —
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13. Démonstration du Théoréme III. Mettons la formule
(2,2) sous la forme

[~ I{Hf(z xco}[ll;ilo,@,)]V(cl,cz,-..,cn>dc1dc2---dcn-

(2,25) A{W=
@) i, T

Soit N la longueur du plus grand des contours d’intégration,
de (2,25) on tire

|48 { IT max | f(C)RAC)| } [lﬁ max ]Q,(C)I]max] V(Ew Car - - o> Ea)|-

(2 7)" | 1= =1¢surl’ =1¢sur I

Appliquons le Lemme 5 & Pestimation de max | f(£)R,(Z)|, et
Esur Iy

le Lemme 7 & Destimation de max | V(y, &y, - . ., &) il vient

_ n?logn n
(2,26) lAt()n)l < 0 ¢ 20,0, + - +0) [ II max IQI(C) |] .
=% Csur I

Pour 1 = %, ¢, est sur I}, donc sur 'un des cercles €F(I),

Cx (1), ..., CX(); soit (E,ﬁl(l) le cercle sur lequel le maximum
de | Q,(2)| est atteint. L’expression |Q,(l)| contient le facteur
_‘Pm,(l—l)
1= sy [P 4P

Le degré de Q,({) est égal & (I—1); il existe donc un nombre
positif S, indépendant de [, tel que

Pm (1) , .
(2,27) max|Q,&)| < S+ ™ =St Yoo, 0,
{sur Iy
On a posé
P, (1—1) l
= =0, pour ! = x,
O'm, o +o0y+ -+ o,
c’est-a-dire
0, — (I—1) l—1
1 o T

ml

(03t 05+ - - - +0y)
Sous cette derniere forme, on voit que, en vertu du Lemme 3,
lim 6 = 1.

I—»
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Posons encore
b =0,=---=0,,=0;
en combinant (2,26) et (2,27), et en prenant les logarithmes
ntlogn
2(01t02+ - + 0y)

6,1logl + 60,2log2+ ...+ 0,nlogn 1llogl +2log2 4+ ... + nlogn
llogl +2log2 + ...+ nlogn o tost - +o, .

log | A" | < O(n?) —

Divisons les deux membres par n?log n et passons a la limite

n— -+ oo, il vient
1
Iim log | AW |»*lgn < — S
n—- - 0'1+0'2+---+O',
Un second passage & la limite, e— 0, nous donnera 1'inégalité
(16).

14. Sur des simplifications notables de la démonstration
dans certains cas particuliers. Notre démonstration se
simplifie considérablement dans deux cas particuliers importants.

1°. 87 f(z) ne posséde qu'une seule singularité essenticlle. (Cas
des fonctions méromorphes.) Les Lemmes 8, 5 et 6 deviennent
sans objet. Dans le Lemme 2, on prendra ¢(l) = I; énoncés et
démonstrations des Lemmes 4 et 7 se simplifient considérablement.

2°. Sl existe une valeur B, finie ou infinie, telle que Uéquation
f(z) — B nait qu’un nombre limité de racines.
En vertu du Théoréme II, on pourra remplacer (2,1) par

228)  fl&) =y (=) e ) - e (=)

3 — 00y I—0ty % — Q.

Il sera commode de remplacer la formule (2,2) par la formule 18)

1 1
(2.29) AP =—— [ [ [ JGfC) - F VA bl v Ca) eyl -,
(270)" MY« v *
r,r, I,
I’} étant défini par (2,19) [A=1]. Les Lemmes 2, 8 et 4 de-
viennent sans objet. Au lieu du Lemme 5 on utilisera directement
la notion d’ordre d’une fonction entiére. Les Lemmes 6 et 7 sont

a remplacer par d’autres, beaucoup plus simples & démontrer.

18) Observons, en passant, que 'on a

V(C]; Cz, LT Cn) = V(Cl“‘ﬁ, C‘z—ﬁ’ L] Cn_—ﬁ)’

quel que soit le nombre B. La propriété I du § 4 est une simple conséquence de
<cette remarque.
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CHAPITRE III.

Les fractions continues du type de Grommer.

15. Fraction continue et série entiére associée. Con-
sidérons la fraction continue (17), ou les I, sont des nombres
complexes quelconques, et les &k, des nombres complexes, tous
différents de zéro, quelconques par ailleurs. Nous appelerons ce
type de fractions continues: le type de Grommer 1°). Définissons
deux suites de polynomes par les formules de récurrence

(8,1)  Py(2)=0; Py(z) =ky3 Pp(z)= (3—1,)Pp4(2)—k,Pp5(2)
(n=2);

(3’2) QO(Z) =1 Ql(z) Ez_ll; Qn(z) = (z—ln)Qn—l(z)_—ann~2(z)
(n=2).

Ces formules nous permettent de poser

Pn(z) = kl gt + pn2zn_2 + .-+ Pan (n = 1)’

Qn(z) =2" 4 ¢m A R 9nn (n= 1)'
De (8,1) et (8,2), on tire aussi les formules
(3,3) QnPuiy — PrlOnua =kiky -+ - kpyy (n=0),

Pn+1 Pn . k1kz e kn+l - dn,2n dn, 2n+1

_|_

Qn+1 Qn Qn Qn—l»l Zinl gent2

(3,4)

e (nz0)

On sait que la nitme réduite de (17) peut se mettre sous la forme

P"(Z) ano anl a‘nv
=2

Qa(z) 2 2?

(3,5)

4 -ee S (n=1).

zv+ 1

Considérons la série

+ o

(3,6) 720{“:;:" 4 an;,':;m} _ “_zo + % 4o :.:1 4o,
nous dirons avec M. Perron 2°), que cette série est associée d la
fraction continue (17). Nous ne nous préoccuperons pas tout
d’abord de la convergence ou de la divergence de (3,6): quelques-
uns des théoremes que nous énoncerons sont de nature purement
formelle. De (8,4) et (8,6), on tire la

Propriété fondamentale. Pour tout n = 1, le développement

19)  On trouvera, au § 28, la justification de cette désignation.

20)  Au sujet des notions et des méthodes utilisées dans ce chapitre, on consul-
tera: O. PErroON, Die Lehre von den Kettenbriichen, 2. Aufl. [Leipzig, 1929],
Kap. VII et VIIL. Voir, tout particulierement, les p. 324—3826.
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(8,5), de la ni*me réduite de (17), coincide avec la série associde,
, 1
jusqu’au terme en smis C€ lerme mon compris.

En faisant usage de cette propriété fondamentale, en identifiant

des coefficients et en résolvant des systémes d’équations linéaires,
on obtiendra

(8,7) ky = AS" =ay; AV =lkiky e kyu AP (nz 1),

Y

d’ol 'on conclut que: pour la série associée d une fraction con-
tinue du type de Grommer, les déterminants de la suite (9) sont
tous différents de zéro. On peut alors écrire

a a, ... GG, a,
1 a a, ... a, Ay
(8,8) Q"(Z)ZW e e e R
0 Apy Qp oo Qapg Appy
1 2 ... 2%l z¢
De (8,2), on tire
(8,9) 1= —U @ =14qna,1— L, (n=2),
et, en posant gy = 1,
(3’10) Qnn = — ln Qn—l, n-1 " kn qn—z, n—2 (" g 2)'
En posant
QG G ... Qu, G,
(B11) AP—ay AP = | = " 0 (n=2);
Qp_y Ay .. Qg3 Qg

(1) —(n) —(n-1)
A a, A 4,

(8,12) h=—tr=0 ="~ Je ®=2)
A Qo A A

o 0 o

Si tous les termes de la suite (10) sont différents de zéro (ce
qui, pour les séries associées aux fractions continues de Grommer,
n’est pas nécessairement le cas), on peut mettre la formule (8,10)
sous la forme

LAY A Al
(A B AT A .

(3,13) o Al A

v (n) ] 4 (n-1) (n) ] 4(n=1)
L J 4t a4

= n =8).
n A‘()n)/A(()"—l) Ag"’l)/Ai"—z) ( - )
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16. Sur les séries entiéres ayant des déterminants
récurrents prescrits. Soient

(ag) oy al®, ..y af™, .
(&%) &M, @, ..., &m, ...
(o) a?), aiz), cee ai”),

trois suites de termes complexes. Nous supposerons la suite (&),
absolument quelconque; les suites («y) et (o) auront tous leurs
termes différents de zéro et seront quelconques par ailleurs.
Par de simples combinaisons des formules précédentes, on
obtiendra quelques propriétés des séries entieres. Nous les énon-
cerons sous forme de
Proposition 1. L’ensemble des séries, pour lesquelles

af® =AM (n=1,2,...,9...),
est identique d U'ensemble des séries associées d la fraction continue

ol I R G SO A R o B e W C s

|z2—l | =z2—1 | z2—14 ‘ g—1,

(8,14)

la suite des 1, étant absolument quelcongue.
Proposition 2. Il existe une et une seule série telle que Uon ait
simultanément

(n) — 4(n)
oL, =
0 9 (rn=1,2,...,7...)
& = A

Cette série est associde d la fraction continue (8,14) et la suite
des 1, se calcule par les formules (8,12).
Proposition 3. I1 existe une et une seule série telle que U'on ait

stmultanément
n) — 4(n)
a —
?n) ?n) } (n=1,2,...,7...).
o™ = A

Cette série 2') est associée & la fraction continue (8,14) et la sui-
te des 1, se calcule par les formules (8,18).

Dans le paragraphe suivant, nous démontrerons les relations
(1,1) et (1,8). Le reste du chapitre est consacré a la question

1) En vertu du Théoréme I, et en reprenant ses notations, on peut affirmer
que cette série n’est nulle part convergente, si
1 1
— D(n) _— D(
Tm || # Tm || ",
n—>w n—>
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suivante: dans les circonstances fizées par la Proposition 1, que
peut-on affirmer de la nature analytique des fonctions représentées
par les séries associées o (8,14)7

17. Sur la substitution z|z—(3; démonstration de la
relation (1,3). Ecrivons la fraction continue (17), sous la forme

| ks | ko |

“ ot — . e e

[t—W—B) [t— —B) [t— (t.—B) ’

ou l'on a posé t =2z — B, B désignant un nombre complexe
quelconque. Soit

(3,15)

b,

i+l

b, b
_t1’_+t_2‘+...+ 4o,

la série associée a (8,15); on s’assure aisément que cette série
n’est autre que le développement de centre § de la série (8,6).
Appliquons les formules (3,7) & (17) et (8,15), il vient

Aé”l) Bl()n+l)

AP = ky = BYY; ;o= ke kg =

I (n=1).
o

Si tous les A{™ sont différents de zéro, ces formules sont équi-
valentes & la relation (1,1). En observant que A{™ = B{™ est
une égalité algébrique, il est facile de se débarasser de I’hypothese
restrictive Af,") #0 (n=1,2,...,7...). Notre méthode de
démonstration donne d’ailleurs un peu plus que les relations
(1,1); elle prouverait aussi bien l’identité

aQ a ... G, a, b, b ... b, b,

a a ... a, Qpyy b, b, ... b, b,y

Apy Qp «-+ Gopoy Gopy by bn ... bons banp1
1 5 ... zvtogn 1 (2—B) ... z—pB)"" @—B)"

Passons maintenant a4 la démonstration de (1,3). En vertu
d’une remarque déja faite pour (1,1), il suffit de démontrer la
relation dans le cas A{™ #£0 (n=1,2,...,%,...).

Considérons la série (8,6), associée a (17), puis le dévelop-
pement formel

1 dy d, d,
=4 L,
z_ﬁ—[?‘i‘—z; g I ]

gntt

On s’assure aisément que cette derniére série est associée &

LN S . T D S B

|z—ﬁ—|z—l,~|z—l,_ | z—1, :
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Des formules (8,7), on tire les relations

D((,M") A‘(,”H)

1) 3. 2) —_ 1). — —
Dg)) —-1, D(())—kl—-A‘g), W—klkz"‘kn+l——7;)- (n;l),
0 0

équivalentes a (1,3).

18. Considérations générales, introduisant les Théo-
rémes IV et V. Considérons la fraction continue (17) et la
suite des réduites

Pl P2 Pn

01’ Qz,...,'a:,.. .

Si I’on se propose d’élucider les questions relatives a la conver-

gence de cette suite, on est naturellement amené a rechercher
les points-limites des racines de la suite

(3,16) Q1(2), Q2(2), -« o Qul(?)s - - -

Examinons la définition (3,2) de Q,(z). Si |k, | est trés petit,
le polynome Q,,(2) différera assez peu du polynome (z—1,,)Q,,_;(2);
si tous les | k, | sont trés petits, le polynome

(z—l)(z—1) - - - (z—1n)

constituera donc une assez bonne approximation de Q,(z). Dans
le Lemme 8, nous donnerons une forme précise & cette idée.
Nous rechercherons ensuite, dans quelles conditions les 7, donnent
également des approximations des podles de la fonction représen-
tée par la série associée & (17); la Proposition 4 résume nos
résultats dans ce sens. En choisissant convenablement les [,,
nous obtiendrons Paffirmation 2° du Théoréme IV; I'affirmation
1° est déja contenue dans l’annotation 21), relative a la Propo-
sition 8. Avant de pouvoir démontrer 8°, nous devrons rechercher
des classes de fractions continues représentant des fonctions
méromorphes d’ordre fini (Proposition 6). La Proposition 6,
rapprochée du Théoréme III, nous donnera le Théoreéme V; elle

nous permettra également de compléter la démonstration du
Théoreme IV.

19. Sur les racines de Q,(z) et la convergence de (17).
Considérons une suite de cercles, extérieurs les uns aux autres

(8,17) Gy Cpvns €ppen oy

dont les centres sont respectivement



[36] Sur les déterminants récurrents d’une fonction. 55

(8,18) Lylyy oo e e s,
et les rayons
(8,19) T1s Tos oo oy Ty o o ae
Lemme 8. 87 la suite
(8,20) ko ls | Kals v | Rnls -
est assujettie aux deux conditions
(8,21) 0<Vk,| = (6>0; n=1,2,...,9...)
et
(3,22) k| = k| =0 -2 k| =

le polynome Q,(2) a une racine & Dintérieur de chacun des cercles
€, Cp..., ¢ (m=1,2,...,9%...)

Considérons le domaine défini par les n inégalités
lz—bh|=m |z—L|=r..., |z2—1,| =7,

et évaluons, dans ce domaine, les polynomes Q,(2) (v=n). Des
relations (8,2), on tire

|Qv| = |Z_lvl IQv—ll - |kv| |Qv—2| %"’,,IQ,,_ll - [kvl |Qv—2| (»=2).
De I’hypothese (8,21), il résulte

(3:28)  |z—8]|Q,_s| — |k, lle o = @4-e) VI, ||Qy_a| — [By] | @yl
= [A+e)V]] + = VT[] 10smal — k] 1€y-s]

Vik,| Vik ]|

=Y 50, + VI 10 = 72 (00l |-

En vertu de I’hypothese (8,22)

10— Y10, ) = 1oVl {0, Y20} (22

De ces inégalités, pour » = 2, 8, ..., n, on tire

V1 kan |

n— 1. 7. | '\/Tz_
0] =¥l 0 = (1o Ve ol {10l — L2
Finalement
(324) [0u] 210a] — 2l 10, ] = (e VIlay Tl >0,

car, en vertu de (8,21) et (8,22), on a
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Vil \/lkz vlkl

14+¢ 1

|e—t| —

Nous venons de démontrer que toutes les racines de (,(3)
sont & l’intérieur des cercles €,, €, ..., €,. Nous avons suivi
une méthode équivalente, quant au fond, & celle 22) par laquelle
M. Pringsheim obtient des conditions suffisantes pour la conver-
gence d’une fraction continue numérique. Nous allons mainte-
nant, par induction complete, démontrer qu’il n’y a qu’une
racine de Q,(z) dans chacun des cercles €,, €,, ..., €,. Observons
que Q,(z) a manifestement une seule racine dans €, et supposons
que @, ,(z) ait juste une racine dans chacun des cercles
¢, €, ..., €,,. Le polynome (2—1,)Q,_,(z) aura alors juste
une racine dans chacun des cercles €, €, ..., €, ;, €,; par
application du théoréme de Rouché, nous allons vérifier cette
propriété pour Q,(2).

Il suffit de s’assurer que, sur les circonférences de €,, €,, . . ., €,,
on a

= (24¢)V]ky| — > (14-¢)V]ky|.

Iz_lnHQn—ll >|knllQn-—2|
En tenant compte de (8,21) et (8,24), il vient

et |Qucl — ol |Q0s] Z (2-+) V] (10ncal— 122 0, 4f) >0
c.q.f.d.
Lemme 9. Dans le domaine D,, défini par les inégalités
lz—1|=r, (v=n,n+1,...,04m,...),
et sous les hypothéses du Lemme 8, la fraction continue

k, | kaa | k

|z—~l,,_]z—-l,,+1 |z—1

est convergente. Sa valeur f,(2) satisfait ¢ Uinégalité

[ fal £ -2V Tk, .

&(2+¢)

11 suffit évidemment de démontrer la proposition pour n = 1.
Grace aux relations (8,4), tout revient a4 prouver la convergence
de la série

(8,25) fulz) = == + Ky Ky Kikyoook

..*_..._l__.m_*_...

dans le domaine 5D1. De (3,24) et (8,25), nous tirons

22) Cette méthode est exposée a la p. 255 du traité cité de O. Perrcn.
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Vik| | Vk| V k]
< oo _y i PRV .
|Ai(z)] < o T aop + + arer -+ - - -, pour z dans D;;

et de (3,22)

V| ky

1+ ¢ 1 — 1
(1+e)°

ek

lfl(z) I =

Observons que la convergence de (8,25) est uniforme dans ®,;
done, dans chaque domaine connexe, intérieur & 9,, la somme
Ji(z), de la série (8,25), est une fonction holomorphe de =z.

20. Enoncé et démonstration de la Proposition 4. Con-
sidérons la suite de cercles (3,17); nous supposerons tous ces
cercles contenus dans le domaine lzl = R. Cette hypothese
implique, puisque les cercles sont extérieurs les uns aux autres,
la convergence de X 72, et aussi, par conséquent,

(8,26) lim r, = 0.
n-—>w

Proposition 4. Soit D un domaine ouvert et connexe, con-
tenant le point co et ne contenant aucun point-limite de la suite
(8,18). Sous les hypothéses du Lemme 8, et en supposant tous les
cercles €,, contenus dans le cercle |z| < R, la série associée a la
Jfraction continue (17) est convergente pour |z| > R. Elle re-
présente un élément de fonction analytique f(z), méromorphe dans
le domaine ®. St Uon remplace Uhypothése (3,21) par Uhypothése

(3,27) Vb, | <o (e=1,2,..9,...),
on peut méme affirmer que f(2) posséde un seul péle simple dans
chacun des cercles €,.

En vertu du Lemme 9, la fraction continue (17) converge
pour | 3| > R; soit f(z) sa valeur. La série associée & (17) converge
également dans ce domaine, et sa somme vaut f(z) (Théoreme de
WeierstraB3). Soit ®, un domaine fermé, intérieur a4 D, et ad-
mettant le point oo pour point intérieur. En vertu du Lemme 9
et de (8,26), il est possible de trouver un indice N, tel que pour
n = N, f.(2) soit holomorphe dans ®. Pour | z| > R,

3,28) foy= Bl Wl ks | Pea@—Pus@)faa)
|z—4  |z—bk | 3= la—fa(2)  Quoa(2)— Qu-a(2)fal2)

Cette expression nous donne le prolongement analytique de
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f(z), dans le domaine D (& supposer que D soit un domaine plus
vaste que le domaine de convergence de la série (8,6)).
11 est bien visible que f(z) est méromorphe dans le domaine D;
la premiére partie de la Proposition 4 se trouve donc démontrée.
Les racines de I’équation

(3,29) Qn-1(3) — Qn-a(2) fo(z) = 0

sont les seuls poles possibles de f(z), dans ®. Toutes ces racines
sont effectivement des poles. En effet, dans le cas contraire, il

y aurait une racine 2* de (8,29), qui serait aussi racine de ’équation
(3,30) P, _4(2) — Pp_g(2) fu(z) = 0.
Ceci impliquerait
Ppa(®*) Pua(z*) | o
Qnr (2%) Qs (*) ’
relation incompatible avec (3,3). La démonstration de la Propo-

sition 4 s’achéve par Dapplication du théoréeme de Rouché, a
I’équation (8,29). En vertu de (8,27),

Tn

- 2
(8,31) V| k| <2+1 (n=1,2,...,m,...).

Nous poserons ¢ = 1, dans les Lemmes 8 et 9. De (8,31) et
du Lemme 8, on déduit que Q,(z) a un zéro simple, dans chacun

des cercles de centre I, et de rayon —12”— (»=1,2,...,n).

Sur les circonférences des cercles €, on a

ﬁ{lz—hl—’;} IQn(z)|<y1211{|z__zv|+’?-}

y=1
donec aussi
A
Ona(@)|_ |n2 2 bl =3 il 1
I s o et | Bl il

v=1|qo_] Ty
lz v‘ + 2 (ng2)

Du Lemme 9 et des hypotheses (8,22) et (8,27), on tire

2 2 — 2 T, T e
ful S5 VIl S5 VI <5 52h =2 @=2)

En reprenant (8,382), il vient finalement

l Qna(2)
Qn-2(3)

> 21 fa®) | = | fal)] -
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Notre Proposition 4 se trouve ainsi complétement démontrée.
L’affirmation 2° du Théoréme IV en est un simple corollaire:
il suffit de choisir convenablement la suite des /,,. Voici comment
on procedera:

On fixera, une fois pour toutes, la suite des r,. Il sera suffisant,
et commode, de supposer la convergence de X r,. Puis on fixera
la suite des k,, en faisant les hypotheéses (3,22) et (8,27). Nous
allons maintenant montrer qu’il est possible de choisir les centres
l,, des cercles €, de maniére que

I. les € soient tous situés dans le domaine de méromorphie
prescrit pour f(z);

II. les @ soient extérieurs les uns aux autres;

III. Pensemble §§ des points-frontiere du domaine de méro-
morphie prescrit pour f(z) soit identique 4 ’ensemble des points
d’accumulation des 1,.

En vertu de la Proposition 4, si ces trois conditions sont
réalisées, I’ensemble & est aussi identique & ’ensemble des points
d’accumulation des poles que l'on trouvera dans chacun des €.
Comme I’a montré M. Besse, ceci ne permet pas encore d’affirmer
I'impossibilité de prolonger f(z) au dela de la frontiere $: il sera
encore nécessaire de prendre certaines précautions 22) dans le
choix des /,,. Il semble, au premier abord, que la réalisation de la
condition II souléeve l’objection suivante: la suite des r, ayant
été fixée, une fois pour toutes, ne se pourrait-il pas que la décrois-
sance de cette suite fiit trop lente pour assurer une liberté suffi-
sante dans le choix des [,? Non, comme il est facile de s’en rendre
compte en effectuant le choix des [,, en deux opérations distinctes:
on fera un premier choix, provisoire, de tous les l,, puis on modi-
fiera convenablement une suite partielle

(3,33)

Loy Lgs + + s b+« -

de termes de la suite provisoire.

Supposons d’abord, que le domaine de méromorphie imposé a
f(2) se compose de tout le plan complexe, & I’exception d’un
point d’affixe fini: «. On tracera, par exemple, une droite issue

2) M. Besse a remarqué Pinsuffisance de la plupart des constructions de fonc-
tions ayant un domaine d’existence (ou de méromorphie) prescrit. Comme il I’a
montré, les constructions considérées jusqu’a maintenant comme rigoureuses sont
faciles & corriger dés que I’on a compris I'objection qu’il leur fait. Voir: J. BESSE,
Sur le domaine d’existence d’une fonction analytique [Commentarii Math. Helvet.
10 (1938), 302—305].
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de o et I'on disposera les I, sur cette droite, de maniere que o«
soit leur seul point d’accumulation. Ceci est possible en vertu de
la convergence de Xr,.

Dans ce cas particulier, ce choix des 1, sera le choix définitif.

Si le domaine de méromorphie, imposé a f(z), est plus com-
plexe, ou prendra pour « un point-frontiere convenable de ce
domaine. La construction précédente nous livrera le choix
provisoire des l,. Le choix définitif sera obtenu en disposant
convenablement, dans le domaine de méromorphie, les termes
de la suite partielle (8,38). Ici, nous ne serons pas génés par
une décroissance trop lente de la suite

7 7

mp> Trgs =+ o3 Tgs = = 5

puisque nous avons toute liberté dans le choix des indices n;.

21. Fractions continues et fonctions méromorphes. De
tres légeres modifications des méthodes du § 19 ou I’application
directe des conditions de convergence de M. Pringsheim per-
mettent de prouver la

Proposition 5. Soit (17) une fraction continue, telle que

L lim |k, | =0,
n—> w
IL. || ER<+ o (n=1,2,...,7,...),

III. la suite (8,18) a exactement s points d’accumulation
Oty Olgy « o =5 Olge

Sous ces hypothéses, la série (3,6), convergente pour | z| > R,
est un élément de fonction quasi méromorphe, admettant au plus
s singularités essentielles dont les affives ne peuvent étre que
Olyy Olgy = « =5 Oge

Nous établirons maintenant des théorémes relatifs a4 ’ordre;
nous nous bornerons au cas s = 1 (cas des fonctions méromorphes).
Par une translation éventuelle, nous aménerons la singularité
essentielle a l’origine.

Proposition 6. Sous les deux hypothéses

1 1
(8,34) lim |k, |218"=¢ € (0 =< o' <+ 0),
n—>> ®©
et
1 1
(3:35) m [, [6" =¢ ¢ (0=¢"<+w),
n—- o

la fraction continue (17) représente une fonction. méromorphe de
z~1, d’ordre au plus égal a ¢ = max {o’, o"’}.
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Considérons le domaine ®,, défini par les inégalités

(8,86) |z]>|1,| +2V]k,|+2V |k | (=nnt+1,...).

Sa frontiére I', est une circonférence de rayon R,. De nos
deux hypotheses (8,84) et (8,85), on tire, pour tout nombre
positif 4,

1
(8,37) R, < 5n 270, dés que n > K(9).

En reprenant les méthodes et les notations du § 19 (ou en
appliquant les criteres de convergence de M. Pringsheim), on
verrait que f,(z) est holomorphe dans &,, et que dans ce domaine

(8,38) [ folz) | = 4,

ou A désigne une certaine borne finie, indépendante de n.
Par I’inégalité de Jensen, nous évaluerons le nombre de podles

de la fonction

P n—1"_ P n—2 f n

Qn—l - Qn-2 fn ?

dans &, (nous effectuerons, plus loin, le détail de cette opération).

En faisant, dans (8,89), n = 2, on verra que ce nombre de pdles
est aussi le nombre de racines, dans &,, de I’équation

(8,40) gz — fo(z) = 1.

Le premier membre de (3,40) est une fonction méromorphe

(3,39) flz) =

de %; soient
2(L)s 2o(ly)s v o 2(L), - o

toutes les racines de l’équation (8,40). Nous considérons ces
racines comme des fonctions du second membre et nous démon-
trerons la convergence de

(3,41) b | 2,(4) |2 (n>0).
=1

Le nombre g ne dépend que des propriétés-limites des k, et
des l,; donc, ne dépend certainement pas de [;: la série (8,41)
est convergente, quel que soit le nombre /. Faisons prendre &
1, trois valeurs distinctes; d’un théoréeme de M. R. Nevanlinna 24)
il résulte que I'ordre de la fonction méromorphe fz(%) n’excede

24) Voir, par exemple, les énoncés de la p. 72 du traité cité de R. Nevanlinna.
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pas ¢. En faisant, dans (8,89), n = 2, on verra que 'ordre de
f(—l;) n’excede pas p.

Voici maintenant comment on appliquera I’inégalité de Jensen.
Dans la formule (8,39), divisons numérateur et dénominateur
par z* 1. Les nouveaux numérateur et dénominateur sont des
fonctions holomorphes pour

1
(8,42) | 2| = 5n €+9, dés que n = K(d);
1
ceci en vertu de (3,87). Désignons par M(5n ¢+9), le module
maximum de P’expression

(3,43) Qﬂ—l . Qn-2 fn

zn—1 gn-1

1

dans le domaine (8,42); et soit 2)2(15n_9_+5), le nombre de poles
1

de f(z) (ou de zéros de (8,48)) dans le domaine |z| = 15n @+9,
Observons que la fonction (8,43) vaut 1 au point & Pinfini, et
utilisons l’inégalité de Jensen sous la forme 23)

1 1
To+o 1 To+é
(8,44) N(15n ¢19) gh)»g—slog M(5n ¢+°).
Les zéros des polynomes de la suite (8,16) sont bornés dans
leur ensemble. Il existe donec une constante B, telle que

(8,45) | 0.(2)| < B* pour |z| <1

En estimant le second membre de (8,44), on tiendra compte
de (8,38) et (3,45) et on obtiendra

1 1
1 1 1
N(15n ¢+9) é@% log M(5n ¢+9) = O (nlog n).

Nous n’insisterons pas sur la fagon classique dont on déduit,
de ces dernieres relations, la convergence de (3,41).

22. Achévement de la démonstration du Théoréme IV
et démonstration du Théoréme V. Pour démontrer ’affir-

mation 8°, du Théoreme 1V, on choisira convenablement les I,
et les r,.

25)  Pour cette forme de I’inégalité de Jensen, voir, par exemple: E. C. TircH-
mARsH, The Theory of Functions [Oxford, 1932], 171.
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En prenant, par exemple,
_logn

(8,46) l,=e ¢ (06>0); r, = e,

la série associée & (17) aura une seule singularité essentielle,
d’ordre o. En effet: ’exposant de convergence des poles de la
fonction méromorphe f(lz) sera égal & o (en vertu de la Propo-
sition 4) et en combinant cette remarque et la Proposition 6,
on verra que lordre de f (%) est exactement égal 4 o. Pour obtenir

une fonction d’ordre nul, on remplacera (8,46) par
(8,47) I, = e ™l8n; p — g—n?

Observons que dans (8,46), aussi bien que dans (8,47), on a
r, = e et que ce choix des r, fait converger la série Xr,.
On peut donc, comme le veut I’énoncé du Théoreme IV, affirmer
simultanément 2° et 8°. Remarquons enfin, que P'affirmation 1°
est toujours possible, tout & fait indépendamment du choix des
r,. Le Théoréme IV se trouve ainsi complétement démontré et
nous passons a la démonstration du Théoréeme V. De propriétés
connues des suites on tire I'inégalité

1 1
im kaké”'l“'kz K1 Inﬂlogné Iim |kn|2logn.

n—1%n
n—>w n—>w

Si la suite des | k, | n’est pas trop irréguliere, on a méme
1 _1
1 -1 2 n2logn __ i 2logn
Lm |kpky=t-- k2 _,k,| = lim |%,]| .

n—1"n
n—> o n—>®

Dans ce dernier cas, on peut faire des affirmations précises sur
Pordre de la singularité essentielle de la fonction représentée
par (17): on obtiendra le Théoreme V en utilisant les formules
(8,7) et en combinant I'inégalité (7) et la Proposition 6.

CHAPITRE IV

B
Sur les fonctions du type: f(z)= f ;P(—Az dx.
o
23. Intégrales de Stieltjes et déterminants récurrents.
Dans les premiers paragraphes [§ 28, 24 et 25] de ce chapitre,
nous étudierons des éléments de fonctions représentables sous la
forme

(4.1) OB

o

B dy(x)

2— X
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L’intégrale du second membre est une intégrale de Stieltjes;
la fonction réelle p(x) est une fonction monotone, non décrois-
sante et bornée; les limites d’intégration sont des nombres réels,
finis; la représentation (4,1) est valable pour tous les 2 non situés
sur l’intervalle réel («, B).

Les relations, entre le développement (1) de (4,1) et les frac-
tions continues du type (17), sont fort connues depuis que Grom-
mer a généralisé 26) les belles recherches de Stieltjes, relatives au
»probléme des moments”. Pour l'intelligence de chapitre, il nous
suffira de rappeler une tres petite partie des résultats de Grommer;
nous nous contenterons d’énoncer la proposition suivante:

\

Soit (1), une série entiére da coefficients réels, convergente pour
| 2| > R.

Pour qu'il existe une fonction réelle p(x), définie dans Uintervalle
réel (—R, R), non décroissante et bornée, effectivement croissante
en une infinité de points et telle que

+R
(4,2) a,= [ ardp@)  (n=0,1,...%...),
—R

il faut et il suffit que
(4,8) AP >0 mM=1,2,...,7%...).

De Dexistence d’une représentation de f(z), du type (4,1), on
déduit [en vertu de (8,7), (3,12), (4,2) et (4,8)] la possibilité
d’associer, au développement de f(z), une fraction continue du
type (17) ou: tous les k, sont positifs et tous les 1, réels ?7).

Considérons, dans ce cas particulier de Stieltjes-Grommer, la
suite de polynomes (8,16), définis par (3,8). Remplacons 3 par
2, dans cette formule; multiplions en les deux membres par

™ dy(x) (m entier, non négatif),

et intégrons entre les limites — R et 4 R.
En tenant compte de (4,2), il vient

+R
(4.4) | @ dy@) =0 (m<n);
R (n41)
(4,5) [T g dy@) =2 =),
—R Ao

26) J. GROMMER, Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Null-
stellen [Journal f. r. u. angew. Math. 144 (1914), 114—165].

27) Nous appelerons le cas particulier de (17), ainsi défini: cas de Stieltjes-
Grommer.
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On peut aussi exprimer (4,4) et (4,5), sous forme de relations
d’orthogonalité:

(46) | Q@) Qu(@) dp(@) =0 (m £n);

( nt1)

(4,7) f “Q3(a) dy(a) = (n=1).

Par des methodes classiques, on peut déduire, de ces dernieres
relations, une importante propriété des polynomes Qn(2).

Soit U, (), un polynome réel, de la forme

U, ()=am + .-

Il existe manifestement n nombres réels ¢y, Cy, -+ -5 Cp» UNI-
voquement déterminés, et tels que

(4’8) Un(w) = Qn(w) + ¢ Qn—l(w) BRI Y Ql(w) +ec
De (4,6) et (4,7) on tire

A(n+1) A(ﬂ)
(4,9) j Ut (@)dp(a) = ot 42 AP,

puis, par apphcatlon de (4,8),

(n+1)

s10) [T U@ = o=l 02 @)ip(e):

Nous terminerons ce paragraphe, consacré aux généralités,
par ’énoncé d’un ,,principe de comparaison’ dont nous aurons
besoin pour établir le principal résultat de ce chapitre.

Considérons, d’une part, les quantités et expressions définies,
dans ce paragraphe, par p(x) et, d’autre part, les quantités et
expressions correspondantes, définies par une seconde fonction
p(z). En surlignant les symboles qui représentent ces derniéres
expressions et quantités, nous les distinguerons des premieres.

Proposition 7. Considérons les deux fonctions y(z) et p(x),
non décroissantes et bornées, définies dans le méme intervalle
(— R, R). Soient x, et x,y, les affixes de deux poinis distincts, situés
sur cet intervalle.

St Uinégalité
(@) — y(@) - p(z,) — P(a,)

2y — @y Zy — @y

(4,11)

est valable pour tout couple (xy, x,), elle eniraine les inégalités

_ A(n+1) )
AP 2 AP 2 z=z=5 (n=1,2,.
0 0 A(ﬂ) a (n)
0 [

s Vs e n)e



66 Albert Edrei. [47]

La démonstration de cette proposition est immédiate. En effet,
P'inégalité (4,11) entraine

+R +R _
| G@dp@) = [ i) dp(a),

et, en appliquant (4,10) au second membre de cette inégalité,
il vient

+R +R__ _
| e@dpe) =z [ Qia)dp@)
—R -R c.q.f.d.

Nous aurons a utiliser ce principe de comparaison dans le cas
particulier ot les fonctions y(z) et y(x) admettent respectivement
les dérivées ¢(x) et p(x), continues, sauf peut-étre en un nombre
fini de points. La condition (4,11) sera remplacé par la condition

p(z) = ¢(),
réalisée en tout point de l'intervalle (—R, R).

24. Une précision de I’'inégalité de M. Poélya, dans le
cas de Stieltjes-Grommer. Considérons y(z) en un point &,
intérieur a 'intervalle réel (— R, R): ou bien il existe un intervalle
ouvert I (de ’axe réel), contenant le point £ et tel que la fonction
w(x) soit constante sur I; ou bien, il n’existe pas de pareil inter-
valle. Dans le premier cas nous dirons que & est un point de
constance de y(x); dans le second cas, un point de croissance ).
L’ensemble des points de constance de y(x) est ouvert (sur I'inter-
valle fermé (—R, R)) et 'ensemble E, des points de croissance,
est fermé. En outre, on vérifie aisément que lensemble E jouit
de la propriété (B) (voir § 1), par rapport a f(2).

Cette derniere remarque nous amene naturellement & 1’étude
des relations entre les propriétés limites des A{™ et le diameétre
transfini 7, de ’ensemble E.

Rappelons d’abord celles des définitions de M. Fekete, dont
nous aurons besoin. Soit T ,(x), le polynome de Tchebyscheff,
de degré m, relatif & I’ensemble E

T (x)=a" + ---
Posons

(4,12) max | Tp(®)| = m,;

xsur E

28) Les modifications & apporter a ces définitions, pour le cas ou & désignerait
I’un des points R ou — R, sont évidentes.
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1

M. Fekete a démontré D'existence de lim mz, et c’est cette
n—> 0w
limite qu’il a appelé: le diameétre transfini de E. On sait que les

polynomes T, (z) sont univoquement déterminés (si E contient
une infinité de points). De cette unicité découle nécessairement
la symétrie des racines ), par rapport a l’axe réel et, par con-
séquent, la réalité des coefficients de T,(x). Nous pouvons donc
utiliser la relation (4,10) et, en combinant cette relation avec (4,2),
obtenir

A(n+1) +R . 2 +R 9
418) L < [ Ti@)dp(e) s md[  dy(a) = ma,
A —R

0 —R

puis,
1
4lm)72n 1 1
0 n ,2n
[ ] = m,; ag".

A

En passant & la limite n — oo, et en revenant aux définitions
de M. Fekete, il vient

1

. A(n+1) 2n
(4,14) lim [ ° :| =t

n—>o A,(,")

De P'inégalité (4,14), et de propriétés connues des suites a
termes positifs, il résulte

1
(4,15) lim [4"]" =7
n—> o
par contre, de (4,15) on ne peut déduire 3°) (4,14).

Au chapitre V, nous verrons qu’il est ‘possible de choisir y(2)
de maniére que le cas d’égalité ne soit point atteint dans (4,14)
ni, par conséquent, dans (4,15).

Pour que ce cas d’égalité soit atteint, il faut restreindre suffi-
samment le choix de y(z). Avant de fixer notre attention sur ce

29) Par application de certaines propositions établies par M. Fejér, il serait
facile de démontrer que ces racines sont toutes réelles.

30)  C’est la la raison pour laquelle nous disons que (4, 14/ constitue une précision
de (4, 15) (inégalité de la forme générale de M. Pélya). Observons encore qu’il
serait trés facile, en utilisant les formules (8, 7) et les méthodes du chapitre III,
de construire des séries du type (1), convergentes pour |z | > R, associées & des

1
fractions continues du type de Stieltjes-Grommer, et telles que lim |4 (()n) |1—1—3 n’existe

n—>w
pas. On ne peut donc songer a remplacer, ni dans (4, 15) ni dans (4, 14), im par lim.
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choix, nous établirons un ,,principe d’addition”, applicable aux
fonctions admettant la représentation (4,1). Ce principe d’addition
jouera un role important dans la démonstration du Théoreme VI.

25. Un principe d’addition. Posons
(4,16) max | Q,(z) | = M,

x sur E
et soit V,(z), un polynome réel, de degré m, quelconque par
ailleurs. Q,(z) étant exactement de degré », on peut manifeste-

ment déterminer n nombres réels vy, vy, . . ., v,, tels que
Q () Qi(@) Qnl®)
(4,17) Va(z) = v, . + (21 JI\J + e+, M,

De cette relation, on tire

(4,18) max | V(@) | < |ve| + o] + -+ | 0n]
z sur E
On peut admettre que ce maximum de [Vn(m)I est atteint
en un certain point & de E, car E est fermé. En reprenant un
calcul déja effectué (qui se base sur (4,6) et (4,7)), et en posant
[voir (4,7)]

(4,19) o= f “02(w) dy(a),

il vient

M2 Mz M: +R
(L2 ) [ ) dyte) =
Mo M1 Mn —R

=(1—"—;’+K;+~-+1—”~)(2"°+v2"1 o),
Mo 221 Mn Ml M

n

En appliquant I'inégalité de Cauchy, au second membre de
cette relation, on obtient

(J2o] +Joa] + -+ o)’

+R
[ 7@ dy(2) =

MM M2
-R _;'+_21+...+_2"
Mo My M

et en tenant compte de (4,18)
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R Va(é)
2 > n
@20) | Vi@dyle) = s L
St et
Ho Hy 123

L’inégalité (4,20) est particulierement intéressante dans le cas
ol l'on peut effectivement calculer les quantités M et u. Ce calcul
est tres aisé pour p(x) = @; dans ce cas particulier, des inégalités
du type (4,20) ont été établies par F. Lukacs 31).

Pour les estimations asymptotiques, que nous avons en vue,

. . . . M
il n’est pas nécessaire de connaitre exactement les rapports "

il nous suffira de savoir que
n

(4,21) lim |/ =1.

n—>w Mn

Définition. Nous dirons qu’une fonction de la forme (4,1)
est du type régulier, si elle posséde la propriété-limite (4,21) [voir
(4,16) et (4,19)].

Entre les trois quantités m,, u, et M,, nous avons les relations
générales

(4,22) uE=mla,.
et
(4,28) my = My;

Pinégalité (4,22) est équivalente & (4,18); (4,28) résulte de la
définition méme des polynomes de Tchebyscheff. Pour une fone-
tion du type régulier, on déduit de (4,22) et (4,28) les relations

Y
(n+1)

2n 1 1 1
lim l:_OW] = lim 4 = limm} = lim M} = .
n—>wo L A4, n—>o n—>w® n—>o

Proposition 8. La somme d’un mombre fini de fonctions du
type régulier est ume fonction du type régulier.

Soient fi(z), f5(%), . . -, f4(2), s fonctions du type régulier et soit

(4,24) f(&) = A(2) + foz) + - - - + fil2).

Considérons, pour chacune des fonctions fi(z), toutes les ex-
pressions et quantités, définies, dans les paragraphes précédents,
pour f(z). Nous désignerons ces nouvelles expressions et quan-

31) F. LuxAcs, Verschirfung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung
fiir rationale Polynome [Math. Zeitschr. 2 (1918), 295—805].
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tités par les symboles correspondants relatifs & f(z), affectés
d’un premier indice j [par exemple: M;,, T;,(¢;,)].
Posons

R =max (R, Ry, . . ., R,).

Si R; < R, nous étendrons la définition de y;(z) & tout l'inter-
valle (—R, R), en posant

v;(z) = p;(R) pour 2 > Ry;
et
pi(@) = p;(—R) pour x < — R;.
Définissons y(x) par la relation
v(@) = pi(@) + yo(@) + -+ - + ps(2).
(4,24) peut alors se mettre sous la forme

1) = |

—R

+R dy(2)

2—a

Considérons maintenant
+R s +R,
425) =] Q@dp@) =% [ 0e)dy;@).
—R j=1 _R,

Soit &;, le point ol max ]Qn(aﬁ)l est atteint. En appliquant,

& sur Ej
aux termes du troisiéme membre de (4,25), la propriété générale
exprimée par (4,20), on obtient

S 2
(4 26) 2 > E Qn(fj)
? Bn = : 2 2 2 °
i=1 M;j, M, M;,
- + - + P + s
Hio L2 Hin

De nos définitions, on déduit que I’'un au moins des nombres

Qn(61)s Qn(&), - - - Q(&)
est égal & M2. Soit

(4,27) Qn(é;) = M.

De (4,16), (4,19), (4,26), et (4,27), nous tirons

n 2 2

2 M? M? M?
(428) Ln << (*+ AR L
@y M5 .0 Hj 1 M5 n
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Chacune de nos fonctions f;(z) étant, par hypothese, du type
régulier, on a
1
. 'M:i n n .
(4,29) lim (=29)"=1  (j=1,2...9),
n—>w Hin

et aussi, par conséquent,

. M M M\
(4,80) lim (—~”—°+_2’—"+...+ 2’) = 1.
n—- 0

2
M0 M, 1 Hi,n

En observant que, dans (4,30), ’indice j n’est susceptible de
prendre que l'une des valeurs 1,2, ..., s, on peut, en utilisant
(4,80), écrire

1

ME, M?, M2 \%m
lim ( ;"’ + 2”" et 2’"") =1.
n—>n \ 4 o M5 1 H“i . n

De cette relation, et de (4,28), nous tirons immédiatement

lim (22)" =1, c.q.Ld.

n—>w ‘Hn

Nous allons maintenant appliquer notre Proposition 8 a la
fonction g(z), définie par

g = 2 [

=1
J o

Bi dx

R—X

S 3 — o .
=Ellog (z—ﬁ;) (4;<Bj3i=1,2,...5)

Considérons les polynomes de Legendre, relatifs & l'intervalle
(@ B;). De propriétés connues de ces polynomes, on tire

M;, 2n+1

= b
y?n Bi—ay

d’ott 'on déduit (4,29). On peut donc affirmer que

b, b, b,

T Tttt =gk
est du type régulier. Observons que ce résultat fournit un moyen,
tout au moins théorique, de calculer le diamétre transfini d’un

ensemble formé d’un nombre fini d’intervalles fermés de 1’axe
.
réel.

26. Propriété de continuité du diamétre transfini de
certains ensembles. Cette propriété sera utilisée dans la
démonstration du Théoréme VI.
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Considérons s intervalles de I’axe réel, définis par les inégalités
2] éméﬂj (j:l, 2,..., S).
Nous supposerons
g <pp=o<fr=...=0a <P,

Soit E I’ensemble formé par les points des S intervalles que nous
venons de définir.

Qutre ’ensemble E, nous considérerons deux autres ensembles
E(¢) et E[J], définis ci-dessous en I et II.

I. Soit ¢ un nombre positif satisfaisant & 1’inégalité

2¢ << min {([31—011), (Ba—ag)s « - o (ﬁs_“s)}'

Par I;(¢), nous désignerons I’ensemble des points de I'intervalle

fermé (a;+-e, B;—e), et soit
E(e) = Ii(e) + Iy(e) + - - - + Lse).

II. Soit 6 un nombre positif, inférieur a 1. Par I,;[4]
nous désignerons l’ensemble des points de l’intervalle fermé
((1—8)ay, (L—6)p;) et soit

E[8] = L[d] + I,[0] + - - - + I,[4].

Les diametres transfinis de E, E(¢) et E[6] seront désignés
respectivement par 7(E), 7( E(¢)) et 7(E[6]). En vertu des défini-
tions, on vérifie immédiatement

7(E[8]) = (1—0) z(E),
et nous nous proposons de démontrer que
(4,31) ©(E(e)) = (1—6)7(E),
des que
(4,82) 2¢ < dmin {(fy—ay), (Ba—as)s - - - (Bs—as)}
Considérons le déterminant défini en (2,8), et soit

(23, @y, - - ., ;) le systéme de points de E[d], tel que

| Vizy, @y . . oy 2,) | = max [V (&1 Cas v+ o L) |-
£y Lo ovns £, sur E[J]
Nous voulons maintenant construire un systéme (&, &,, . . ., &,)
de points de E(g), tel que

(4,38) |V éayor &) | 2| Vg @, - . s 2, )|
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En vertu des définitions de M. Fekete, cette derniére inégalité,
valable quel que soit n, entraine l’inégalité (4,31).

Voici comment nous obtiendrons le systeme des points §&,.
Nous considérerons chacun des segments I;[6] comme le support
de ceux des points x, qu’il contient. Nous ferons glisser ces
supports I,[6], le long de ’axe réel et nous supposerons que,
pendant ces translations, la position des #,, situés sur un méme
segment, n’est pas altérée. Nous amenerons I;[6] sur I,(e)
(7=1, 2, ...,s) de maniere que les centres des intervalles
correspondants coincident. Nous désignerons par £, la nouvelle
position de 2, (»=1,2,...,n).

Observons que, en vertu de (4,82), on a

(1—=0)(Bj—o) = (B—o) — 2 (j=1,2,...,5),
d’ou I'on déduit que tous les £, sont points de E(e). Pour démon-
trer I'inégalité (4,38), il suffira de considérer |V (&, &,, .. ., 5,,)|
comme le produit des valeurs absolues de toutes les différences
(§,—&,) et de s’assurer que l'on a constamment

|‘Su'—§v‘ = Iw,u_wv|‘
(Le cas d’égalité n’a lieu que si &, et £, appartiennent & un méme
intervalle I,(e).)
L’inégalité (4,31) se trouve ainsi démontrée; en la combinant
avec l'inégalité
(E) = 7(E(e)),
et en passant a la limite ¢ — 0, il vient
lim 7(E(e)) = ©(E).
&£—>0

27. Démonstration du Théoréme VI, dans un cas
particulier. Nous démontrerons d’abord le Théoréme VI dans
le cas particulier ou: I’hypothése 2°, de son énoncé, est réalisée
sous la forme

2° restreinte. La fonction @(x) m’est jamais négative dans
Uintervalle (a, B).

Notre démonstration, dans ce cas particulier sera obtenue par
combinaison du ’’principe de comparaison’” et du ,,principe
d’addition”, précédemment établis. Au § 28, nous établirons un
»principe des changements de signe’ grice auquel il nous sera
facile d’étendre la démonstration du Théoréeme VI, du cas par-
ticulier au cas général.

Considérons les points, de Pintervalle (a, 8), o ¢(x) a un zéro
isolé et, en outre, les extrémités de tous les intervalles sur les-
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quels ¢(z) = 0. Nous prendrons chacun de ces points pour centre
d’un intervalle ouvert de l’axe réel. Soient Oy, O,, ..., O, ces
intervalles (en vertu de I’hypothése 8°, p est un nombre fini);
donnons & chacun d’eux la longueur positive 2¢ (par la suite nous
ferons ¢ — 0).

Considérons ’ensemble
E(e) = E — (0;+0y,+ + -+ 4+0,),

et désignons par y(z; ¢) sa fonction caractéristique, c’est-a-dire
la fonction valant 1 ou 0 suivant que z est, ou n’est pas, I'affixe
d’un point de E(¢). Soit m(¢) la valeur minimale prise par la
fonction continue ¢(z), sur I’ensemble fermé E(e). Si nous dési-
gnons par

AP (e), AR (), . - - 421_‘()")(6), ..
les déterminants récurrents relatifs a la fonction
B ;
J m(e) ¥ &) de,
2—a
o

nous pouvons, en vertu du principe de comparaison, poser

(n+1) —(n+1)
- A A (&)
AP Z AP (e); = = 25—
A, 4y (e)

(r=1,2,...,v...),

car, en tout point de l'intervalle («, f), on a manifestement

p(z) = m(e)y(a; ¢).
En utilisant le résultat obtenu, 4 la fin du § 25 (comme exemple
d’application de la Proposition 8), il vient
1

(n+1) Y 27 —(n+1) 1

lim |4 = lim A, (@) = 7(E(e)).
)
0

n—>w n—>o A_é")(ﬁ)

En appliquant, & cette relation, les résultats des § 24 et 26,
on obtient
1
A(n+1) 2n
lim {%} = 7(E),
n—>wo | A,
et aussi, par conséquent,
1

lim {4 = o(E).

n—>wo
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28. Principe des changements de signe; achévement
de la démonstration du Théoréme VI.
Proposition 9. Soit

a, a, a, ﬂdm
et +...___f(z):f_7_‘Q

gntl g B—m

\

o la fonction réelle y(z) est supposée a variation bornée. Soit
U(xz), un polynome réel, non identiquement nul, et soit

B
b |, b by _ (Puw
484) 4 f et +—£ e
On a alors
1 1
Tm |A®[" = Tm | B |™.
n—> 0 —> 0

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’observer que la
série (4,34) représente une_fonction de la forme

U(z) f(z) — V(2)s

ou V(z) est un polynome, et que, par conséquent, on peut lui
appliquer le Théoréme II. En effet,

ﬂ g) — X X
U@ fe) = [ 7= Y@ ().

22—

B
7D ayay + |
o

La premieére intégrale du second membre est un polynome V'(z).

c.q.f.d.

Voici comment s’achevera la démonstration du Théoréme VI.

I. On considérera une fonction ¢(x) satisfaisant aux con-
ditions, non restreintes, de 1’énoncé du Théoréme VI.

II. On construira un polynome U(z), & racines toutes réelles,
telles que D'expression @(2)U(x) ne soit jamais négative.

III. Gréace a la Proposition 9, on rameénera ’évaluation de
1

. ne s , . o . ’
Iim | A{® |* & Dlévaluation des limites formées avec les déter-
n—>r®o

minants récurrents de

B
j U(2) p(z) de.

22—
o

Cette évaluation a déja été effectuée au § 27.
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CHAPITRE V

@

Les séries de la forme X .
v=1 Z— Sy

29. Expression de A{” par une somme multiple. Con-

sidérons la série (19); nous supposerons les nombres complexes
s, bornés dans leur ensemble

ry

|s,| =R (»=1,2,...,p,...)

et les nombres complexes r, tels que X |r,| converge. La série
y=1
(19) représente alors une fonction holomorphe pour | z| > R;
soit (1) son développement en série entiere.
On a manifestement
(5,1) a, =

n

TzMa

7,8y (n=0,1,...,m,...)
1

A partir de ces expressions pour les coefficients a,, on obtient
aisément la formule

k
(5,2) A= X Ty Ty o001y (S 8y *00 8 ) V(S 58,5008, )
o<y, <y, <..<¥, ' ° not " 2 "

Les résultats de ce chapitre sont des conséquences assez simples
de cette formule.

30. Esquisse de la démonstration du Théoréme VII.
Soit E ’ensemble défini dans 1’énoncé du Théoréme VII et soit

(5,8) 815 Sgs ¢ ¢ 0y Spy v o s

une suite de points de E.
On sait qu’il est possible de trouver une suite

(5,4) st sk, . L.

de points de la frontiére de E, telle que, si la suite (5,8) contient
tous les éléments de (5,4), la fonction représentée par une série
(19) est holomorphe dans CE et admet CE pour domaine
d’existence 32).

L’ensemble E étant fixé, choisissons, & la maniere de M. Besse,
la suite (5,4). Fixons en outre un nombre positif 6, inférieur & 1.

32) Cette proposition a été énoncée par M. Pringsheim, mais la démonstration

qu’il en a donnée comporte une importante lacune. M. Besse a remarqué la lacune
et a démontré la proposition en toute rigueur. Voir ).
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Nous allons construire, par induction compléte, une série (19)
telle que les coefficients de son développement (1) satisfassent
a la relation (20).

Considérons d’abord, deux suites de nombres non négatifs.

1° Une suite d’entiers

(5,5) Pos P>+« +s Prs = + »s

telle que

(5,6) O0=pg <P <o <Pp <o
2° Une suite de nombres positifs

(5,7) Nos M1 =+ o5 Ny + = o

telle que

(5,8) L= >m> o>y >0

Nous préciserons plus loin le choix de (5,5) et (5,7).
Posons ¢ = 6% en vertu de nos hypothéses

(5,9) 0<q<l.
Posons encore
(5,10) Ty = 1,¢" Pour p, < v = Ppi-

On peut s’assurer dés maintenant que, malgré I’arbitraire des
suites (5,3), (5,5) et (5,7) (seulement soumises aux hypotheéses
(5,6) et (5,8)), on a

1

(5,11) Tm | AP " < 6.
n—>w

En effet, posons

(5,12) V,= max | V(3 %« -+ %) |-
25 %y 000y 2, SUL E
De (5,2) et de la définition de (5,3), on tire
|4 =73 2 Ty Ty ot Ty

e Y 1 2 n
0<y,<,< n

En vertu de (5,8), (5,9) et (5,10), on peut aussi écrire
(5,13) AP =V, B qhgeee g

0<‘V1<v2<"'<7”

On calcule sans peine la somme multiple du second membre
de (5,18); il vient
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(5,14‘) > qvl qu e q”n = g ¢ .. 7

0<y, <y, < o<y 1—gq¢ 1—¢ 1—gn

n

En tenant compte de (5,9) et (5,14), on peut donc mettre
(5,18) sous la forme

n(n+1)
n, 2 q :

| 457 | = V3, -
(1—gq)

1

En élevant les deux membres & la puissance —, en passant
n

4 la limite n — co0, et en revenant aux définitions de M. Fekete,
on obtient (5,11).
Pour achever la démonstration du Théoréme VII, dans le cas
0 < 6 < 1, il nous suffira de voir que les suites (5,8), (5,5) et
(5,7) peuvent étre choisies de maniere que
1

(5,15) lim | 4% " > g7,
n—r o

Pour démontrer cette inégalité, nous utiliserons le Lemme 10,
énoncé et démontré au paragraphe suivant.

31. Un Lemme relatif a la définition du diamétre
transfini. Soient g, 2,, . . ., 8, k& points distincts de E. Formons
le polynome

Wi(e)= (5—2)(—2) - - - (2—2).

Considérons
max | Wi(z)| = wy,
zsur E
ce maximum est atteint en un ou plusieurs points de E; soit
2,4+, un de ces points.
Considérons ensuite

Win(3) = (2—2)(x—25) - * + (3—2;)(3—Zp41)s

et posons
max | Wi 1(2) | = 0psq = | Wiaa(2rae) |-
z sur E
Nous formerons ensuite W, ,(2), puis W, 4(z),... etc.; en

répétant indéfiniment cette opération, et en supposant E com-
posé d’une infinité de points, nous obtiendrons une suite de
points distincts

(5,16) 21y By o o vy Rgos Bhot1s Rhazs o 05 By o
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Lemme 10. Pour les éléments de la suite (5,17), on a

1

(5,17) lim | V2(zy, 25, « - - 2,) [* = 7.

n—> o

Observons que
[V (215 25 - - o3 %) | =
IV(zD Ry ¢ ooy 2k)| [Wk(zk+1)| ka+1(zk+2)l cee |Wn-1(zn)| (n>k).

Soit T,(z), le polynome de Tchebyscheff, de degré 7, relatif a
I’ensemble E, et soit

max | T;(z) | = m,.
zsur E

Par définition méme des polynomes T,(z)
| Wi(zj11) | = 0; = my (1 =k).
On a donc [voir (5,12)]
Vi Z | V(2205 -+ s 2) | | V(205 305« - o5 20) | MMy = = oMy
On obtiendra (5,17) en élevant les deux membres de ces
. 4 . ’ A . 2 N . .
inégalités a la puissance —» en passant a la limite n — oo, et

en tenant compte des définitions de M. Fekete 33).

32. Achévement de la démonstration du Théoréme VII.
Nous allons préciser maintenant le choix des suites (5,5) et (5,7).
Supposons avoir déja choisi

Po> P1> -+« = Pns
No> s =« +5> Tno
de méme que

81 Sgs v v vs Spp -

n

Nous montrerons comment choisir p,, 11, 7n+1 €t 8, (P <<V =Pn+1)-
En particulier, le premier pas de notre induction consistera,
connaissant p, = 0 et 7, = 1, & choisir p;, 7, et s, sy,

ce Spe.
1
Voici le pas général:

33) Observons, en passant, qu’il est assez facile de démontrer que
1
lim w: =T.
n—>o
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Nous prendrons pour Sp 41 le premier terme de (5,4) qui ne
se trouve pas parmi

815 Sgp v v 0s Sp -

Nous formerons le polynome

Wp"+1(3)=(~5'_51)(3“52) T (S—Spn)(s— p"+1)
et nous prendrons pour s, ;, un des points de E pour lesquels

max | W, ,;(s)| est atteint. Nous continuerons & appliquer cette
ssur E "

méthode (voir description exacte avant I’énoncé du Lemme 10)
pour choisir
Sp 43 Sp sar -+ s S -
1
En vertu du Lemme 10, et en observant que lim %? =1,

H—>®
nous sommes assurés de trouver un indice x, tel que

1
o 1
(5,18) | NEV(Sy Sgp « s 8y) |" > 7. (1 —m).
Nous prendrons » = p,,q; il nous reste a choisir 7.
Nous prendrons pour 7,.; un nombre positif, inférieur a #,,
et tel que
Nns1 Vo - 1 5, 2
- < — 7, V(8,895 c 0 0s S .
(1—q) « - (1—gPnn1) = 2 Nn | (815 82 P pnﬂ)l
Donnons maintenant une estimation inférieure de |A{Pn+)|.

Dans (5,2), faisons k=0, remplagons n par p, ., et soustrayons
du module du terme

(5,19)

. 2
TTgt Ty V2(Sys S35« 05 Sp_ )

n+1

la somme des modules des autres termes du second membre.
En tenant compte de (5,10), (5,14) et de la définition de

Vo, o il vient

p'n+1 (pn+1 +1)

(2, w
(5,20) | AL | = pirng @ | V(s1s 825 - e 85, )|
Pty (Ppyy +1)
q 2 2

— Mn+ (l—q) .. (l—qpﬂﬂ) Vpn-n. .
En combinant (5,19) et (5,20), on obtient

2
pn+l+pn+1

|4 [z gmrag T Vi se s, )

n+1
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. \ . 1
En élevant les deux membres & la puissance —, et en tenant

pn+1
compte de (5,18), il vient
1 1
2 2pn+1 1
(D,41) [ Prt1 q Ky 1
4y P > L g (1 ) =
2p:+1

Par le passage & la limite n — oo, nous obtiendrons (5,15).
La fonction que nous venons de construire n’est pas prolongeable
au dela de CE, car la suite (5,8) contient la suite (5,4). Nous
avons ainsi démontré le Théoréeme VII, dans le cas 0 << A < 1.

Le cas 0 = 1 est obtenu en remplagant (5,10) par

1
(5,21) Ty = Np5x POUr P, <V =Py

Le cas § = 0 est particulierement simple & traiter; en ’étudiant,
il est facile de répondre a une question de M. Pdlya 34).

Soit R le rayon de convergence de Uélément (1). Si n — oo, de
maniére que le rapport % reste fini, il faut, pour que (1) soit pro-
longeable au dela de son cercle de convergence, que

1

T k —
Lm |4@|*" " < R.
n—>®

Cette condition nécessaire, établie par M. .Pélya, est-elle
suffisante?
Non. En effet, posons

1
Ty = — (n=1,2,...,m,...);
2n

quelle que soit la suite (5,3), de points de E, on a, en vertu de (5,2),

1 1
AW | <R oz L. 1L

2 2 2 *
0<1’1<1’2<"'<’l‘n 21’1 21}2 21)"

La somme multiple du second membre est facile & limiter
(s . . 1
supérieurement; elle décroit tellement rapidement avec - que,

.k .. .
sl —- reste fini, on a toujours
1

. Frn—1
lim | A{™ l( nebn_ o,
n—r 0

34) Voir annotation 1).
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33. Une précision du Théoréeme VII dans le cas de
Stieltjes-Grommer. Au lieu du Lemme 10, il sera commode
d’utiliser le

Lemme 11. Soit E un ensemble fermé, borné et infini, du
plan de la variable complexe. Soit

(5,22) Sy Sgp e e oy Sy v v e
une suite quelconque de points distincts de E.
JLaffirme qu’il existe une suite (5,8) de points distincts de E,

contenant tous les éléments de (5,22), jouissant en outre des pro-
priétés

1
(5,23) lim 0} =<
n— 0
et
2
(5,24) Tm [ V(sp, 85 -« 0 80) | = 7.
n—-
On a posé

W (s)=(s—81)(s—83) - = - (s—8,),
max | W,(s)| = w,.
ssur E

La démonstration de ce Lemme est un peu longue, mais n’offre
aucune difficulté particuliere; nous ne la donnerons pas ici.
Disons toutefois, qu’elle repose essentiellement sur la construc-
tion utilisée dans le Lemme 10.

Le cas de Stieltjes-Grommer est caractérisé par la positivité
des r et la réalité des s et des points de E. Nous prendrons pour
(5,22) une suite de M. Besse, relative a l’ensemble E. Nous
déterminerons la suite (5,3), comme le veut le Lemme 11. Nous

poserons encore
Ty = q" (g=062),
et nous démontrerons que, pour le développement (1) de la
série (19), on a
1

- A(n+1) 2n

(5,25) lim [j’(ﬂ—,] = 07 (0<h<1).
0

n—- o

Dans notre cas particulier, il résulte de (5,2) la double
inégalité

2 n
2 m< 2T T e
qq2 . -an (Sl, Sgy o o oy Sk) éAon < 1—gq 1—¢ I—g ne
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Par le passage & la limite habituel, et en tenant compte de
(5,24), il vient

1
(5,26) im | A |™ = 6r.
n—
Observons I’équivalence de l'intégrale de Stieltjes (4,1) et de

(19). De cette équivalence on déduit ’existence d’une suite de
polynomes réels

Q1(8), Qa(8)s - - o5 Qp(s), - ..
tels que

(n+1)

2 7, 0%s,) = 1;’(") (n=1,2,8,...,m,...).
=1 0

De méme, si U,(x) désigne un polynome réel, du type

U(e) = am + -+,

on aura constamment
a0 [}
Zr,00s) = X 1, Us(s,)
r=1 r=1

On aura, en particulier,

A(n+1) o ®
° = T’VW?’L(SV) = X TwWi(Sv)'
=1

4" v v=n+1

De la définition des r et de w,

g+t

0 < @R [gri gt 4 ] = wil——q'

Elevons les deux membres de cette inégalité a la puissance
%@, passons & la limite n— co. En tenant compte de (5,28), il vient
1

[Aén+l)]2n
Iim A'(),.) < 0.

n—>o

A

Si égalité (5,25) n’était pas atteinte, nous serions en contra-
diction avec (5,26).

34. Un lemme sur l'ordre de la singularité essentielle
de certaines séries du type (19). Ce paragraphe et le suivant
préparent la construction des exemples relatifs au Théoréme III.
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Considérons les fonctions (21) et (22) et soit

1
gz0)=f(530) (ez0)
Cette fonction méromorphe est d’ordre au moins égal & o,
puisque lexposant de convergence de ses poles est égal a .
Dans ce paragraphe, nous montrerons que son ordre est effec-

tivement ¢ (simple conséquence du lemme suivant).
Lemme 12. Soit

Tys Tay o v os Ty v v

e 2]
une suite de mombres complexes, telle que X |r,| converge.
n=1

Soit
S1> Sgs v 0y Spy e v s
une suite de mombres réels, telle que

1°. lims, =0
n—r ©

2°.  la suite

ait un exposant de convergence égal da o.

Sous ces hypothéses, Vordre de la singularité essentielle de la
fonction représentée par (19) est égal a o.

Considérons la fonction méromorphe

Nous allons en calculer ’ordre en nous appuyant sur les défini-

tions de M. Nevanlinna %). Il est manifestement suffisant de
connaitre la valeur moyenne

1 (27 + .
m(r, ©) = 2—71_[ log | g(re'®) | de.
0
Pour ¢ A0 et ¢ £ 7, on a

. had 1 ©
re'? [ é Z { rvl <
et L SV‘ —b(r @) vz=:1 75 .
T

ou 'on a posé

et

b(r, ) = borne

— 8,1
r v

3%8) Voir les pages 12 et 80 du traité cité de R. Nevanlinna.
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De la réalité des s, on tire

| sing|
b('r, (p) 2 “r .

On a done, pour | g(ré’?) |, une estimation du type

Ar

| g(rew) | = ISin‘Pi.

Pour r — o0, il vient
m(r, ) =< logr + O(1).
Cette inégalité prouve que, dans la fonction caractéristique
T(r) = m(r, ©) + N(r, o0),
le terme N(r, c0), qui ne dépend que de la position des poles de

g(z), est toujours prépondérant. c.q.f.d.

35. Limitation inférieure de certains déterminants de
Vandermonde. Considérons

1 1 1
V.—l’ I T
12 2¢ n@

1 i1
= n—1 1 l_!:cs (kQ - ?'Q )
— 1=57i< n
(nt)y @ T

Supposons d’abord 0 <% <1; on a alors

(5,27)

1

1 — k 1_1 __1__1
o (k8 —j¢) = [ a® "dezk®  (k—j),
j
ou encore
1
= 1 - k
— 78 > __ . L.
! e

=
|
<.
.

(5,28) k

|

En combinant (5,27) et (5,28), il vient

1 .
1 1 1 1 1 5k — 7)

V(_l_’ DS _E) = n=1  nin—1) 153'I<-Iksn k ( E/
12 2¢ n? (n!)y @ o 2 T 7

Le second membre de cette inégalité est égal a

1
1 [11228%...p7]€  (n!)™

[112283 .. .,nn]z

n(n—1) n
e * (n!)®

En tenant compte des inégalités

nre " < nl < n?
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et

ntlogn n?

llogl +2log2 + -+ + nlogn >

2 4’

il vient, apres quelques calculs,

1 1 1
V—l’ “-1_—,..., -1
12 2

nt

_mn2logn
=M e 20

(5,29)

Le cas %g 1 est un peu plus simple a traiter; il suffit de

remplacer (5,28) par

1 1 1
(5,30) ke — = (k—j)e.

Le reste du calcul est analogue a celui que nous venons d’es-
quisser. On obtiendra & nouveau l'inégalité (5,29).
Il est maintenant aisé de démontrer le
Lemme 13. Soit E,, Uensemble formé par les ns points
_1 -1 _1 -1
(5,81) 2741 %, 2542 % 2/ 483 % ... 2 +n %
0; >0; (j=1,2,..., ).
Posons

(5,382) V,=  max |V (s15 g+« s S)|-

815 Sgs e ey 8, SUT E"

Sous ces hypothéses, on a, pour m — o0,

n2logn

(5,88) 72 = o o GteTo e
n = .
Soient m,, N, . . ., N, § nombres entiers, positifs, tels que

(5,84) m+ny,+ -+ n,=n.
De (5,81) et (5,32), on tire

8
Vo= V(il ilil> ,
=1 1@ 20; nj?:'
et de (5,29),
[nf log ny; mjlog n, n? log n,:l
(5,35) V, =0 L2 T, T o,

On ne peut en général satisfaire, en nombres entiers positifs,
a la fois & (5,34) et

nylogn,  mylogm,

__mg,logn,
451 Q2 Qs ’

(5,36)
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Toutefois, pour n trés grand, on peut satisfaire ,,& peu pres”
ces derniéres relations. Voici ce que nous entendons par la:

Quel que soit n, suffisamment grand, il est possible de trouver
un systeme de nombres n; entiers, positifs, tels que 1’égalité
(5,84) soit satisfaite, et telle que 1’on ait:

n;logn;  n, logn,
@; 41
De (5,84) on tire

(5,87) = 0 (log n) j=2,8,...,8)

n, log ny + nylog my + -+ - - + nylog ng < nlogn.
En combinant cette inégalité avec (5,37), il vient

n, log n,

01

(er-+est - -+ +e,) <nlogn -+ O (log n),

puis, en multipliant les deux membres par n(g;+0,+ - +Qs)—1,

n, logn, n?log n

n ny o n,.
(1+ a+ - L) 433 01+ 0+ -+

. + O (nlog n).

En appliquant & nouveau (5,87)

2
n} log n1+n§ log n2+ . +'n§ log n, n?log n

-+ O(nlogn).
01 Q2 Qs 01+ 0+ -+ 0 ( g )

Le résultat annoncé est obtenu en combinant cette derniere
inégalité avec (5,85).

36. Exemples relatifs au Théoréme III. Nous allons
maintenant démontrer la relation (24).
Il est aisé de voir que, dans cette démonstration, on peut,

sans nuire & la généralité, se restreindre au cas ou tous les g;
sont différents de zéro.

Représentons la fonction (28) sous la forme (19), c’est-a-dire

sous forme d’une somme unique de fractions du type

22—,
Les déterminants récurrents du développement (1) de cette
fonction, sont donnés par la formule (5,2); faisons k = 0 et
considérons le ou les termes du second membre de (5,2), conte-

nant le facteur V2 [voir la définition (5,82)]. Tous les 7, étant
positifs, on a

1
AP > T2

2112 n*
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En tenant compte de (5,38), on voit que

1 1
lim [A(()n)]nzlogn >e 91+92+"'+93.
n—r®

En vertu du Lemme 12, nous pouvons appliquer le Théoréme
IIT et obtenir
1 _ 1
m [A(()n)]nzlogné e g1+gz+...+gs'
n—> o

Les deux derniéres relations écrites sont équivalentes a (24).
La démonstration de (25) n’offre aucune difficulté; elle est en

tous points semblable & celle, donnée pour le cas 6 = 0, du
Théoreme VII.

(Recgu le 18 janvier 1939.)



