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Raumkurven, die pseudogeodätische Linien
eines Zylinders und eines Kegels sind.

Von

Walter Wunderlich
Wien.

1. Einleitung.

Als ,pseudogeodâtische Linien" einer Flâche werden jene auf
ihr verlaufenden Kurven bezeichnet, für welche in jedem Punkt
die Schmiegebene einen festen Winkel y mit der Tangentialebene
der Trâgerflâche einschlieBt. Zur Gesamtheit der so erklârten
Kurven gehôren als Grenzfàlle auch die Haupttangenten- oder
Asymptotenlinien (y = 0) und die echten Geodätischen (y=n/2)
der Flache.
Im AnschluB an zwei Abhandlungen des Verfassers, die den

pseudogeodâtischen Linien auf Zylinder- 1) bzw. Kegelflàchen 2)
gewidmet waren, wurden jene bemerkenswerten Raumkurven
betrachtet, welche sich als Pseudogeodâtische zweier Kegel
auffassen lassen3). Unter den zahlreichen Eigenschaften dieser
,,bikonischen Pseudogeodätischen" sei nur jene hervorgehoben,
wonach jede solche Kurve auch pseudogeodâtische Linie einer
Drehflâche ist, deren Achse die beiden Kegelspitzen verbindet.

In der vorliegenden Arbeit soll nun der noch ausstândige Grenz-
fall erledigt werden, daB einer der beiden Trägerkegel zu einem
Zylinder ausartet. Man kônnte diese ,,zylindro-konischen Pseu-
dogeodâtischen" über die bikonischen herleiten, indem man den
Abstand der beiden Kegelspitzen über alle Grenzen wachsen lâBt,
und man würde auf diese Weise auch zu ihren wichtigsten Eigen-
schaften gelangen. Hier soll indessen ein direkter Weg der Unter-

1) Pseudogeodâtische Linien auf Zylinderflächen. Sitz. Ber. Ak. Wiss. Wien

(im Druck). Vorankündigung im Akad. Anzeiger Nr. 7 (1948).
2) Pseudogeodâtische Linien auf Kegeiflâchen. Sitz. Ber. Ak. Wiss. Wien (im

Druck). Vorankündigung im Akad. Anzeiger Nr. 9 (1949).
3) Raumkurven, die pseudogeodâtische Linien zweier Kegel sind. Mh. Math.

54 (1950).
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suchung eingeschlagen werden, der unmittelbar auf eine elemen-
tare Parameterdarstellung der fraglichen Kurven führt, welche
im bikonischen Fall (im allgemeinen) nicht môglich ist. Dem-

gemaB lassen sich hier auch vielfach weitergehende Aussagen
machen; insbesondere lassen sich die Basiskurven des Trâger-
zylinders bzw. -kegels einfach kennzeichnen: Sie sind bezüglich
eincs Kreises polarreziprok zu Kurven mit der Polargleichung
r - chk cq; = const bzw. zu Pseudotroehoiden. - Der konstruktive
Grundgedanke der direkten Behandlung beruht auf der Trans-
formation der zur Untersuchung stehenden Kurven durch das
Polarsystem einer Kugel, das einen Zusammenhang mit gewissen
Kegel- oder Bündelloxodromen herstellt, deren Gleichungen sich
unschwer hinschreiben lassen. Charakteristisch sind vor allem die
bei Rotation um die Zylinderachse von diesen Kurven über-
strichenen und von ihren Tangenten umhüllten Drehflâchen, die
paarweise zentrisch-âhnlieh ausfallen und Clairautsche Multi-

plikatrizen zu Meridianen haben. Die auf den hierzu polaren
Drehflächen verlaufenden zylindro-konischen Pseudogeodätischen
stellen auch für diese Flâchen pseudogeodâtische Linien dar, und
die durch Rotation des Tangentensystems einer solchen Kurve
erzeugte Strahlkongruenz ist unter anderem durch konstanten
Brennebenenwinkel ausgezeichnet.

Unter den zylindro-konischen Pseudogeodätischen finden sich
speziell die zylindro-konischen Spiralen, die als Bahnkurven der
eingliedrigen Âhnliehkeitsgruppe des Raumes bekannt sind,
ferner die Kettenlinien au f Drehzylindern mit lotrechter Achse
und schlieBlich die geodiitischen Linien des Drehparaboloids.

II. Darstellung der zu den zylindro-konischen
Pseudogeodâtischen polarreziproken Kegelloxodromen.

Sei k eine zylindro-konische Pseudogeodâtische - deren Existenz
wir vorwegnehmen - und seien yl, y2 die konstanten Winkel,
die die Schmiegebenen von k in jedem Punkt mit dem Triiger-
zylinder FI bzw. dem Triigerkegel F2 bilden. Für die analytische
Darstellung bedienen wir uns eines Normalkoordinatensystems
x, y, z, dessen z-Achse in die Erzeugendenrichtung des Zylinders
fallen und dessen Ursprung 0 sich mit der Kegelspitze decken
môge. Gelegentlich wird ein Koordinatentripel zu einem Orts-
vektor ï zusammengefaBt.

Éiben wir die Polarität B bezüglich der Einheitskugel um 0 aus,
so wird aus der Tangentenschar von k das Tangentensystem der
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polarreziproken Kurve 1, und dieses besteht aus Treffgeraden
der in der Ebene n = xy liegenden Polarkurve gl des Zylinders FI.
Der zu einer Tangente t von k gehôrigen Schmiegebene bzw.
Zylindertangentialebene tl entsprechen als Pole der Berührungs-
punkt S der reziproken Polare t mit l, bzw. deren Treffpunkt
Tl mit gl. Nun ist zufolge einer elementaren Eigenschaft der
Kugelpolarität  SOT1 = , Jri = y1, sodaB dem Kegel A = Ol
die folgende kennzeichnende Eigenschaft zukommt (Abb. 1): Die
zwischen den Berührungserzeugenden und der festen Ebene 1(;

gelegenen Sektoren der Tangentialebenen des Kegels A weisen
den konstanten Winkel y, (oder 1(; - Yl) auf. A kann daher als
,,Schleppkegel" des Strahlbüschels (0n) angesprochen werden; sein
Schnitt mit einer konzentrischen Kugel ist eine sphârische
Gro03B2kreistraktrix, seine Schnitte mit den zu 1(; parallelen Ebenen
sind Loxodromen, d.h. Isogonaltrajektorien seiner Erzeugenden-
schar.

Abb. 1: Loxodrome 1 auf dem Schleppkegel des Strahlbüschels xy.

Der im Bündel 0 zu A gehôrige ,,Polarkegel" A* - dessen .
Erzeugenden normal sind zu den Tangentialebenen von A und



172

umgekehrt - zeigt die entsprechende duale Eigenschaft: A*
durchsetzt das Ebenenbüschel mit der Achse z unter dem kon-

stanten Schnittwinkel y,; sein Schnitt mit einer konzentrischen

Kugel ist mithin die wohlbekannte, zum Kurswinkel y, gehôrige
Kugelloxodrome. Beachten wir, daB die Erzeugenden von A* zu
den Tangenten van k parallel sind, so erkennen wir auf Grund
rein geometrischer Überlegungen die schon früher 1 ) mittels

Rechnung bewiesene Tatsaché, daB das sphârische Tangentenbild
jeder pgeudogeodâtischen Linie eines Zylinders eine Kugelloxo-
drome ist4).
Aus der Forderung, daB unsere Kurve k auch Pseudogeodâtisehe

eines von 0 ausstrahlenden Kegels Fi sein soll, folgt nun, wie
leicht einzusehen ist, daB die Polarreziproke 1 eine Loxodrome
des Kegels A sein muB: Ist r2 die zur Tangente t von k gehôrige
Tangentialebene von F2, so entspricht ihr als Pol der Fernpunkt
T2 von t und es gilt  SOT2 =  ar2 = y2.
Auf Grund der Umkehrbarkeit der festgestellten Beziehungen

ergibt sich folgende ’Konstruktion für die zylindrokonische
Pseudogeodàtische k : Man gehe aus von einer Kugelloxodrome
mit dem Kurswinkel yl, suche zu ihrem Verbindungskegel mit
der Kugelmitte 0 den Polarkegel A auf, ziehe auf diesem eine die
Erzeugenden unter dem konstanten Winkel y2 schneidende

Trajektorie 1 und polarisiere diese schlieBlich an einer Kugel um 0.
Damit ist auch die Existenz der zur Untersuchung stehenden
Kurven erwiesen.

Diese Konstruktionsvorschrift soll nun analytisch ausgewertet
werden. Aus der bekannten Parameterdarstellung der Kugel-
loxodro*e mit Hilfe des Polarwinkels (Langenwinkels) 99

flieBt zunâchst die Gleichung des von den (zu den Radiusvektoren
normalen) Ebenen

eingehüllten Schleppkegels A:

4) Hieraus folgt auch unmittelbar die Nichtexistenz von - zunâchst auch
denkbaren - "bizylindrischen Pseudogeodätischen", denn der die beiden Pole
der Kugelloxodrome verbindende Durchmesser legt eindeutig die Erzeugenden-
richtung des Tràgerzylinders fest.
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Aus dieser Darstellung lassen sich sofort die Schichtenlinien
z = const des Kegels ablesen: Es handelt sich um Parazykloiden,
jene merkwürdigen Kurven, die bei der Rollung eines komplexen
Kreises auf einem reellen als Bahnen von Umfangspunkten ent-
stehen 5). Auf die bisher anscheinend übersehene Identitât dieser
Kurven mit den ebenen Bündelloxodromen hat der Verfasser erst
kürzlich hingewiesen 8)..

Bei der Verebnung des Schleppkegels A werden aus den
Schichtenlinien logarithmische Spiralen. Bezeichnen wir mit R
den Ursprungsabstand eines Mantelpunktes und mit y den ver-
ebneten Mantelwinkel, gezâhlt von der Rückkehrerzeugenden
q = 0 aus, so gilt für die Punkte SO(go) der Schichtenlinie zo = 1:

woraus wir den Mantelwinkel

entnehmen. Da bei der Verebnung auch die Loxodrome 1 in eine
logarithmische Spirale übergeht, so gilt für sie die Darstellung

(5 ) R, = C - exp c2y = C . (ch clgg)’sl’iL mit CI = cot y2.
Es bedeutet keine Einschränkung der Allgemeinheit, sondern nur
eine unwesentliche MaBstabsnormierung, wenn wir der Konstanten
C den gleichen Wert erteilen wie in (3), nàmlich Cl = 1/sin y1.
Führen wir zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise noch den
Quotienten 

( 6 ) p = c2 : cl = cot y2 : cot yl = n : m mit n m = 1

ein, so erhalten wir als Parameterdarstellung der Loxodrome 1:

5) H. WIELEITNEB, Spezielle ebene Kurven (Sammlg. Schubert 56, Leipzig
1908), 211 ff. 

6) ’Über die Torsen, deren Erzeugenden zwei Kugeln berühren. Soc. Sci. Fennica,
Comm. Phys. biath. 14 (1949).

In der durch die euklidische Metrik des Bündels 0 in einer Schichtenebene

z = const induzierten elliptisch-nichteuklidischen Geometrie CAyLEy-KLEINscher
Prâgung lâ6t sich die vorliegende Parazykloide offenbar als Tratktrix einer Geraden

auffassen, nämlich der euklidischen Ferngeraden der Ebene.
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Ein Vergleich der Koordinate z, mit (5) führt auf die Relation

die als Gleichung einer Drehfläche tP1 mit der Achse z aufgefaBt
werden kann, auf’ welcher unsere Loxodrome l verlâuft. Mit

Beniltzung der durch z = R cos 0 erklàrten "Poldistanz" 0 nimmt
die Flächengleichung die Form

(9 ) R cos P 0 = const

an. Die durch dieselbe Polargleichung beschriebene Meridian-
kurve der Drehflâche ist eine Clairautsche Multiplikatrix 7). Die
Abhângigkeit ihrer Gestalt vom Werte des charakteristischen

Exponenten p ist aus Abb. 2 ersichtlich. Zu gegengleichen Werten
von p gehôren inverse Formen. Hinsichtlich ausgezeichneter
Sonderfâlle siehe Abschnitt V.

Abb. 2: Gestaltliches Aussehen der Dreliflâclien 0 in Abhângigkeit voit

Quotienten p = tg y1 : tg Y2. Die Meridiankurven sind lliultiplikatrizen
von Clairaut luit der Polargleichung R cos" 0=1.

Durch Apabe des Exponenten p ist nur das Verhâltnis

tg y, : tg y2 festgclegt, der Wert des Loxodromenwmkels V2 bleibt
jcdoch noch unbestimmt. Auf einer Dreliflâclie 0 liegeii daher ool
Drelhscliaren unserer Bündelloxodromen l. Es gilt mithin

Satz 1. Siiiiitliche auf einer Drehfläche x2 + y2 + Z2 = Cz2n
(t =r 0) verlaufenden Loxodromen des Urspruiigsbiiiidels

7) ’G. LORIA - F. SCHÜTTE, Spezielle atgebraische und transzcndcnte Kurven

(Leipzig u. l3crlin 1910), Bd. 1, 384 ff.
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werden aus dem Ursprung auf eine Bildebene z = const als

Parazykloiden projiziert. Ihre Darstellung ist im wesentlichen
durch das Gleichungssystem (7) mit p = n / (n - 1) gegeben;
der Loxodromenwinkel betrâgt dabei arccot cip-

Die Kenntnis ihrer einfachen Zentralprojektion und ihrer Trägerflächen ver-
mittelt in jedem Fall eine anschauliche Vorstellung vom Verlauf unserer Loxo-
dromen. Dieselben besitzen stets eine Spitze (q; = 0) und geben auf Grund ihres
verschiedenartigen asymptotischen Verhaltens für q; -&#x3E; oo AnlaB zur Unter-
scheidung von drei Haupttypen: 

p  0. Der réelle Zug der Loxodrome verlâuft ganz im Endlichen und nàhert
sich asymptotisch in zwei gegenlâufigen Windungen dem Ursprung
(Abb. 1).

0  p  1. Die Loxodrome nàhert sich asymptotisch der xy-Ebene und entfemt
sich dabei nach Art zweier gegenlâufigen logarithmischen Spiralen
vom Ursprung.

p &#x3E; 1. Die Loxodrome entfemt sich in gegenlâufigen, immer grôBer werdenden
Windungen und nàhert sich der Femebene.

Hinsichtlich der ausgeschalteten Grenzfâlle vgl. Abschnitt V.

III. Rotationskongruenzen aus Loxodromentangenten.

Lassen wir die durch (7) dargestellte Loxodrome 1 eine Drehung
um die z-Achse ausführen, so überstreicht sie dabei die Drehflâche
f/)1’ wahrel1d ihr Tangentensystem eine gewisse Rotationskongruenz
8 erzeugt, für welche f/)1 den einen Brennf lâchenmantel abgibt.
Wir beweisen nun den für diese Strahlkongruenz grundlegenden

Satz 2. Auf sâmtlichen Strahlen der Rotationskongruenz 8
werden von irgend zwei zur Brennfl,che 01 bezüglich des Ur-
sprungs zentrisch-àhnlichen Flâchen Strecken abgeschnitten, die
aus dem Ursprung unter konstantem Gesichtswinkel erscheinen.

Zum Beweis bilden wir zunâchst durch Ableitung von (7) nach
q den Tangentenvektor der Loxodrome l; er erweist sich als

proportional zu

t.. 

Tragen wir nunmehr auf den Tangenten der Loxodrome von den
Berührungspunkten S(g1) aus im gleichen Sinn Strecken S T ab,
deren Hôhendifferenz zu Zl proportional ist, so finden wir für

den Ort der Endpunkte T eine Darstellung
(11) t = t + h ch P-1C1CJJ . t,

die, ausgerechnet, eine zu (7) weitgehend analoge Bauart zeigt.
Es handelt sich um eine Kurve, die auf einer zu 01 ahnlicl1en
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Drehfläche 0 verlâuft, denn es gilt entsprechend (8 ) die Beziehung

(12) R = C ’ zn, wobei C = (1 + A)-"V(1 + h)2 + (Cl + C3h)2.
Beachten wir ferner, daB das innere Produkt der zu zwei Werten
h und h’ gehôrigen Vektoren g und t’ proportional zu Ch2PCl9J
ist, während ihre Beitrâge R und R’ zu ch-Pcig proportional sind,
so fällt der von g und t’ gebildete Winkel SOT tatsâehlieh unab-
hängig von q aus, womit Satz 2 bewiesen ist.

Im besonderen werden auf den Kongruenzstrahlen auch von
einer einzigen Flâche 0 Strecken abgeschnitten, die aus 0 unter
konstanten Winkel gesehen werden; h und h’ sind dann so zu
wâhlen, daB sie über (12) denselben Wert C liefern. Lassen wir
überdies h und h’ zusammenrücken, ermitteln wir also die stationä-
ren Werte von C, so finden wir Fh,chen, die von allen Kon-

gruenzstrahlen berührt werden, also die Brennflächen von £. Die
Bedingung dC/dh = 0 führt in der Tat auf eine quadratische
Gleichung für h

m (1 + C23) . h2 + [2m + (M + n)C1C3 _C23] - h + (M + nC2 -C1C3) = 0,
deren absolutes Glied verschwindet, sodaB sich der Wurzel hl=0
entsprechend die Brennfläche 01 wiederfindet. Als zweite Lôsung
erhalten wir nach einigen Umformungen

hierzu gehôrt gemaB (11) die Kurve

lângs welcher die Drehflâche 02

von der Tangentenf lâche der Loxodrome 1 berührt wird 8). f/J2 gibt
die zweite Brennf tâche der Kongruenz 2 ab; der lineare Âhnlich-
keitsfaktor für den Übergang von f/J1 zu f/J2 betrâgt mit Rücksicht
auf Cl = 1/sin yi

8) . Die Zentralprojektion der Berührungskurve aus dem Ursprung auf eine
Ebene z = const ist eine Pseudotrochoide 6).
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Die Gleichberechtigung der beiden Brennflächen 01 und 02
reicht jedoch noch weiter und ist eine vollständige: Entsprechend
dem Loxodromenwinkel V2 = . !lt erweist sich auch der Winkel
Ô2 =  X2t als unveranderlich; dies folgt prinzipiell durch Spe-
zialisierung von Satz 2, wenn wir h = h2 und h’ = oo setzen,
doch führt auch die direkte Auswertung schnell zum Festwert
b2 = 90° - Y1. - Wir kônnen auch folgendermaBen schlieBen:
Gehen wir statt von den ursprünglichen Winkelwerten y, und ya
von den Komplementen Ô’&#x3E;l = 90° - Y2 und Ô2 = 90° - y, aus,
so gelangen wir gemäB (6) zunâchst zu demselben charakteristi-
schen Exponenten p und zu demselben System von Drehflâchen
0; zeichnen wir hierauf unter diesen durch Wahl der Konstanten
C1 = C2 die Flache 02 aus und betrachten wir die auf ihr ver-
laufenden Bündelloxodromen mit dem Schnittwinkel ô2, so stimmt
deren Tangentenkongruenz 2’ mit unserer Kongruenz 2 überein,
denn aus (16) folgt Â’ = I/Â und C’2 = Ci, sodaB 01 als zweite
Brennflache auftritt. Die aus (14) ersichtliche Zuordnung z2 = qZl
zusammengehôriger Parallelkreise von fbi und (/J2 ist wegen

q’ - ifq erhalten geblieben.
Aus ’C Xlt = Y2 und  X2t == Ô2 folgt 9192 = Y2 2013 Ô2: Die

Brennstrecke aller Kongruenzstrahlen erscheint aus 0 unter dem
konstanten Gesichtswinkel Co = yi + Y2 - 90°. - Zusammen-
fassend stellen wir fest:

Satz 3. Sämtliehe Tangenten der ool Loxodromen, die auf
einer Drehflâche 01 mit der Gleichung x2 + y2 + z2 = Cz2n
verlaufen und die Strahlen des Ursprungsbündels unter dem
festen Winkel y schneiden, berühren eine zweite, gleichartige
Flache (/J2’ die zu 01 bezüglich des Ursprungs zentrisch-àhnlich
liegt. Sie bilden auch die Tangenten einer Drehschar von

Loxodromen auf (/J2’ die das Ursprungsbündel unter einem festen
Winkel 6 durchsetzen. Die von den Berührungspunkten be-
grenzten Tangentenstrecken erscheinen aus dem Ursprung
unter dem konstanten Winkel y - ô. Die Winkel sind durch die
Relation cot y cot ô := n/(n - 1) = p verknüpft und legen
den linearen Âhnliehkeitsfaktor zwischen 01 und 02 durch
Â = sin y cos il y/sin ô cosP 5 fest.

Da sich auch bei festem n die Winkel y und à so bestimmen
lassen, daB das Ähnlichkeitsverhältnis Â einen vorgelegten Wert
annimmt, so gilt auch umgekehrt:

Satz 4. Die gemeinsamen Tangenten zweier bezüglich des
Ursprungs zentrisch-ähnlichler Drehflâehen (x2 + y2 + Z2)Zk
= const bilden oder enthalten eine zweifach ausgedehnte Man-
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nigfaltigkeit von Strahlen, deren Berührungsstrecken aus dem
Ursprung unter einem unverânderlichen Gesichtswinkel erschei-
nen. Aus ihnen lassen sich Torsen aufbauen, deren Gratlinien Lo-
xodromen des vom Ursprung ausgehenden Strahlbündels sind.

Lassen wir im besonderen die Flâchen f/J1 und f/J2 zusammen-
rücken, indem wir y = 5 machen (was À = 1 und q = 1 nach
sich zieht), so werden aus den gemeinsamen Tangenten die Haupt-
tangenten der Flache und wir érhalten eine Aussage über ihre
A symptotenlinien :
Satz 5. Die Asymptotenlinien der Drehflâehen X2 + y2 + Z2 == CZ2n
sind Loxodromen des Ursprungsbündels, dessen Strahlen sie
unter dem festen Winkel y = arctg V1 - n-1 durchsetzen.

IV. Die zylindro-konischen Pseudogeodâtischen.

Nach ausreichenden Kenntnissen über die Kegelloxodromen 1
wollen wir nun gemaB’ Abschnitt II durch Ausübung der Polaritiit
B an der Einheitskugel zu den zylindro-konischen Pseudogeo-
dâtischen k übergehen. Die Punkte von k entsprechen dabei den
Schmiegebenen von l. Für den in (7) festgehaltenen Loxodromen-
punkt S(gl) wird nun die Schmiegebene von dem unter (10) an-
geführten Tangentenvektor t und dem zu seiner Ableitung pro-
portionalen Vektor

aufgespannt und somit durch die Determinantengleichung
1 t, t, t’ 1 = 1 gl, t, t’ 1 beschrieben, d.i.. ausgerechnet

(18) (c2 sh ciq sin 99 + ch ciq cos Ip )ae+ (C2 sh ciq 
cos q--ch Clip sin q )y(18] ) + (c2 sh2 cl9’+ca ch2ciq )z = (c3-c1)chP+ICl9’.

Vergleich mit der Polarform Xx + Yy + Zz = 1 der Einheits-
kugel liefert dann die Parameterdarstellung der zylindro-konischen
Pseudogeodiitischen k:

Der Triigerzylinder T1 von k - beschrieben durch die ersten zwei
Koordinaten in (19) - ist das Polargebilde der in der xy-Ebene
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gelegenen Spurkurve gl der Tangentenflàche von 1. Die Gleichung
9 = 1 - Zlt von gi schreibt sich mit Rücksicht auf (7) und (10)
in Polarkoordinaten

Diese Kurve und die Basiskurve von F, sind polarreziprok
bezüglich des Einheitskreises um den Nullpunkt.
Der Trägerkegel F2 von k ist polar zur Fernkurve g2 der Tangen-

tenfläche von l, mithin kongruent zum ,,Polarkegel" des Tan-
gentenrichtkegels von 1 im Sinne der euklidischen Bündelgeometrie.
Nun ist aber die in der Schichtenebene z = 1 gelegene Spurkurve
des vom Ursprung ausstrahlenden Richtkegels zufolge (10) die
Pseudotrochoide

und die in der gleichen Ebene verlaufende Schichtenlinie von ra
ist zu dieser Kurve polarreziprok bezüglich des Kreises

x2 + y2 + 1 = 0.

Satz 6. Jede zylindro-konische Pseudogeodâtische (mit den
Schmiegebenenneigungen y,, Y2) wird in einem geeigneten Ach-
senkreuz durch Gleichung (19) dargestellt. Die Basis des

Zylinders ist bezüglich eines Kreises polarreziprok zur Doppel-
spirale r = chp C1qJ, die Basis des Kegels polarreziprok zur

Pseudotrochoide (21).
Die Trâgerflâche 01 und die âhnliehe Tangentenstützflâche 0.

der Loxodrome 1 werden durch die Polaritât !p wiederum in ein
bezüglich .0 zentrisch-âhnliehes Drehflächenpaar Wi, ’P2 ver-

wandelt, das die analoge Rolle für die Pseudogeodätische k über-
nimmt ; jetzt ist jedoch w2 die Trâgerflâche von k und Wi die
Tangentenstützflàche, während das in (16) festgehaltene Ähn-
lichkeitsverhältnis Â dasselbe bleibt. Die Gleichung dieser Dreh-
flächen w schreibt sich zufolge (8) in Ebenenkoordinaten u, v, w
(die als Koeffizienten der in der Gestalt ux + vy + wz = 1 an-

genommenen Ebenengleichung erklârt sind)

Ihre Gleichung in Punktkoordinaten (Zylinderkoordinaten r, z)
lâBt sich im allgemeinen nur in Parameterform angeben und lautet
im AnschluB an (9) und bei Unterdrückung eines konstanten
Faktors
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Abb. 3: Gestaltliches Aussehen der Drehfläehen w in Abhângigkeit vom Quotienten
p = tg Yi : tg y,. Die Meridiankurven werden in polaren Strahlkourdinaten durch
die Gteichung s cos fi 0 = 1 beschriebeii. (Vgl. die polarreziproke Abb. 2).

Die Gestalt (lieser Drehflüchen in ..-Bbhsngigkeit vom Exponenten p ist aus

Abb. 3 ersielitlich. - lin Zusammenhang dailit erkennen wir auch fur die zylindro-
konischen Pseudogeodatischeu drei Ilatipttypen, die sich durch ihr asymptotisches
Verhalten fiir çv -&#x3E; :1:: oc unterscheiden und den in Abschnitt II aiigeffthrten Typen
der Schleppkegelloxodromen entsprechen :

p  0. Die Kurve eutfernt sich in gegenlàufigen, mnuer grôBer werdenden
BVindungen und nahert sich der Fernebene.

0  p  1. Die Kurve strebt gegen den Fernpunkt der s-Achse, diese in nunier
enger werdenden, gegenlüufigen Windungen urnschlingend.

p &#x3E; 1. Der reelle Zug der Kurve verlüuft ganz im Endlichen und nahert sich
in gegenläufigen BVilldungen asyinptotisch déni Ursprung.

Die zu 8 polare Strahlkongruez  besitzt tpl und w2 Gll Brenn-
ftachen; der ici Satz 3 Festgehaltenen Eigenschaft von 8 entspricht
bei 9 die Eigenschaft leàrten Brennebenewinkels. Das bedeutet

aber, daB die Kurve k eine pseudogeodätische Linie (ler Drehflâche
2 darstcllt; , die Sehnuegebeneuneigung betragt W==Yl +yz--90°.
Satz 7. Jede Raumkurve, welche pseudogeodätische Linie
eines Zylinders und eines Kegels ist, ist auch Pseudogeodatische
einer Drehliiehe, deren £Bcllse die Richtung der Zylindererzeu-
genden hat und durch die Kegeispitze gelit; ihr Meridian ist die
Polarreziproke einer Clairautschen Multiptikatrix bezùgtich eines
konzentrischen Kreises. Die Summe der drei Schmiegebenen-
neigungen ergibt bei geeigneter Vorzeichenfestsetzung einen
rechten Winkel.

hie drci Flächen sehneiden einander tangs der geemeinsaimen
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Pseudogeodatischen natürlich unter durchwegs konstanten win-
keln. Auf Grund des dualen Seitenstückes zu Satz 2 gilt

Satz 8. Jede mit dem begleitenden Dreikant einer zylindro-
konischen Pseudogeodätischen starr verbundene Ebene, die die

Tangente enthält, bleibt während der Bewegung des Dreikants

lângs der Kurve in stândiger Berührung mit einer Drehflâche,
die zentrisch-âhnlieh zu jener ist, auf der die Kurve verlâuft.

Dual zu den Sâtzen 2 und 4 haben wir schlieBlich den
1

Satz 9. Die gemeinsamen Tangenten zweier beliebiger Dreh-
f lâchen der Àhnlichkeitsschar (u2 + v2 + W2)’U,k = const bilden
oder enthalten eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von
Strahlen, deren Brennebenen (Berührungsebenen) einen festen
Winkel einschlieBen und aus welchen auch an alle übrigen
Scharflächen Tangentialebenen gehen, die feste Winkel mit-

einander bilden. Die Gratlinien der aus solchen Strahlen aufge-
bauten Torsen sind pseudogeodâtische Linien auf den Dreh-
flächen und überdies auf Zylinderflächen parallel zur z-Achse
und auf Kegelflàchen, die vom Ursprung ausstrahlen.

Da die Haupttangenten polarer Fl,chen einander entsprechen,
so folgt aus Satz 5 der duale

Satz 10. Die Asymptotenlinien der Drehfl,chen u2 + V2 + w2
- CzeW sind Pseudogeodâtische auf den hindurchgehenden z-

parallelen Zylindern sowie auf den Verbindungskegeln mit

dem urspruiig. Der Schnitt einer solchen Drehflâche mit den

genannten Zylinder- und Kegelfl,chen erfolgt l,ngs der

Asymptotenlinien unter den festen Winkeln yi = arctg VI - n-1
bzw. y2 = 90° - f’ 1.

V. Sonderfâlle.

während die zylindro-konischen Pseudogeodätischen selbst

ausnahmsios transzendent sind, kônnen die sie tragenden Dreh-

fläehen auch algeb.ra’isch ausfallen, namlich für rationale Werten

aoa p = tg Y1 : tg Y2- Schreiben wir diesen Quotienten p 
= n : m

als gekürzten Bruch v : ,cc an (th, ’JI ganz und teilerfremd), dann

f inden wir für die Multiplikatrix (8) - und für die von ihr er-

zeugten Drehflächen 4l, auf der die Loxodromen 1 liegen - die

Ordrtttng M = max ( ( ,u , 1 v 1, 1 u - v ) , und die Klasse N

--«,z 1 Itt + max (Ilt 1, 1/11), vorausgesetzt daB ,u und v ungerade sind;
andernfalls sind die werte zu verdoppeln. Für die polarreziproken
Drehflachen tp vertauschen die Charaktere M und N ihre Be-

deutung.
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Die folgende Tabelle umfaBt die einfachsten algebraischen
Fälle bis M = 4:

Einzelne Fälle dieser Zusammenstellung sollen anschlieBend
noch kurz gekennzeichnet werden.

1) p = 0. Pseudogeodâtische Linien des Drehzylinders.
Mit c, = p = 0 vereinfacht sich das Gleichungssystem (19) der Pseudogeo-

dàtischen k zu 
1

k verlâuft mithin auf einem Drehzylinder FI = W2 und geht bei dessen Verebnung
in eine Kettenlinie über. DaB sich die Pseudogeodâtischen des Drehzylinders bei
lotrechter Achse als Gleichgewichtsfiguren homogener, dem Zylinder reibungslos
anliegender Ketten deuten lassen, wurde bereits a.a.O. 1) festgestellt, wo diese
Linien eingehend untersucht wurden. Jede dieser Kurven k ist wegen y2 = n/2
echte Geodâtische des Kegels ri = Ok und ihre Tangenten und Schmiegebenen
berühren eine feste Kugel w1, und zwar in den Punkten einer GroBkreistraktrix,
die mit der zu k polaren Bündelloxodrome 1 identifiziert werden kann. (Die sonst
vorhandene Âhnlichkeit zwischen w1 und Wi ist hier durch Ausartung gestôrt.)

2) p = 00. Zylindro-konische Spiralen.
Dieser Fall verlangt wegen der bisher ausgeschlossenen Annahme yi = n/2

(cl = 0) eine besondere Behandlung. Die in Abschnitt II als sphârisches Tangenten-
bild einer Zylinderpseudogeodätischen erhaltene Kugelloxodrome ist im vorliegen-
den Grenzfah einer echten Zylindergeodâtischen (Böschungslinie) in einen Kreis
ausgeartet; der die polare Bündelloxodrome 1 tragende ,,Schleppkegel" ist, mithin

ein Drehkegel und 1 selbst die wohlbekannte ,,zylindro-konische Spirale", die als
Bahnkurve der allgemeinen kontinuierlichen eingliedrigen Âhnlichkeitsgruppe des
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Raumes auftritt ’ ). Sie wird durch die Kugelpolaritât in eine durchaus gleichartige
Kurve k verwandelt, deren Gleichungen in der Gestalt

(25) X = e4qJ cos qJ, Y = e4qJ sin qJ, Z = b. ea9l

angesetzt werden kônnen. Diese Kurve ist echte Geodâtische und Bôschungslinie
auf einem z-parallelen Zylinder Ti, dessen Basis eine logarithmische Spirale mit dem
Schnittwinkel a = arccot a ist, ferner Pseudogeodâtische und Loxodrome auf
einem Drehkegel Ta mit der halben Offnung p = arccot b; die zu£ehôrige Schmieg-
ebenenneigung y2 ergibt sich aus der Formel sin y. = sin a cos p, welche um-
gekehrt die Festlegung der Konstanten a und b bei vorgeschriebenem Wert von
y, gestattet. 

3) p = 2013 1. Geodâtische Linien des Drehparaboloides.
Die Trâgerflâchen und Tangentenstützf1iichen tP der Bündelloxodromen 1

sind zufolge (9) Kugeln des parabolischen Büschels xa + y2 + z2 = Cz; l 1 gehôrt
mithin zu den sphârischen Bündelloxodromen, welche erstmalig von G. PIRONDINI
betrachtet wurden 10), wobei der vorliegende Sonderfall - inverse Parazykloiden ’
- allerdings keine Beachtung fand. Dièse Kurven und die mit ihnen verknüpfte
Rotationskongruenz S hat der Verfasser bei anderer Gelegenheit 8) ausführlich

behandelt.

Durch Ausübung der Polaritàt i% wird das Kugelbüschel in eine Schar konf okaler
Drehparaboloide W mit dem gemeinsamen Brennpunkt 0 verwandelt. Wegen
yi + V2 = 0 ist m ein rechter Winkel und unsere zylindro-konischen Pseudogeo-
dätischen sind - in Übereinstimmung mit dem klassischen Ergebnis von CHASLES
- identisch mit den echten Geodatischen der Drehparaboloide. Die Basis des achsen-
parallelen Zylinders 7B, auf dem eine solche Kurve liegt, besitzt die aus (19)
ablesbare, durch p + 1 = 0 vereinfachte Gleichung

(26) 
X = a(ch C1fIJ cos p - cl sh c1qJ sin qJ )

(26) Y = a(ch c1qJ sin 99 + c, sh c1qJ cos qJ)
und ist daher eine Hyperxykloide 6), wie schon a.a.0. 18) bemerkt wurde.

Satz 11. Die geodâtischen Linien des Drehparaboloides sind pseudogeodâtische
Linien auf den durch sie legbaren achsenparallelen Zylindern und auf ihren

Verbindungskegeln mit dem Brennpunkt. Bei Normalprojektion auf die Scheitel-
ebene erscheinen sie als Hyperzykloiden. Ihre sphärischen Tangentenbilder
sind Kugelloxodromen.

Der sinngemaB hier angewandte Satz 8 stellt einen Spezialfall einer allgemeinen,
von R. BRICARD entdeckten Eigenschaft der geodätischen Linien auf beliebigen
Flâchen 2. Grades dar, wonach die aus den Tangenten einer solchen Kurve an die

konfokalen Flâchen gelegten Berührungsebenen feste Winkel miteinander bildenll ).

9) G. SCHEFFERS, Besondere transzendente Kurven. Enz. math. Wiss. III D 4,

252ff.

1°) G. PIRONDINI, Sur les trajectoires isogonales des génératrices d’hne surface

développable. Crelles J. f. r. u. a. Math. 118 (1897).

11) R. BRICARD, Sur une propriété des quadriques homofocales. Nouv. Ann.
Math. 67 (1908).

Vgl. auch: W. WUNDERLICH, Über die Nyströmsche Strahlkongruenz und die

geodätischen Linien der Flâchen 2. Grades. Soc. Sci. Fenn., Comm. Phys. Math.

15 (1950).
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4) p = 3.
Die Tràgerdrehflàchen 4l der Loxodromen l sind von 3. Ordnung und haben als

Meridian die sogenannte "kubische Duplikatrix", wahrend die polaren Flächen W
von 4. Ordnung sind und durch Rotation der dreispitzigen Steinerschen Hypozykloide
entstehen. Durch Spezialisierung der Sâtze 5 und 10 ergeben sich die auBerhalb
des vorliegenden Zusammenhanges recht merkwürdigen Aussagen:

Satz 12. Die Asymptotenlinien der kubischen Drehflâche, die durch Rotation
der kubischen Duplikatrix um ihre Symmetrieachse entsteht, sind Loxodromen
des vom isolierten Doppelpunkt der Flâche ausgehenden Strahlbündels, das sie
unter dem konstanten Schnittwinkel von 30° durchsetzen. Bei Zentralprojektion
aus dem Doppelpunkt auf eine achsennormale Ebene erscheinen sie als Parazy-
kloiden.

Satz 18. Die Asymptotenlinien der Drehfäche 4. Ordnung, welche durch Rotation
einer Steinerzykloide um eine Spitzeiitangente entsteht, sind pseudogeodâ-
tische Linien auf achsenparallelen Zylindern und auf Kegeln, die ihren Scheitel
im Dornpunkt der Flâche haben. Die festen Schmiegebeneneigungen betragen
30° und 60°.

5) p = 2.
Die Meridiane der Drehflàchen OE und W sind die Kainpyla des Eudoxus und das

dazu polare ,,Maltakreuz" (Selbstberührung aufweisende Parallelkurve der Astroide)
Auch hier lassen sich spezielle Aussagen über die Asymptotenlinien der Drehflâchen
nach dem Muster der Sâtze 12 und 13 machen; die charakteristischen Winkelwerte

betragen hier Y1 = arccot .y2 und YI = 90° - yi.

6) p = 2.
Der Meridian der Drehfläche ist die zur Kampyla inverse Müngersche Doppelei-

linie. Als Sonderfall von Satz 4 erhalten wir:

Satz 14. Die durch Rotation der Müngerschen Doppeleilinie um eine Symme-
trieachse erzeugte Doppeleiflâche 6. Ordnung (x2 + yi + Z2)3 = CZ4 hat die

Eigenschaft, daB die auf ihren Doppeltangenten von den Berührungspunkten be-
grenzten Strecken aus dem Nullpunkt unter dem konstanten Winkel 2y = arctg
(- 2.y2) gesehen werden. Die Gratlinien der aus Doppeltangenten aufgebauten
Torsen sind Loxodromen des Ursprungsbündels mit dem Schnittwinkel 90° - y.

(Eingegangen den 7. Mârz 1950.)


