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Su nuove formule interpolatorie del Picone per
funzioni in piu variabili e loro contributo al
calcolo numerico degli integrali multipli1)

Memoria di

Carlo Birindelli

(a Roma)

In questo lavoro si mostra che i risultati del Prof. Picone, sulla

interpolazione competente alla derivazione totale, in un intervallo
del piano, delle fun zioni in due variabil i 2 ), sono estendibili allo
spazio ordinario per le funzioni in tre variabili e, tra l’altro, che
la formula di Cavalieri-Simpson per la approssimazione degli inte-
grali doppi stabilita dal Picone é suscettibile di naturale estensione
allo spazio tridimensionale, cosicché si puô affermare l’esistenza
della formula di Cavalieri-Simpson per l’approssimazione degli
integrali tripli.

Tale naturale estensione dall’ S(2) all’ S(3) di tutti i risultati,
del § 6 del J.C. 2), presi in blocco, é consentita dal fatto di far uso
sistematico dell’operatore derivata totale dei vari ordini 3), che
per le funzioni di due o più variabili ha Io stesso ufficio che per
quelle di una variabile ha la derivata ordinaria, e della conseguente
formula esprimente le funzioni in più variabili con uno sviluppo
tipo Taylor, che estende nel modo più semplice possibile quello
noto per funzioni di una.

Ovviamente, la estensione del procedimento che si fa sistemati-
camente nel presente lavoro, per dimostrare che tutti i risultati
validi nell’ S(2) permangono nell’ S(3), consente di poter affermare
che i risultati del § 6 del J.C. 2) si possono estendere in blocco all’
5(r) e che per l’approssimazione degli integrali multipli d’ordine r,
r = 1, 2, 3, ..., esiste sempre la formula, tipo Cavalieri-Simpson,
atta a questo scopo, e, denominandola formula centro-periferica
secondo Picone, possiamo concludere il nostro dire affermando che

1) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
2) Cfr. 1B1. PICONE [1], (Cifre tra parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia

al fine del lavoro).
3) 1B1. PICONE [2], Vedi p. 598.
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scopo fondamentale di questo lavoro é di pervenire ad essa per
r = 3.

1. Per ovvie ragioni di opportunità manterremo qui il simbo-
lismo e le denominazioni relative al l.c. 2) e segnatamente per
tutto ciô che ha riferimento con gli argomenti del § 6 del lavoro
stesso.

Di una funzione u(x, y, z) definita in un intervallo T dello
spazio ordinario di punti estremo inferiore (a, b, c) e superiore
(a’, b’, c’), chiamiamo, col Picone, derivata totale d’ordine h la
derivata parziale di ordine 3h

con l’intesa che u sia continua in T con tutte le derivate parziali
d’ordine minore.

Indichi (ao, bo, co ) il centro di T e siano a, P, y le tre semi-
dimensioni di T ; con LT si rappresenti poi la superfice mediana
di T, cioè l’insieme di punti di T per cui

Al solito, col cambiamento

l’intervallo T, dello spazio (x, y, z), viene rappresentato nell’in-
tervallo quadrato Q[(-I, -1, -1); (1, 1, 1)] dello spazio (r, s, t),
e di tale intervallo diremo L la superfice mediana xyz = 0.

Cib premesso passiamo, senza altri richiami, alle estensioni dei
Teoremi VI, VII, VIII (del § 6 l.c. 2)) allo spazio , ordinario.

2. Vale il teorema
1. Assegnata, ad arbitrio, una funzione F(r, s, t) di classe n + 2

nel cubo Q(n intero positivo o nullo), esiste una ed una sola soluzione,
della stessa classe in Q, della equazione

che coincide con la F(r, s, t) sulla periferia FQ di Q (e, per n &#x3E; 0,
supposto che per ciascuna delle funzioni in due variabili F(± 1, s, t),
F(r, :f: 1, t), F(r, s, ::f: 1), tenendo fissa comunque una qualsiasi
delle due variabili mentre si rende infinitesima l’altra, la funzione
risulti allora pur essa un infinitesimo almeno di ordine n rispetto a
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quello costituito dalla variabile che si fa ~ 0) é identicamente nulla,
con le sue derivate totali f ino a quella inclusa d’ordine n 2013 1, sulla
superfice mediana L di Q, ed é data da

Dimostrazione - Con facili verifiche si vede anzitutto che il

secondo membro di (2*) si riduce effettivamente ad F( -I 1, s, t )
per r = Jb 1, ad F(r, ± 1, t ) per s = :1:: 1, e ad F(r, s, ± 1)
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per t = ± 1, sicchè tale funzione v(r, s, t ) coincide con la F(r, s,
t ) su FQ. Si verifica pure che v(r, s, t ) é di classe n + 2 in Q e si
vede immediatamente, per le proprietà di F, che per n &#x3E; 0 la v

é effettivamente nulla, con le prime n - 1 derivate totali, sulla
superfice mediana L di Q e che é, in 0, v(n+2) = 0.

Resta, per completare la dimostrazione del teorema, da stabilire
l’unicità per la soluzione del problema inerente al teorema stesso 4).
Le soluzioni di (2), per n = 0, di classe 2 nel cubo Q, sono tutte

date dalla formula

ove

sono arbitrarie funzioni di classe due nell’intervallo quadrato
[(-1, -1); (1, 1)] dell’ S(2).
Le soluzioni della equazione, per n &#x3E; 0, di classe n + 2 nel cubo

Q, identicamente nulle sulla superfice mediana L con le derivate
totali fino a quella inclusa d’ordine n - 1, son tutte date dalla
formula

ove

sono funzioni arbitrarie, nelle rispettive due variabili, di classe
n + 2 nell’intervallo quadrato [(-1, -1), (1, 1)], tali che
tenendo comunque fissa una qualsiasi delle due variabili nel

mentre che si rende infinitesima l’altra avvenga che pure le fun-
zioni A (r, 8), ..., risultino infinitesime, almeno d’ordine n, ri-

spetto all’infinitesimo costituito da quella delle due variabili che
si fa tendere a zero.

Il detto teorema d’unicità resta stabilito, per n ~ 0, se si puô
far vedere che esiste una sola funzione della forma data dal se-

condo membro di (3) che coincida con la assegnata F(r, s, t ) su
î5-Q. Tale coincidenza avverrà allora ed allora soltanto che si veri-
fichino le seguenti sei equazioni

4) Il procedimento che a tale scopo seguiamo qui é in sostanza la estensione all’
S(3) die quello svolto dal Prof PICONE per la stessa proposizione nell’ S(2).
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Da queste si ottengono subito intanto le seguenti otto relazioni
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Sommando e sottraendo membro a membro: le (4), (5); le (6), (7);
le (8), (9); si ottengono successivamente le espressioni delle

A(r, s), B(r, s), C(r, t), D(r, t), E(s, t), G(s, t), sicchè sosti-
tuendo in (3) si trova che v(r, s, t) é data da
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Operando ancora nello stesso modo con le (4), ..., (9) dopo
aver posto r = :f: 1, ..., allo scopo di esprimere A (:f: 1, s),
B(± 1, s), ..., mediante le altre, si trova, sviluppando e sem-
plificando con la riduzione dei termini simili, che
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Esprimendo: i coefficienti A, B mediante i restanti C, D, E, G;
quelli E, G mediante quelli A, B, C, D; quelli C, D mediante quelli
A, B, E, G; servendosi delle (10), ..., (17), si trova, dopo avere
svoiti i calcoli, che la somma del 1°, 2°, 4°, 5°, 7°, 8°, 10°, 11°,
termine del secondo membro nelle tre espressioni ultime scritte,
è, rispettivamente, data da
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Se alfine si sommano tali tre ultime espressioni, avendo cura di
tenere sempre presenti le (10),..., (17), si ottiene che l’espressione
complessiva di tale somma é esprimibile nelle forme seguenti
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Se si tiene conto di tale ultima forma per l’espressione della
somma complessiva di cui sopra e se ne fa la sostituzione nell’ulti-
mo membro della (18), l’espressione della v(r, s, t ) diventa
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che si rivela subito non essere altro che la espressione del secondo
membro di (2*). Resta cosi giustificata l’unicità detta e il

teorema I è, di conseguenza, dimostrato.

2. Assegnata, nel cubo Q di S(3), una arbitraria funzione con-
tinua e(r, s, t), risulta subito che la funzione
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é di classe 2 in Q ed é soluzione della U(2) = e in Q.
Se allora oltre alla e(r, s, t) é assegnata in Q un’altra arbitraria

funzione ~(r, s, t) di classe due e si vuol trovare una U(r, s, t) di
classe 2 soddisfacente le equazioni

basta rilevare che, con siffatta U(r, s, t), l’altra funzione

soddisfa le

FQ, sicchè invocando il teorema I, per n = 0, e ponendo in esso

si conclude con l’esistenza ed unicità della soluzione (20) pel siste-
ma (21) e che tale unica soluzione é espressa dalla (2*) ponendo in
questa la (22) al posto di F e facendo n = 0.
Ne consegue la validità del teorema
II. Assegnata ad arbitrio nel cubo Q di S(3) una funzione continua

e(r, s, t) ed inoltre un’altra funzione ~(r, s, t) arbitraria di classe due
in Q, esiste una ed una sola soluzione u(r, s, t), di classe due, delle
equazioni

soluzione costituita dalla somma delle due espressioni (19’) e (2*),
quando nella (2*) si ponga per F l’espressione (22 ) e si assuma n = 0.
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3. OSSERV AZIONE - Siano assegnate, nel solito cubo Q
[( 1, -1, -1); (1, 1, 1)] dell’ S(3), una funzione continua
e(r, s, t ) e un’altra ~(r, s, t ) di classe n + 2 in Q, con n &#x3E; 0, tale
che mediante arbitrarie funzioni continue

~(h)(r, s, t)[su L] = ~h(r, s, t) = ~(h)(r, s, 0) + ~(h)(0, s, t)
+ ~(h) (r, 0, t)+~(h)(0, 0, 0)2013~(h)(r, 0,0)2013~(h)(0, s, 0) 2013 ~(h)(0, 0, t)
pPr h = 0, 1, ..., n 2013 1. E’ noto 5) che per le equazioni

esiste ed é unica la soluzione W, di classe n + 2, e questa é es-
pressa dalla formula tipo Taylor
(23) W(r, s, t) = Cfio(r, s, t)

n-1

ove va qui inteso che per n = 1 il sommatorio 2 (...) deve
essere omesso. h=l

Essendo T,(r, .9, t) di classe n + 2, in Q, vale per essa la relativa
formula tipo Taylor, in Q,

ed allora la funzione F(r, s, t ) = ~(r, s, t ) 2013 W(r, s, t), vale a
dire la

5) Per il caso di r = 2 c.f.r., oltre M. PICONE [2], PAOLO TORTORJCJ [3:. Per il
caso di r h 3 c.f.r. C. BIR.INDELLI [4-.
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a mezzo della differenza delle formule tipo Taylor delle ~, W, si
puô scrivere

e dal secondo membro di questa ultima si vede subito che tale

F(r, s, t) é, per n &#x3E; 0, infinitesima, d’ordine n almeno, rispetto a
ciascuna delle r, s, t, rispettivamente, quando, mantenendo co-
munque costanti le altre due, la r, o la s, o la t, venga resa infini-
tesima ; ciô in particolare avviene pei punti di L. gQ, corne è in
sostanza richiesto nell’enunciato del teorema I per la relativa

F(r, 8, t) quando n &#x3E; 0. Si noti ancora che la F(r, s, t ) data dalla
(24) é di classe n + 2 in Q, e che nel 2° membro di (24) il somma-

n-1

torio S (...) va omesso se n = 1.

Dalla OSSERVAZIONE precedente segue il teorema

III. A ssegnate, ad arbitrio, nel cubo Q[(-1, -1, -1); (1, 1, 1)]
dell’ S(3) una funzioni e(r, s, t) ed una funzione ~(r, s, t) di classe
n + 2 (n &#x3E; 0) in Q, esiste una ed una sola soluzione u, di tale classe,
delle equazioni

e, riprendendo la F(r, 8, t) e8pressa dalla (24), tale soluzione u é data
dalla 8omma delle e8pressioni (2*) e (23) cioé da (scrivendo per
disteso ed effettuando le integrazioni possibili)
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