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Die Nullwegegruppe und ihre Verallgemeinerungen
von

Walter Baum

Syracuse, N.Y., U.S.A.

Einleitung.
1. Die Poincarésche Fundamentalgruppe OE eines (simplizial

zerlegten) zusammenhângenden Polyeders K kann in natürlicher
Weise als homomorphes Bild der Fundamentalgruppe F des ein-
dimensionalen Gerüstkomplexes K1 von K dargestellt werden (Kl
besteht aus allen hôchstens eindimensionalen Simplexen von K).
Als Fundamentalgruppe eines eindimensionalen Komplexes ist

dabei F eine freie Gruppe. Der Kern dieses Homomorphismus,
d.h. das Vollurbild des Einselements von , ist derjenige Normal-
teiler 9t von F, dessen Elemente durch geschlossene Wege auf KI
reprâsentiert werden, die in K auf einen Punkt, den Aufpunkt 0
der Gruppe F, stetig zusammenziehbar sind. Es ist also g/8t = 0.

2. Diese Darstellungsweise von OE gestattet es, aus gewissen
Untergruppen von F durch Operationen, die bei homomorpher
Abbildung ungeândert bleiben, andere Gruppen 2I, B, ... zu bil-
den, die mit  als abstrakter Gruppe in folgendem Sinne invariant
verknüpft sind: Wird D dargestellt als Faktorgruppe einer anderen
freien Gruppe F’ nach ihrem Normalteiler 9î’, so sind die bei den
verschiedenen Darstellungen F/R und F’/R’ analog gebildeten
Gruppen 2(, 2(’; B, %3’; ... paarweise einander isomorph : U ~ U’,
B ~ ’, .... 9t, ? sind also als abstrakte Gruppen durch 0
bestimmt.

3. Infolge der genannten geometrischen Bedeutung der Dar-
stellung von OE durch F und 9{ spielen gewisse dieser mit Qi in-
variant verknüpften Gruppen eine wichtige Rolle in der Topologie.
Solche Gruppen und ihre Bedeutung hat H. Hopf bei seiner Unter-
suchung des Zusammenhangs zwischen Fundamentalgruppe und
zweiter Bettischer Gruppe entdeckt [3] : Dieser Zusammenhang
wird hergestellt durch eine mit (Si invariant verknüpfte Gruppe *1,
die folgendermaBen definiert ist: Ist  die Kommutatorgruppe
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von F, und () derjenige Normalteiler von  (und auch von
OE ~ R), der erzeugt wird von allen Elementen der Form xrx-lr-1
(x e F, r ~ 9t), so ist

Die Gruppe *1, die immer Abelsch ist, wurde von Hopf in dieser
Arbeit [3] eingeführt als Untergruppe einer anderen Restklassen-
gruppe

die ebenfalls mit Q) invariant verknüpft und übrigens im allge-
meinen nicht kommutativ ist.

4. Es zeigt sich nun, daB die geometrische Bedeutung der
Gruppe 0* die einer speziellen eindimensionalen Homotopie-
gruppe ist. Sie wird am bequemsten für simpliziale Wege definiert:
die simplizialen Abbildungen einer (orientierten) simplizialen
1-diménsionalen Sphâre S1 in Kl, die auf jedem Simplex von K1
den Abbildungsgrad Null haben, stellen spezielle Wege, die

,,Nullwege", dar. Für diese wird ein spezieller Homotopiebegriff
erklàrt : zwei Nullwege sind einander "v-homotop" auf K, wenn sie
sich unter Festhaltung eines Punktes so auf K (d.h. bereits auf K2)
ineinander (kombinatorisch) deformieren lassen, daB jeder
"Zwischenweg" Nullweg ist. Die auf Grund dieses Homotopie-
begriffs gebildeten Aequivalenzklassen von Nullwegen bilden

eine Gruppe, die Nullwegegruppe 03A81(K) von K. Dann gilt (§ 6,
Korollar zu Satz 1):

5. Die Nullwegegruppe läßt sich für beliebige Dimensionen n
analog definieren wie für n = 1. Der einheitlichen Bezeichnungs-
weise wegen heiBen sie die n-dimensionalen "Nullsphâroden-
gruppen" (n ~ 1). (Eine simpliziale n-dimensionale ,Sphârode,"
ist eine simpliziale Abbildung einer n-dimensionalen Sphâre in den
n-dimensionalen Gerüstkomplex K n von K. ) Die n-dimensionalen
Nullsphârodengruppen sind spezielle n-dimensionale Homotopie-
gruppen ; sie sind - wie die Hurewiczschen Homotopiegruppen [6]
- für n &#x3E; 1 Abelsch. Für die Auffindung der algebraischen
Struktur der n-ten Nullsphàrodengruppe 03A8n(K) gibt die Isomor-
phie (1) einen Hinweis; doch besitzt die Gruppe 0* zwei, im allge-
meinen verschiedene Verallgemeinerungen beim Übergang zu Di-
mensionen n &#x3E; 2. H. Hopf [5] hat gezeigt, daB die Kommutator-
untergruppe  der Fundamentalgruppe g von K1 zwei geometri-
sche Bedeutungen besitzt, die für n = 1 zusammenfallen: die
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Repräsentanten der Elemente sind a) als eindimensionale Zyklen
aufgefaBt, gleich Null im Sinne der Homologie, b) Produkte von
Wegen von der Form a7a-1, wobei ii ein auf K1 mit a freihomotoper
Weg, also a = bab-1, ist. Für Dimensionen n &#x3E; 1 liefert die Über-
tragung der geometrischen Aspekte a), b) im allgemeinen verschie-
dene Gruppen (= Untergruppen von 03A0n(Kn)): 0393n(Kn) für a),
II;(Kn) für b); (dabei ist rn(Kn) :J 03A0n0(Kn)); die beiden Gruppen
sind n-dimensio4ale Verallgemeinerungen von . Die Gruppe 
wird im Sinne von b) verallgemeinert zu Pn0(Kn, K). 1) Die alge-
braische Struktur von 03A8n(K) ist dann bestimmt durch (cf. § 3,
Satz I ) : 

Die Nullsphàrodengruppe 1pn(Kn) des Gerüstkomplexes Kn ist
isomorph zu 0393n(Kn) (cf. § 3, Satz I’), worin als Spezialfall
03A81(K1) ~  enthalten ist.

6. Eine Untergruppe 03A8n0(K) von 03A8n(K), die im Folgenden eine
Rolle spielt, wird - grob gesagt - gebildet durch die Klassen
solcher n-dimensionaler Nullsphâroden, in denen jeder n-dimen-
sionale sphârische Zyklus von Kn ( = simpliziales Bild des Grund-
zyklus einer orientierten, simplizialen sn) in beiden Orientierungen
gleich oft vorkommt. 2) Sie ist homomorphes Bild der Gruppe
n0(Kn), genau:

Analog zu Satz l’, § 3, gilt hier

In der Dimension n = 1 fâllt 03A81(K) mit 03A810(K) und 03A81(K1) mit
03A810(K1) zusammen.
Die bisher betrachteten Nullsphàrodengruppen lassen sich auch

stetig definieren, d.h. für den Fall stetiger Abbildungen einer
S n und stetiger Deformationen dieser Abbildungen. Sie sind topo-
logische Invarianten eines Polyeders. (§ 7).

7. Die Rolle der Untergruppe 03A8n0(K) innerhalb der Gruppe
03A8n(K) ist die, daB die Faktorgruppe pn(K)jPon(K) = Dn (K) eine
Gruppe ist, die aus geometrischen und algebraischen Gründen
Interesse verdient. FaBt man je zwei n-dimensionale sphârische
Zyklen von Kn, die in einer n-dimensionalen Nullsphâroden in bei-
den Orientierungen gleich oft vorkommen (cf. oben No. 6), als

1) Fur die Definition dieser Gruppen cf. 3.1.
2) KOJTekte Definition siehe 4.2.



86

eine ,,sphârische Komponente" der Nullsphârode auf - die Zu-
sammengehôrigkeit zweier sphârischer Zyklen zu einer Kompo-
nente ist durch die die Nullsphâroden definierende Abbildung der
S n bestimmt - so werden die Elemente von 03A9n(K) durch Null-
.spharoden reprâsentiert, die durch vollstândiges Weglassen der
sphârische Komponenten aus den Nullsphàroden von 1pn(K) ent-
standen sind. 03A9n(K) ist also die Gruppe der (in diesem Sinne)
reduzierten n-dimensionalen Nullsphàroden von K. Es zeigt
sich, daB diese Gruppe isomorph ist mit der analog gebildeten
Gruppe 03A9n(Kn) des Gerüstkomplexes (§ 5, Satz IV). Diese Tat-
sache wird wesentlich, wenn man sie in Zusammenhang damit
bringt, daB 03A9n(K) eine topologische Invariante von K ist. Denn
es ergibt sich daraus, daB auch die durch den Gerüstkomplex K n
bestimmte Gruppe 03A9n(Kn) eine Invariante von K ist. (§ 6, Satz
VIII). Die algebraische Struktur von Qn(K) (und S2n(Kn)) ist

andererseits durch die Isomorphie

bestimmt (§ 5, Satz III), wobei

eine Gruppe ist, die in den Untersuchungen von H. Hopf über
Zusammenhânge zwischen Homotopie- und Homologiegruppen [5]
wichtig ist. Aus der Invarianz von 03A9n(Kn) folgt, daB 0394n(Kn) eine
topologische Invariante von K ist (§ 6, Satz VII).

8. Bringt man den genannten Satz III (§ 5) in Zusammenhang
mit einem anderen Satz von H. Hopf ([5], Satz I), so zeigt es sich,
daB man für eine weitere von Hopf im Rahmen seiner erwâhnten
Untersuchungen eingeführte Gruppe eine geometrische Deutung
erhält: Hopf hat [4] durch einen algebraischen ProzeB jeder ab-
strakten Gruppe OE eine unendliche Folge von Abelschen Gruppen
1, (M2, ..., die "zu G gehôrenden Bettischen Gruppen", in ein-
deutiger Weise zugeordnet. Ist @ die Fundamentalgruppe eines
zusammenhângenden Komplexes K, so ist (Ml die Faktorgruppe
von Ci nach ihrer Kommutatorgruppe, G2 der Gruppe GÎ von
No. 3 isomorph. Die Gruppe 6P läßt sich geometrisch nun so
deuten: sie ist isomorph der Gruppe Q2 (K) der zweidimensionalen
reduzierten Nullsphàroden von K (§ 6, Korollar zu Satz V). Die
geometrische Deutung der Gruppen i (i ~ 3) durch die redu-
zierten Nullsphärodengruppen läßt sich auf diese Weise nur er-
reichen, wenn man noch voraussetzt, daB K asphârisch in allen
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Dimensionen r mit 1  r  n sei (§ 6, Satz V). Die Gruppe 03A91(K)
besteht übrigens immer aus dem Nullelement allein (§ 6, Satz VI).

9. Die Resultate von No. 7 und No. 8 werden in gewissem
Sinne einfacher, wenn K einfach zusammenhângend ist. Dann ist
nâmlieh die Gruppe der reduzierten Nullsphàroden isomorph der
Gruppe der (gewôhnliehen) Nullsphàroden, und es genügt somit,
allein diese zu betrachten. Nach No. 7 und 8 gelten dann z.B. die
folgenden beiden Aussagen : Ist K einfach zusammenhângend, so
ist die Gruppe pn(Kn) der n-dimensionalen Nullsphäroden von K n
eine topologische Invariante von K; ferner:

10. In dieser Arbeit werden die Nullsphàrodengruppen von
vorneherein für den n-dimensionalen Fall behandelt, mit Ein-
schluB des (nichtkommutativen) eindimensionalen Falls. Nur

Folgerungen für n = 1 werden gelegentlich separat dargestellt. Es
hat sich dabei gezeigt, daB es vorteilhaft ist, den Deformations-
begriff für Sphâroden anders darzustellen, als es sonst 2013 z.B. bei
den Hurewiczschen Homotopiegruppen - üblich ist (§ 1). Der
neue Deformationsbegriff ist aber im Prinzip dem üblichen

äquivalent.
Herrn Professor H. Hopf danke ich herzlich für Anregung und

wertvolle Ratschläge zu dieser Arbeit.

§ 1. Der Begriff der Déformation für stetige und simpli-
ziale Spharenbilder.

1.1. Die Elemente der n-ten Homotopiegruppe 03A0n(K) eines
zusammenhângenden Polyeders R sind die Aequivalenzklassen der
stetigen Abbildungen 3) einer orientierten n-dimensionalen Sphare
Sn in K. Der dabei zugrundeliegende Aequivalenzbegriff ist die
stetige Deformierbarkeit der stetigen Spharenbilder einer Klasse
ineinander unter Festhaltung eines gemeinsamen Punktes in K.
Die übliche Art, die Deformation eines Sphärenbildes n1 in ein
anderes n2 zu definieren, beruht auf der Betrachtung des topo-
logischen Produktes der Urbildsphäre Sn mit einer abgeschlossenen
Parameterstrecke Tl, deren Punkten die reellen Parameterwerte
t etwa zwischen 0 und 1 zugeordnet sind. Eine etwas andere
Methode, den DeformationsprozeB zu erklâren, hat den Vorteil,

3) Alle stetigen Abbildungen, die in dieser Arbeit vorkommen, sind eindeutig.
Statt "stetige Abbildung" sagen wir manchmal kurz Abbildung.
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daB ihre Übertragung auf den Fall simplizialer Sphàrenbilder und
deren simplizialen Deformationen weniger kompliziert ist als für
die erstgenannte Art. Die beiden Methoden sind übrigens dem
Prinzip nach äquivalent.

1.2. Diese zweite Methode läßt sich so erklâren: Ein stetiges
Spharenbild 5n (wir sagen kurz: eine Sphârode) sei durch eine ein-
deutige stetige Abbildung f der orientierten Urbildsphäre S n in K
gegeben. Auf..Sn sei ein Punkt o, ein Urbild des späteren Bezugs-
punktes 0 von 03A0n(K). ausgezeichnet. An Sn hänge man in o eine
orientierte (n + l)-dimensionale Vollkugel Vn+1 an, 4) indem man
einen Punkt ol ihrer Randsphäre S n mit o identifiziert. Die so
entstandene topologische Summe" von S n mit der (abgeschlosse-
nen) Vollkugel Vn+1 werde mit Sn ~ V"+1 bezeichnet. 02 sei der
Diametralpunkt von ol auf S n. kx, k2 seien zwei, voneinander ver-
schiedene, (n -1)-dimensiomale Parallelkreise auf Sn (bezügl.
O1, O2 als Pole ), etwa kx auf der Hemisphâren von °1’ k2 auf derjenigen
von o2. Die von kx auf S n berandete n-dimensionale Vollkugel, die

, 
ol enthâlt, heiBe Cl; analog sei C2 mit Hilfe von k2 und o2 definiert.
( Cl, C2 werden wir manchmal kurz Kappen nennen.) SchlieBlich
sei Z der n-dimensionale Ringbereich (die Zone) auf Sn, der
durch ki und k2 berandet wird.
Der für das Folgende grundlegende Begriff der Deformation

einer Sphärode n über einem ihrer P-unkte A wird nun so definiert :
Sei A ein (beliebiger) Punkt von 5n, a ein Urbild von A auf S",
also f(a) = A. 5) Eine Deformation der Spharode 5n über dem
Punkte A wird dann gegeben durch eine Abbildung F von
S n fl3 Vn+1 in K, die folgendermaBen als Erweiterung der Ab-
bildung f von sn konstruiert wird:

wobei u ein orientierter 1-dimensionaler Weg auf sn ist, der von

4) Die Orientierung von Vn+1 werde dabei im (n +1)-dimensionalen Euklidi-
schen Raum R-+’, in dem Vn+1 und rS’n eingebettet sind, gleich gewâhlt der Orien-
tierung der von Sn berandeten Vollkugel Vn+1. (V"+’ wird hier sonst keine Rolle
spielen. )

5) Verschiedene Urbilder von A auf Sn (sofern sie existieren) bedingen ver-
schiedene Deformationen von en über A, und somit verschiedene deformierte

Sphâroden von en.
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o nach a lâuft, u-1 der entgegengesetzt durchlaufene Weg, und U
bzw. U-1 die f -Bilder von u bzw. u-1 auf en sind.
Das Resultat der Deformation ist F(Sn ~ Sn) = n1. n1 stellt die

Sphârode dar, in die n deformiert wurde, wenn man n1 als stetiges
Bild einer orientierten Sphâre Yn (mit ausgezeichnetem Punkt)
auffaBt, die stetig so auf Sn ~ Sn abgebildet wurde, daB der
(n - l)-dimensionale "Aequator" durch den ausgezeichneten
Punkt von f/n in o übergeht, die eine Hemisphâren in Sn, die andere
in S il. 

1.3. Man kann eine Deformation einer Sphârode n im Punkte
A auch folgendermaBen darstellen: en sei durch die stetige Ab-
bildung der orientierten n-dimensionalen Sphâre En in K gege-
ben: ~(03A3n) = n; der ausgezeichnete Punkt o von 03A3n werde auf

den Punkt 0 von à" abgebildet: ~(D) = 0. a sei ein Urbildpunkt
von A auf 03A3n: ~(03B1) = A. In oc sei an En die Vollkugel n+1 ange-
hängt, die von der Sphâre 03C3n berandet ist, welche mit En gleich
orientiert sei 6). Auf 03A3n sei ferner ein 1-dimensionaler Weg u, der
von o nach oc führt ausgezeichnet. u-1 sei der zu u reziproke Weg.
Dann ist eine Deformation von n in A gegeben durch eine stetige
Abbildung F von 03A3n ~ n+1 in K, die eine Erweiterung von von
En ist. D.h., für F gilt

(Õ) (03A3n) ~ ~(03A3n) = en ( F und auf En identisch).
Speziell gilt also, wenn man noch die q-Bilder von u und u-1 mit
U und U-1 bezeichnet,

(1) 

1.4. Ist eine Deformation von en in A gemäß 1.3 erkh,rt, so
kann man sie auch als Deformation von en in A im Sinne von 1.2
auffassen: Gegeben sei en durch ~(03A3n); ~(0) = 0, ~(03B1) = A. Die
Deformation von en in A sei bestimmt durch eine Abbildung
(03A3n ~ n+1) im Sinne von 1.3. Dann nehme man eine, mit En
gleichorientierte 6) Sphâre S n im Rn+1, an die in o eine Vollkugel
Vn+1 (gemaB 1.2) angehängt sei. (Auf der, Vn+1 berandenden, mit
S n gleichorientierten Sphâre S n sind - wie in 1.2. - ol, O2, ki, k2,

6) Zwei n-dimensionale Sphâren heiBen im (n + 1 )-dimensionalen Euklidischen
Raum RI+’ gleichorientiert, wcnn die von ihnen berandeten orientierten (n + 1 )-
dimensionalen Elemente (= topologische Bilder von (n + 1 )-dimensionalen Sim-

plexen) die gleiche Orientierung des Rn+1 bestimmen. (Die Orientierung der Sphâre
wird dabei durch die Orientierung des berandeten Elements induziert.)
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Cl, C2 ausgezeichnet.) Nun bilde man Sn ~ Vn+1 durch eine Ab-
bildung ;( stetig so auf En ~ n+1 ab, daB y Erweiterung einer
orientierungstreuen topologischen Abbildung i von S n auf En,
mit i( 0) = o, ist und den folgenden Funktionalgleichungen genügt :

(0) ~(Sn) ~ 03C4(Sn) In (~ und T auf Sn identisch)
(1) ~(01) = ~(02) = D
(2) ~(k1.) = (k2) ’X

Durch die Abbildung FZ von 5*" ~ Vn+1 in jK ist dann die durch
die Abbildung F von En ~ V,,+l in k definierte Deformation von
e" im Sinne von 1.2 dargestellt, und wir setzen

In der Tat stellen zunächst ~(03A3n) und ~03C4(Sn) dieselbe Spharode 5n
in K, im üblichen Sinne der Homotopietheorie, dar, da r topo-
logisch und orientierungserhaltend ist. Durch 03C4-1(03B1) = a, 2-1 (u ) = u
und 03C4-1(u-1) = u-1 sind ferner der Punkt a und die 1-dimensionalen
Wege u, u-1 auf S ndefiniert, und aus den Funktionalgleichungen
(o ), (1), (2), (3) und (0), (1), (2) folgt, daB F(Sn~Vn+1), dar-
gestellt durch F~(Sn ~ J7n+l) (cf. (I)), den Funktionalgleichungen
(0), (1), (2), (3) genügt.

1.5. Eine Deformation einer Sphârode 5n = f(Sn) in endlich
vielen Punkten iA (i = 1, 2, ..., m., iA i= jA für i ~ j) wird auf
Grund von 1.2 wie folgt definiert: Im Punkte o von Sn hängt man
m Vollkugeln iVn+1 (oder deren topologische Bilder) an, wobei auf
der, iVn+1 berandenden iSn für jeden Index i die Punkte i01, io2,
die (n 1)-dimensionalen Parallelkreise ikl, ik2 und die n-dimen-
sionalen Kappen iCl, iC2 ausgezeichnet sind, in Analogie zu 1.2.
Für jeden Punkt iA von 5n sei ein Urbild auf Sn mit ia bezeichnet:
f(ia) = jA. Dann wird eine Deformation von 5n in den Punkten
1A, 2A, ..., mA gegeben durch eine Erweiterungsabbildung F von

m _ 

f(Sn), die Sn ED U iVn+1 in K abbildet und für die gilt:
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wobei ju ein 1-dimensionaler Weg auf Sn von o nach ia ist, ju-1
sein reziproker, und iU, àU-1 die f -Bilder von iu, iu-1 sind.

In gleicher Weise lassen sich die Betrachtungen von 1.3 und
1.4 auf den Fall mehrerer Punkte iA (i == 1, 2, ..., m ) übertragen.

1.6. Das Resultat einer solchen simultanen Deformation von
5n in m Punkten ist wieder eine Sphârode, wie man durch folgende,
zum letzten Abschnitt von 1.2 analoge Betrachtung sieht. (Wir
führen dies hier nur für m = 2 durch und betonen dabei - im
Hinblick auf spätere Verivendung - die Rolle der in 1.2 ein-
geführten Zonen auf den iS n. )

In o seien also an Sn die Vollkugeln 1Vn+1 und 2V"+’ angehängt,
berandet von Sn bzw. 2sn. Auf 1S n sei - wie in 1.2 - die Zone 1Z,
berandet von den (n 1)-dimensionalen Parallelkreisen 1k1 und
1k2, ausgezeichnet, auf 2Sn die Zone 2Z, berandet von 2kl und 2k2,
Um das Resultat der Deformation, d.h. F(Sn fl3 S,, fl3 2Sn) = sn1,
als Sphârode darzustellen, betrachten wir eine orientierte Sphâre
Jn, mit ausgezeichnetem Punkt, und bilden sie stetig auf

S n fl3 S’n fl3 2sn durch die folgendermaBen definierte Abbildung
5’ ab: Durch einen Aequator En-l durch den ausgezeichneten
Punkt von Yn werde Yn in die beiden Hemisphâren Hl, uH"
geteilt, und IIHn werde durch den Halbmeridian Mn-1 (der durch
den ausgezeichneten Punkt gehe) in die beiden Viertelsphàren
1Q n und 2Q n zerlegt. Auf 1Q n sei eine Zone 1ft’ (berandet von (n-1 )-
dimensionalen Kreisen, die zu E n-1 und Mn-1 fremd sind) aus-
gezeichnet, und analog auf 2Qn eine Zone 2ft’. Dann soll die Ab-
bildung F von Jn auf Sn ~ 1Sn ~ 2Sn so konstruiert werden,
daB gelte

Das Resultat der Deformation, sn1, ist dann durch die stetige
Abbildung J von Jn vermôge

Sn1 = J(Jn) = FF(Jn)
als Sphârode dargestellt. (F ist definiert wie in 1.5.)
Wir werden in diesem Sinne sagen, daB eine Sphârode, die durch

simultane Déformation von Sn in m Punkten entstanden ist, ge-
geben sei als Bild einer Sphâre Yn mit m Zonen.

1.7. Der Begriff der Deformation einer Sphârode in einem
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Punkte erweist sich speziell im simplizialen Fall als zweekmäßig,
da sich der Begriff der Deformation über einem Simplex von 5n
(cf. 1.8) auf ihn zurückführen läßt.
Zunâchst läßt sich eine simpliziale Sphârode 5n und eine sim-

. pliziale Deformation von 5n in einem ihrer Eckpunkte A, sowie die
übrige Darstellung und der Inhalt von 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 ,1.6 auf
den simplizialen Fall übertragen, wenn man die folgenden Spezia-
lisieruiigen berücksichtigt: Alle auftretenden Sphâren und Voll-
kugeln, sowie K, sind in einer simplizialen Zerlegung gegeben. Alle
Abbildungen sind simplizial. Alle ausgezeichneten Punkte, wie
o, 01, 02, o, a, oc, A, sind Eckpunkte der simplizialen Zerlegungen
der Polyeder, auf denen sie definiert sind. Alle 1-dimensionalen
Wege, wie u, u, U, sind Wege auf den Kantenkomplexen der ent-
sprechenden simplizialen Zerlegungen. SchlieBlich sind die sim-

plizialen Einteilungen hinreichend fein vorausgesetzt, z.B. um zu
ermôglichen, daB eine simpliziale Abbildung eine Abbildung
"auf" ist, wenn dies verlangt worden ist (z.B. in 1.4 für Z als

, Abbildung von Sn ~ Vn+1 auf En ~ n+1). Nôtigenfalls wird hier-
fur vor Vornahme der Abbildung im Urbild eine simpliziale (z.B.
baryzentrische) Unterteilung ausgeführt.

(Wir werden die im stetigen Falle verwendeten Bezeichnungen
im simplizialen Falle beibehalten, da beide Fälle im weiteren Ver-
lauf getrennt beha,mdelt werden.)

1.8. Wesentlich für unsere Betrachtungen ist der Begriff der
sirrzplizialen Deformation einer simplizialen Sphârode en über
einem Simplex von 5n. Statt diesen Begriff zuerst zu definieren
und ihn dann - wie wir es wünschen - auf denjenigen der sim-
plizialen Deformation in einem Eckpunkt zurückzuführen, werden
wir ihn von vorneherein mit Hilfe der Deformation in einem Eck-

punkte definieren. Dabei werden wir uns auf den Begriff der sim-
plizialen Deformation über einem n-dimensionalen Simplex Y"
von en beschranken, da nur dieser in dieser Arbeit gebraucht
werden wird. Dem Folgenden wird nun der Begriff der simplizialen
Déformation in einem Punkte zugrundegelegt, wie er sich - bei
Berücksichtigung von 1.7 - aus 1.3 ergibt. (Es lieBe sich natürlich
auch die Darstellung von 1.2 benutzen.) 
Es sei also durch ~(03A3n) = Sn eine simpliziale Sphârode in K

gegeben, Yn ein n-dimensionales Simplex von en; X n sei ein n-
dimensionales Simplex von 03A3n so, daB q;(xn) = Yn. A sei ein

Eckpunkt von Yn, und oc derjenige Eckpunkt von X n, für den
~(03B1) = A gilt. u sei ein 1-dimensionaler simplizialer Weg auf In
von o nach a, u-1 der reziproke Weg. In oc wird an En eine so orien-
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tierte Vollkugel n+1, berandet von der Sphâre 03C3n, angehângt, daB
111 und 03C3n gleichorientiert im Rn+1 sind (cf. FuBnote 8». Sei 03BEn ein
n-dimensionales Simplex von an, das ce zum Eckpunkt hat. (Xn
und en sind orientiert durch die Orientierungen von X" und orn.)
Dann werde en mit X n so identifiziert, daB die die Identifizierung
definierende topologische simpliziale Abbildung von en auf Xn
den Grad - 1 auf X n hat. Unter Berücksichtigung dieser Identi-
fizierung wird nun eine simpliziale Deformation von en über dem
Simplex Yn definiert als simpliziale Deformation von en im Punkte
A, d.h. durch eine simpliziale Abbildung F von En ~ n+1 in K,
die der Bedingung (0) (und folglich auch (1) und (2 ) genügt). (Cf.
1.3). Es ist also, nach Vornahme der genannten Identifizierung,
F(03BEn) = ~(2013 Xn) = - ~(Xn), d.h. speziell, daB das F-Bild jedes
Punkts von en mit dem ~-Bild des ihm bei der Identifizierung
(= topologische Abbildung) eineindeutig entsprechenden Punkts
von X n in K zusammenfällt.

1.9. Im Besonderen môge eine simpliziale Deformation im
Punkte A von en elementar heiBen, wenn n+1 ein (n + l)-dimen-
sionales Simplex ist. Wird n+1 durch die die Deformation be-

stimmende simpliziale Abbildung F von In fl3 wn+1 in R auf ein
(n + 1 )-dimensionales Simplex abgebildet, so sprechen wir von
einer nichttrivialen elementaren Deformation; ist die Dimension
des Bildsimplexes von »n+1 hôchstens gleich n, so heiBe die ele-
mentare Deformation trivial. Auf Grund von 1.8 kann man auch

sagen, daB eine nichttriviale elementare Deformation von en über
dem Simplex yn dadurch bewirkt wird, daß Sn in K über ein

(n + 1 )-dimensionales Simplex von K, dessen Seite Yn ist, hin-
weggezogen wird. Eine simpliziale Deformation kann in endlich
vielen Schritten ausgeführt werden, wobei jeder in der Ausübung
einer elementaren simplizialen Deformation besteht.

1.10. Bemerkungen: 1.) Die Ausführung einer simplizialen De-
formation über endlich vielen Simplexen von en ist nun nach 1.8
and 1.5 leicht ersichtlich. 2.) Es läßt sich, analog zu 1.8, eine all-
gemeinere Definition der simplizialen Deformation über einem
Simplex von en geben, wenn man in en ein d-dimensionales Sim-
plex Yd (0  d  n ) betrachtet, auf das durch ein r-dimensiona-
les Simplex xr (d  r  n ) von In abgebildet ist, das mit einem
gleichdimensionalen Simplex er von an identifiziert wird.

1.11. Die Zurückführung der Deformation über einem Simplex
auf diejenige in einem. Punkt ermôglicht es, den Zusammenhang
dieses "lokalen" Deformationsbegriffs mit dem üblichen, "glo-
balen", d.h. sich auf die ganze Sphârode beziehenden, herzustellen,
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u.zw. sowohl im simplizialen als auch im stetigen Falle. Wir deuten
dies hier für den stetigen Fall an: Man geht, für die Erklàrung des
globalen aus dem lokalen Begriff, von der Deformation in einem
Punkte aus, wie sie in 1.2 oder 1.3 dargestellt wurde. (Wir ent-
scheiden uns hier für 1.3.) Dann laBe man auf En den Punkt a
mit dem ausgezeichneten Punkt o zusammenfallen, sodaB der

Weg u auf En in den Punkt o zusammenschrumpft. Man hängt
also die Vollkugel »n+1 in o an En an, d.h. betrachtet eine Defor-
mation von sn im Punkte 0. Sei xn-1 eine (n-1)-dimensionale
Sphâre auf an, die durch o gehe und an in die beiden Hemisphâren
~n1, ~n2 teile. Dann identifiziere man etwa q? mit En, indem man
a n Mit ~n1 auf En lege und mn-1 über 03A3n hinweg auf o zusammen-
schnüre, so daB qi zur Sphâre wird, innerhalb welcher En im
Punkte o hängt. Dann ist die lokale Deformation über Sn äqui-
valent mit der globalen Deformation von sn im üblichen Sinne,
wobei die übliche (globale) Erweiterung der Abbildung von En
durch die oben dargestellte (lokale) Art der Erweiterung von
beschrieben ist.

1.12. Eine freie Deforrnation einer Sphârode sn über einem

ihrer Punkte A wird definiert wie die "gebundene" Deformation
(in 1.2), nur daB die Funktionalgleichungen (3) ersetzt werden
durch

wobei U ein beliebiger 1-dimensionaler Weg in K ist, der von 0
nach A läuft, U-1 der entgegengesetzte Weg. Es wird also hier,
im Gegensatz zum "gebundenen" Fall, nicht mehr verlangt, daB
U Bild eines Weges u ist, der ganz auf Sn liegt, d.h. U braucht
nicht auf der Punktmenge von 5n zu verlaufen. Will man die freie
Deformation im AnschluB an 1.3 erklàren, so hat man fur u einen

Weg zu nehmen, der im Rn+1, in dem En eingebettet ist, von o
nach a führt, nicht notwendig auf En liegt, und durch F auf einen
beliebigen Weg U, der in K von 0 nach A läuft, abgebildet wird.
F ist in diesem Falle eine Erweiterung von cp, die auf In EB n+1 fl3 u
definiert ist. Die Übertragung dieser Definition auf den simplizia-
len Fall ist klar.

Aus diesem "lokalen" Begriff der freien Deformation ergibt sich
der "globale" in Analogie zu 1.11: Man läßt wieder den Punkt a
von En mit o zusammenfallen, wodurch nun u zu einem geschlos-
senen Weg wird, der an En in o hängt, und nicht notwendig auf En
l iegt. Mit der n+1 berandenden Sphâre an verfährt man dann
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genauso wie in 1.11, und erhâlt eine freie Deformation im üblichen

Sinne, wobei durch (u) dasjenige Element der Fundamental-
Gruppe von E bestimmt wird, durch welches die freie Homotopie
im Sinne des Eilenbergschen Automorphismus der (gebundenen)
n-ten Homotopiegruppe von E algebraisch ausgedrückt werden
kann. (Cf. [2]). Für n = 1 werden durch fi(u) und (u-1) die
Wege gegeben, die den inneren Automorphismus der Fundamental-
gruppe von K xeprâsentieren, für n &#x3E; 1 wird durch (u) und
(u-1) bekanntlich ein (nicht notwendig innerer) Automorphis-
mus bewirkt (cf. [2]).

§ 2. Die Gruppe der simplizialen Nullsphâroden.
2.1. Eine n-dimensionale simpliziale Nullsphârode °5n in einem

zusammenhângenden simplizialen Polyeder K ist durch eine sim-
pliziale Abbildung f einer simplizial zerlegten orientierten n-di-
mensionalen Sphâre Sn in das Polyeder K gegeben, die auf jedem
Simplex in K den Abbildungsgrad Null hat. Bei f wird ein Simplex
der Sn entweder mit dem Grad 0 abgebildet oder mit dem Grad
Jb 1. Stellt f eine simpliziale Nullsphâroden dar, dann muB es somit
zu jedem Simplex Xn von Sn, das mit dem Grad + 1 (bzw. - 1)
abgebildet wird, ein Simplex X’ n auf S n geben, das durch f mit
dem Grad - 1 (bzw. + 1) in K abgebildet wird. Ein Eckpunkt
o der Simplizialzerlegung von S n sei ausgezeichnet; er wird durch
f auf den Eckpunkt 0 von K, den Bezugspunkt der zu definieren-
den simplizialen Nulispharodengruppe von K abgebildet. 7)

2.2. Wird die Sphâre Sn auf eine andere orientierte n-dimen-
sionale Sphâre S" topologisch simplizial mit dem Grad + 1 ab-
gebildet, wobei diese Abbildung 03C4 den Punkt o in einen auf SZ
ausgezeichneten Eckpunkt or überführe, so ist durch f03C4-1 eine
Abbildung von Sn in K gegeben, die die gleiche Nullsphâroden 0Sn
bestimmen môge.

2.3. Sind zwei Nullsphàroden 0Sn1, 0Sn2 gegeben durch die Ab-
bildungen f1(Sn1), f2(Sn2), so kann man sie zusammensetzen, indem
man den Punkt 01,E Si mit dem Punkt o2 E S" identifiziert und die
so entstandene topologische Summe Sn ~ Sn2 durch eine simpli-
ziale Abbildung F in K derart abbildet, daB F(Sn1) = f1(Sn1),
F(Sn2) = f2(Sn2) ist. Die Zusammensetzung führt zu einer neuen
Nullsphârode 0Sn1 + 0Sn2. Man kann nâmlich eine genügend fein

7) Da wir im Folgenden, bis zu § 6, ausschließlich den simplizialen Fall behan-
deln, werden wir oft das Wort simplizial nicht mehr besonders erwâhnten. Statt
Eckpunkt w erden wir meistens kurz Punkt sagen.
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untergeteilte dritte orientierte n-dimensionale Sphâre 5’n durch
eine Abbildung 5’ simplizial derart auf Sn1 ~ Sn2 abbilden, daB
die eine Hemisphâren Hn von 5"’ in S", die andere, ¡¡Hn, in S"
und die sie trenneride (n - l)-dimensionale Aequatorsphâre En-1
samt einem auf ihr liegenden ausgezeichneten Eckpunkt in den
S" und Sn gemeinsamen Punkt o übergehen. Durch J = FF ist
dann eine Abbildung von yn in K gegeben, die die Nullsphâroden
0Sn1 + 0Sn2 bestimmt. Die Abbildung F von Qn auf Si ~ Sn2 spielt
nur die Rolle einer Parametertransformation für die die Null-

spharode 0Sn1 + 0Sn2 definierende Abbildung J, und man kann in
diesem Sinne sagen, daB die Nullsphâroden 0Sn1 + 0Sn2 bereits durch
die Abbildung F von Sn1 ~ S" gegeben ist:

Die Zusammensetzung einer beliebigen endlichen Anzahl k

(k &#x3E; 2) von n-dimensionalen Nullsphâroden geschieht analog
wie für k = 2.

2.4. Das Inverse, - 0Sn, einer Nullsphâroden °5n wird durch die
gleiche Abbildung / der entgegengesetzt orientierten Urbildsphàre
gegeben: - 0Sn = f(2013Sn). Wir setzen fest, daB man statt f(2013Sn)
auch 2013f(Sn) schreiben kann.

2.5. Zwei Nullsphâroden 0Sn1, 0Sn2 in K sind einander v-homotop,
wenn sich die eine in die andere so deformieren läßt, daB jede
Zwischen-Sphärode" eine Nullsphâroden (in K) ist. Die Aus-

führung dieses speziellen DeformationsprozeBes - er sei v-De-
formationsprozeB benannt - lâ8t sich, im AnschluB an § 1,

folgendermaBen erklären: (Wir beziehen uns dabei auf die Dar-
stellung der Deformation wie sie in 1.3 und 1.8 gegeben wurde und
definieren zunâchst eine elementare simpliziale v-Deformation
über einem n-dimensionalen Simplex von 0Sn1) X n und X’’t seien
zwei Simplexe der Urbildsphäre In von 0Sn1, die durch die, 0Sn1
definierende, Abbildung cp mit entgegengesetzt gleichen Graden
(± 1 bzw. T- 1) in K abgebildet sind: ~(Xn) = Yn, ~(X’n) =

2013~(Xn) = 2013 V. Eine Deformation über dem Simplex V (bzw.
2013Yn) làBt sich (cf. 1.8) vermittels einer Deformation über einem
Eckpunkt A von Yn definieren. Auf Ln betrachten wir daher den
Urbildpunkt 03B1 von A, der Eckpunkt von X n ist, und denjenigen
a’, der Eckpunkt von X’’z ist. (a und oc’ sind eindeutig bestimmt,
da ~ Lyn bzw. X’ n mit dem Grad + 1 bzw. - 1 auf V abbildet.)
Feriier seien u, u’ zwei 1-dimensionale simpliziale Wege, die auf
Ln von 0 nach oc bzw. oc’ laufen; u-1, u’-1 die entsprechenden rezi-
proken Wege. Iii oc und oc’ wird an Ln je ein (n + 1 )-dimensionales
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Simplex n+103B1 bzw. n+103B1’ angehàngt, wobei n+103B1, n+103B1’ so orientiert
sind, daB die dadurch induzierten Orientierungen ihrer Rand-
sphären e Qâ. gleich der Orientierung von En sind (cf. FuBnote 6 ) ).
Eine elementare simpliziale v-Deformation von 0Sn1 im Eck-

punkt A ist dann durch eine Abbildung F von In fli V"+l ~ n+103B1’
in K gegeben, die eine Erweiterung von ~(03A3n) = 0Sn1 ist, und der
Bedingung genügt, daB

ist. Genau gesagt, bedeutet dabei (D) Folgendes: Sei i+ eine topo-
logische simpliziale Abbildung von auf n+103B1’ vom Grade + 1,
mit 03C4+(03B1) = oc", 1’- dieselbe Abbildung vom Grade - 1, d.h.

03C4-1- 03C4+(n+103B1) = 2013n+103B1 (Identität auf ’1J’n+l mit Umkehrung der
Orientierung). Dann ist (n+103B1’) gegeben durch:

wobei 2013(n+103B1) nur eine andere Schreibweise für F (
bedeutet. Aus dieser Definition folgt unmittelbar, daB das Resul-
tat einer elementaren simplizialen v-Deformation wieder eine Null-
sphärode ist; diese kann, analog wie in 1.6, wieder auf eine Sphâre
Jn bezogen werden.
Insbesondere gelten, als Folge von (03A3n) = ~(03A3n), für die Ab-

bildung È noch die Beziehungen:

wo U und U’ 1-dimensionale Wege in K sind, die (auf der Bild-
menge von 0Sn1) von 0 nach A (= ~(03B1) = ~(03B1’)) führen.

Betrachtet man nun auf aâ ein n-dimensionales Simplex 03BEn, das
oc zum Eckpunkt hat, und analog auf 03C3n03B1’ ein ;’n, auf dem 03B1’ liegt,
und nimmt man vor Ausübung der Abbildung F die in 1.8 dar-
gestellte Identifizierung von und X n einerseits, und 03BE’n und X’ n
andererseits vor, so erhâlt man eine elementare simpliziale v-De-
formation von 0Sn1 über dem Simplex yn. In der Ausdrucksweise
von 1.9 kann man auch sagen, daB eine nichttriviale elementare

simpliziale v-Deformation von 0Sn1 über Yn dadurch bewirkt wird,
daB mit jeder positiven Bedeckung von 1 Yn 1 durch 0Sn1 gleich-
zeitig eine negative Bedeckung über ein (n + l)-dimensionales
Simplex von K, dessen Seite 1 Y n 1 ist, hinveggezogen wird.

Die endlich-malige Anwendung einer elementaren simplizialen
v-Deformation heiBe eine simpliziale v-Deformation, und eine auf
diese Weise aus 0Sn1 entstandene Nullsphâroden 0Sn2 heiBe v-homotop
zu 0Sn1.



98

Eine dem Eckpunkt 0 E K v-homotope Nullsphâroden heiBe
v-nullhomotop.

2.6. Wir wollen nun den Zusammenhang des v-Deformations-
begriffs mit dem Deformationsbegriff von 1.2 herstellen. (Wir
gehen dabei aus von 2.5 und benutzen 1.2, 1.3, 1.4, 1.5.)
Es sei also eine elementare simpliziale v-Deformation von

0Sn1 = ~(03A3n) über Yn gemäß 2.5 gegeben. Dann sei S n eine solche
orientierte simpliziale Sphâre, daB S n = 03C4-1(03A3n) ist, wobei 03C4-1

eine topologische simpliziale Abbildung vom Grade + 1 ist.

o = i-1(o ) sei der ausgezeichnete Punkt auf Sn. Durch i-1(u ) = u
und i-1(u’ ) == u’ sind auf S n zwei 1-dimensionale Wege gegeben,,
die von o nach a = 03C4-1(03B1) bzw. a’ = 03C4-1(03B1’) führen. In o hängen
wir an S n zwei hinreichend fein und isomorph untergeteilte [1]
Vollkugeln "j7n+l, V’ n+1 an, deren Randspharen Sn und S’ n mit S n
gleichorientiert sind. Auf Sn bzw. S’ n seien (wie in 1.2, 1.5) aus-
gezeichnet die Punkte ol, 02 bzw. 0’1, 02 (wobei ol = o’ 1 = o infolge
der Anhangung ist), die Kappen Ci, C2 bzw. Ci, C’, 2 die Zonen Z
bzw. Z’ und ihre Raiidsphâren k1, h;2 bzw. k(, k’2. Dann werde
Sn ~ Vn+1 ~ V’n+1 durch eine Abbildung Z stetig (simplizial) so
auf En ~ n+103B1 ~ n+103B1’ abgebildet, daB y Erweiterung der Ab-

bildung z von S n auf In ist und den folgenden Bedingungen genügt :

Es ist hier, im Falle der Nullsphàroden, zweckmaBig, zusàtzlich
von y noch Folgendes zu verlangen: Sei B1 das von k, in Vn+1 be-
randete n-dimensionale Element, das durch Schnitt von J7n+l mit
der n-dimensionalen Hyperebene, in der k1 liegt, entsteht; analog
B2, berandet von k2. Dann sei Wn+1 das von der Zone Z, von B1
umd B2 berandete Teilpolyeder von Vn+l. W’n+1 sei analog in
V’n+1 erkh,rt. Wir kônnen Wn+1 und Wln+l isomorph untergeteilt
voraussetzen, wie wir es für Vn+1 und V’n+1 getan haben. Dann
lautet die Zusatzforderung für X:

Da n+103B1 und n+103B1’ (n + 1)-dimensionale Simplexe (also isomorph
als Komplexe, bei gegenseitigem Entsprechen von ce und oc’) sind,
der Komplex von Yi’n+1 mit demjenigen von W’n+1 isomorph und X
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simplizial ist, kann und soll dabei X auf W"+’ und W’n+1 als
isomorph in dem Sinne betrachtet werden, daB Simplexen von
Wn+1 und W’n+’, die sich bei der Isomorphie der Unterteilungen
von Wn+1 und W’n+1 entsprechen, durch y Simplexe von n+103B1
bzw. n+103B1’ zugeordnet werden, die sich bei der Isomorphie von
n+103B1 und entsprechen. Insbesondere folgt noch aus 0() und
0(4):

wobei wieder Z auf Z und Z’ im angegebenen Sinne "isomorph" ist.
Setzen wir

wobei F wie in 2.5 definiert ist, so ist durch die so erklàrte Ab-

bildung F die durch (03A3n ~ n+103B1 ~ n+103B1’) gegebene elementare
simpliziale v-Deformation von 0Sn1 im Punkte A unter Zugrunde-
legung von 1.2 definiert. Man sieht dies leicht durch eine zum
letzten Abschnitt von 1.4 analoge Überlegung. Wegen (D) aus
2.5 und 0(4) gilt für F speziell noch

und als Folge davon

Die elementare simpliziale v-Deformation über einem Simplex,
die zusàtzlich nur die (in 2.5) angegebene Identifizierung im F-
Urbild erfordert, und daher als Folge von 2.5 - der Begriff der
v-Homotopie sind somit auf den Deformationsbegriff von 1.2

zurückgeführt.
2.7. Der v-Homotopiebegriff erfüllt die Bedingungen der Re-

flexivitat, Symmetrie und Transitivitât und gibt so AnlaB zu

einer Einteilung der am Punkte 0 E K haftenden n-dimensionalen
Nullsphâroden in Aequivalenzklassen, die v-Homotopieklassen.
Die v-Homotopieklassen bilden bei der Summenbildung (bzw.
Produktbildung, im Falle n = 1), die durch die in 2.3 beschriebene
Zusammensetzungsvorschrift für Nullsphàroden induziert ist, eine
spezielle Art von n-dimensionaler Homotopiegruppe, die Gruppe
03A8n(K) der n-dimensionalen (simplizialen) Nullsphâroden von K.
tpn(K) hängt zunâchst von der simplizialen Zerlegung von R und
vom Bezugspunkt 0 ab. Eine Änderung des Bezugspunkts be-
wirkt aber, wie leicht zu sehen ist, einen Übergang zu einer iso-
morphen Gruppe. DaB 03A8n(K) von der Simplizialzerlegung von K
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unabhängig ist, wird später gezeigt werden. Nullelement (bzw.
Einselement, für n = 1) sowie inverses Element sind analog de-
finiert wie für die Hurewiczsche Homotopiegruppe 03C0n(K) (bzw.
die Poincarésche Fundamentalgruppe 03C01(K)), natürlich stets unter
Berücksichtigung des v-Homotopiebegriffs. Auch beweist man
analog, daB tpn(K) für n ~ 2 Abelsch ist, während 03A81(K) im all-
gemeinen nicht kommutativ ist.

2.8. Ein einfaches Beispiel eines Polyeders, auf dem es nicht-
triviale 1-dimensionale Nullsphàroden ( = Nullwege ) gibt, ist die
zweifach gelochte Ebene: Umlaufen die (simplizialen) Wege a, b je
eines der beiden Lôcher, von einem gemeinsamen Punkte aus-
gehend, so ist der Weg aÓa-1b-l ein Nullweg, der nicht v-nullhomo-
top ist. Ein Beispiel eines Nullweges, der zwar nullhomotop, aber
nicht v-nullhomotop ist, ist der Weg aba-1b-1 auf dem Torus, wenn
a ein orientierter Parallelkreis, b ein orientierter Meridian des

Torus ist, die beide von einem festen Punkt aus durchlaufen

werden.

2.9. Kn sei der n-dimensionale Gerüstkomplex von K, d.h. der
Teilkomplex von K, der aus allen hôchstens n-dimensionalen

Simplexen von K besteht. Dann wird die n-dimensionale Null-
sphärodengruppe tl’n (K n ) von K n genauso definiert wie pn(K),
nur daB die v-Deformationen, auf denen der v-Homotopiebegriff
in Kn beruht, allein auf Kn ausgeführt werden, die Abbildung F
(cf. 2.5) also eine Abbildung in K n ist. Wir bezeichnen diese De-
formationen als (im Verhältnis zu K ) triviale Deformationen (cf.
1.9). Die n-dimensionalen Nullsphàroden auf K n bilden übrigens
bereits bei dem gewôhnlichen Homotopiebegriff auf En eine Grup-
pe, die mit 03A8n(Kn) isomorph ist.

§ 3. Die algebraische Struktur der Nullsphàrodengruppen.

3.1. K sei ein zusammenhängender simplizialer Komplex, Kn
sein n-dimensionaler Gerüstkomplex (cf. 2.9), und K bzw. Kn die
durch K bzw. K n bestimmten Polyeder. 03A0n(K) bzw. 03A0n(Kn) seien
die n-ten Hurewiczschen Homotopiegruppen von K bzw. Kn, rela-
tiv zu einem festen Bezugspunkt O. H. Hopf hat gezeigt, daB man
mit Hilfe von Faktorgruppen aus gewissen Untergruppen von
03A0n(Kn) bzw. 03A0n(K) wichtige Aussagen über die Struktur von K
und K n machen kann, speziell die Zusammenhänge zwischen Ho-
mologiegruppen und Homotopiegruppen in den Dimensionen n
und n + 1 weitgehend aufdecken kann. Wir geben hier nur eine
knappe, für unsere Zwecke zusammengestellte Skizze der von
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H. Hopf eingeführten Gruppen an; für eine ausführliche Darstel-
lung verweisen wir auf [5].

a) FaBt man die n-dimensionalen Sphâroden, die Elemente
von 03A0n(K) repräsentieren, als stetige sphârische Zyklen auf, so
wird hiermit - da homotope Sphâroden als stetige sphârische
Zyklen a fortiori homolog sind - eine natürliche homomorphe
Abbildung h von 03A0n(K) in die n-te Homologiegruppe Hn(K)
gestiftet. Der Kern Fn(K) des Homomorphismus h ist also dieje-
nige Untergruppe von 03A0n(K), deren Elemente von nullhomologen
n-dimensionalen Sphâroden in K reprâsentiert werden. Für K = K1&#x26;
wird 0393n(Kn) durch Sphâroden, die Nullketten sind, reprâsentiert,
d.h. bei denen der Koeffizient jedes n-dimensionalen Simplexes
das Nullelement des Koeffizientenbereichs ist.

b) Seien 0, ~’ zwei Elemente von 77"(j), die durch n-dimen-
sionale Sphâroden Sn, 5’1&#x26; reprâsentiert werden kônnen, die zuein-
ander in K freihomotop sind. Dann ist die Gruppe, die von allen
Elementen der Form ~ 2013 ~’ erzeugt wird eine Untergruppe von
F’n (K), denn bei h werden ihre Elemente auf Homologieklassen
nullhomologer sphärischer Zyklen in K abgebildet. Diese Gruppe
heiBe 03A0n0(K). Für n = 1 gilt 03931(K) ~ 03A010(K), für n &#x3E; 1 ist 03A0n0(K)
im allgemeinen eine echte Untergruppe von 0393n(K). Auch hier kann
für K = K n die Gruppe 03A0n0(Kn) gebildet werden, indem man be-
reits in der Definition K durch K n ersetzt. 03A0n0(Kn) ist Untergruppe
von 0393n(Kn). Von besonderem Interesse sind die Faktorgruppen
¿1n(K) = 0393n(K)/03A0n0(K) und L1n(Kn) = 0393n(Kn)/03A0n0(Kn).

c) Die in K nullhomotopen Elemente der n-ten Homotopie-
gruppe des Gerüstpolyeders 03A0n(K039Bn) bilden eine Gruppe Pn(Kn,
K). Als Untergruppe von 03A0n(Kn) ist Pn einerseits von Kn ab-

hängig; andererseits ist Pn innerhalb 03A0n(Kn) gerade durch eine
Eigenschaft der Elemente, die sich wesentlich auf K bezieht, aus-
gezeichnet, somit von K abhängig. Bildet man (formal ) die Gruppe
Pn(Kn, K n ), d.h. ersetzt man in den "Argumenten" von pn K
durch Rn, so folgt aus der Definition von Pn(Kn, K ), daB Pn(Kn,
Kn) = Pn(Kn) aus dem Nullelement allein besteht.

d) Die Gruppe Pn(Kn, K ) enthält einer Untergruppe Pn0(Kn, K ),
die sich zu ihr analog verhält wie 03A0n0(Kn) zu 03A0n(Kn). D.h.: sind e,
’ zwei Elemente von Pn(Kn, K), die durch n-dimensionale Sphä-
roden reprâsentiert werden kônnen, die in K n zueinander frei-
homotop sind, so ist Pn0(Kn, K) die von allen Elementen der Form
 2013 ’ erzeugte Untergrùppe von Pn(Kn, K). 8) Aus der Definition

8) In der Hopfschen Arbeit [5] heiBen die Gruppen Pn(Kn, K), Pô (Kn, R) : R, 91,.
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von Pn0(Kn, K) ergibt sich, daB Pn0(Kn, K ) Untergruppe von
03A0n0(Kn), und nach Abschnitt b) somit auch von 0393n(Kn) ist. Die
Gruppe p;(Kn, Kn) 0 besteht aus dem Nullelement allein
(cf. Abschnitt c)).

3.2. Die algebraische Struktur der Nullsphàrodengruppe
03A8n(K) (cf. 2.7) ist nun durch eine Faktorgruppe aus zweien, der
in 3.1 genannten Untergruppen von IIn(Kn) gegeben. Oder, anders
ausgedrückt, dié Nulisphârodengruppe gibt die geometrische Be-
deutung dieser Faktorgruppe an. (Da wir die Nullsphàroden-
gruppen zunâchst nur für den simplizialen Fall definiert haben,
setzen wir die genannten Gruppen vorerst als simpliziale Homo-
topiegruppen voraus.) Der eben angedeutete Zusammenhang ist
genau gegeben durch

SATZ I : Die Gr’uppe 03A8n(K) der n-dimensionalen Nullsphäroden
von K ist __isornorph der Faktorgruppe 0393n(Kn)/Pn0(Kn, K).
Aus Satz 1 läßt sich leicht die Struktur von 03A8n(Kn) erhalten.

GemàB 3.1 d) besteht Pn0(Kn, Kn) nur aus dem Nullelement. Es
folgt somit rein gruppentheoretisch aus Satz 1 der evidente

SATZ l’ : Die Gruppe 03A8n(Kn) der n-dimensionalen Nullsphâroden
des Gerüstpolyeders Kn ist isomorph der Gruppe 0393n(Kn).
Der Zusammenhang zwischen der algebraischen Struktur der

Nulisphârodengruppe des Polyeders und derjenigen des Gerüst-
polyeders ist daher gegeben durch

SATZ T " : Die Gruppe 03A8n(K) der n-dimensionalen Nullsphäroden
des Polyeders R ist homomorphes Bild der Gruppe pn(Kn) der n-di-
mensionalen Nullsphäroden des Gerüstpolyeders Kn. Der Kern des
Homomorphismus ist die Gruppe Pn0(Kn, K).
Es genügt offenbar, Satz 1 zu beweisen.
3.3 BEwEIS voN SATZ I. a) Wir beweisen zuerst, daB es eine

homomorphe Abbildung °h von 0393n(Kn) auf pn(K) gibt.
Gemäß Definition (cf. 3.1 a)) sind die Elemente von 0393n(Kn)

Homotopieklassen von solchen n-dimensionalen Sphâroden, die,
als sphârische Zyklen (Ketten) aufgefaBt, (n-dimensionale) Null-

n

zyklen sind, d.h. darstellbar sind in der Form S tjYnj Mit t = 0 für
1 = 1, 2, ..., n. (Ynj sind n-dimeiisioitale Simplexe von K. ) Dabei
laBt sich tj als Grad der die Sphârode definierenden Abbildung der
Urbildsphare En auf dem Simplex Ynj deuten. Daher besagt tj = 0
(für alle j), daB die die Elemente von 0393n(Kn) repràsentierenden
Sphäroden Nullsphäroden in Kn, und also auch in K, sind (cf. 2.1.).
Da die Elenlente von 0393n(Kn) Homotopiekiassen beziiglich des
(gewôhniichen) Homo topiebegriffs auf K n sind, dieser aber, in-
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folge seiner Trivialitât im Sinne von 1.9, die Nullsphàrodeneigen-
schaft erhâlt (cf. 2.9), kann jedes Element y von rn(Kn) als eine
Nullsphàrodenklasse auf Kn aufgefaBt werden. Dieser entspricht
nun eindeutig eine Nullsphàrodenklasse auf K, d.h. ein Element
von 03A8n(K), weil erstens die die Elemente repràsentierenden
Nullsphàroden (wie alle simplizialen n-dimensionalen Nullsphä-
roden) ganz auf K n liegen, zweitens je zwei auf Kn v-homotope Null-
sphäroden a fogtiori auf K v-homotop sind, und drittens jedem
Repräsentanten eindeutig seine Klasse entspricht. Diese ein-

deutige Zuordnung von Elementen von pn(K) zu den Elementen
von 0393n(Kn) heiBe °h. °h wird für j edes y E 0393n(Kn) explizite gegeben
durch die Auswahl einer (beliebigen) Nullsphärode 0Sn, die y re-
prâsentiert, und durch Zuordnung desjenigen Elements 1p e 03A8n(K)
zu y, das durch 0Sn vertreten wird. Der Summe (bzw. dem Produkt,
für n = 1) zweier Elemente von 0393n(Kn) werden durch °h evidenter-
maBen die Summe (das Produkt) ihrer °h-Bilder in 03A8n(K) zu-
geordnet, da Urbild und Bild hier durch dieselbe Nullsphâroden re-
präsentiert werden. °h ist daher ein Homomorphismus von 0393n(Kn)
in 03A8n(K).

Ist nun ein beliebiges Element 1p E pn(K) gegeben, so gibt es eine
Nullsphârode 0Sn auf Rn, die y reprâsentiert. 0Sn reprâsentiert dann
gleichzeitig auch ein Elément von _pn(Kn); und zwar ein solches y,
dem durch Oh das Element y (gemaB Konstruktion von Oh) zu-
geordnet ist. (Das y, dem y zugeordnet wird, ist hier im allge-
meinen von der Wahl des Repräsentanten 0Sn von y nicht unab-
hângig. ) Jedes Element von pn(K) tritt also bei °h als Bild eines
Elements von Iln(Rn) auf. Oh ist mithin ein Homomorphismus von
rn(Kn) auf pn(K).

b ) Wir zeigen jetzt: Der Kern von Oh, d.h. das Vollurbild des
Nullelements von 03A8n(K), ist die Gruppe Pn0(Kn, K ). D.h. dann und
nur dann ist eine n-dimensionale Sphârode eine auf E v-nullhomo-
tope Nullsphâroden, wenn sie, als Repräsentant eines Elements von
0393n(Kn) betrachtet, sogar ein Element der Untergruppe p;(Rn, K)
von 0393n(Kn) reprâsentiert. Der Beweis geschieht in zwei Schritten:

oc) "dann" (hinreichend): wenn die Sphârode Sn ein Element
von Pn0(Kn, K ) reprâsentiert, ist sie eine auf K v-nullhomotope
Nullsphâroden. Weil Pn0(Kn, .K ) C 0393n(Kn) ist, ist nach a) zunâchst
5n eine Nullsphâroden = 0Sn. Sie ist - infolge der Definition
von Pn0(Kn, K) 2013 zusammengesetzt aus lauter n-dimensionalen
Sphâroden von der Form tn 2013 r’n (oder zu diesen auf El, homoto-
pen), wo rn und r’n einander auf Kn freihomotope n-dimensionale
Sphâroden sind, die in K nullhomotop sind. Symbolisch sei das
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ausgedrückt durch 0Sn == S (rn 2013 r’n). Es genügt daher, die Be-
hauptung 03B1) für den Fall einer Nullsphâroden von der Form
tn - t/n zu beweisen.
Da rn und r’n auf K nullhomotop (im gewôhnlichen Sinne) sind,

existiert für jedes von beiden in K ein (n + 1 )-dimensionales Teil-
polyeder |Cn+1| bzw. |C’n+1|, über das hinweg sie so zusammen-
gezogen werden kônnen, daB sie durch diese Deformationen und
durch (,,triviale") Deformationen, die lediglich auf Kn vorgenom-
men werden, in den Bezugspunkt 0 deformierbar sind. Da rn und
r’n auBerdem auf Rn freihomotop (im gewôhnlichen, d.h. globalen
Sinne von 1.12) sind, kann man sie auf Kn in zwei Sphâroden în
bzw. r’n (trivial) deformieren, so daB folgendes gilt: Ist eine der
beiden Sphâroden, z.B. yn, durch in = ~(03A3n) gegeben, so läßt sich
die andere, y’ n, als Bild von En, an welche im Punkte o ein ge-
schlossener 1-dimensionaler Weg u und sein reziproker u-1 ange-
hängt sind, derart darstellen, daB r’n = F(En ~ u ~ U-1) ist,
wobei F Erweiterung von ~ ist, d.h. (03A3n) ~ ~(03A3n) gilt. (Cf. 1.9
(,,triviale Deformationen" ) und 1.12). Durch triviale Deformatio-
nen kann man auf diese Weise rn und r’n in solche Sphäroden rn
und yln überführen, für die die genannten (n + l)-dimensionalen
Teilpolyeder einander gleich sind; das r" und r’" gemeinsame Teil-
polyeder heiBe |Dn+1|. Die Nullsphâroden tn - y’n reprâsentiert
natürlich dasselbe Element von p;(Kn, K) wie rn 2013 r’n, und kann
dargestellt werden durch

rn 2013 r’n = [03A3n ~ 2013 (03A3n ~ u~ U-1)] = [03A3n ~ (-En) ~ u-1 ~ u].
Durch Konstruktion einer geeigneten Abbildung zeigen wir nun,
daß rn 2013 r’n v-nullhomotop in K ist.
Wir stellen rn - r/n als Bild einer orientierten Sphâre Sen dar, an

die in einem ausgezeichneten Punkt e ein geschlossener 1-dimen-
sionaler Weg 1ro und sein reziproker rv-1 angehângt sind,.9) Mn-1
sei ein Meridian von Jn, auf dem e liegt. yn berande die (n + 1 )-
dimensionale Vollkugel Un+1, En berande Vn+l. Un+1 sei hinrei-
chend fein simplizial untergeteilt - im Hinblick auf die Kon-
struierbarkeit der zu definierenden simplizialen Abbildung 9 -
und die simpliziale Einteilung werde so gewählt, daB sie symme-
trisch bezüglich der n-dimensionalen Hyperebene ist, in der Mn-1
liegt. Dadurch sind insbesondere die beiden Hemisphâren iH?1,

9) Man müsste eigentlich auch noch Jn ~ m ~ -1 auf eine Sphâre beziehen,
soda6 rn2013r’n als Bild einer Sphâre allein dargestellt ware. Man kann aber hier
wohl davon absehen, weil der Beitrag des Bildes von m ~ m-1 zur Nullsphârode
unwesentlich ist.
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IIHn, in die Jn durch Mn-1 zerlegt wird, isomorph untergeteilt,
wobei die isomorphe Zuordnung der Simplexe von IHn zu denen
von IIHn durch die, durch die Symmetrie gestiftete, isomorphe
Zuordnung der Simplexe der beiden Hàlften ,En+’, IIEn+1 von
Un+1 induziert ist. Nun sei 9 eine simpliziale Abbildung von
1Jn+l ~ m fli m-1 auf Vn+1 ~ (- Vn+1) EB u-1 fli u, die den fol-

genden Bedingungen genügt:

wobei, als Zusatzforderung zu (4), verlangt wird, daß

für je zwei durch die Unterteilungs-Isomorphie einander zugeord-
nete Simplexe Ix, IIx von IEn+1 bzw. IIEn+1 gelte. (5) bedeutet,
explizite gesagt: Bildet G ein Simplex Ix von IEn+1 auf das
Simplex X von Vn+1 ab, so werde IIx von IIEn+1 auf dasjenige
Simplex 2013 X von - Vn+1 abgebildet, das bei der durch Um-
orientierung von Vn+1 gestifteten natürlichen Isomorphie der

simplizialen Einteilungen von Vn+1 und Vn+1 dem Simplex X
entspricht. Die durch die Abbildung 9 induzierte "Rand-Abbil-
dung" F von !7n ~ m ~ tu-1 auf In ~ (201303A3n) ~ u-1 ~ u erfüllt
naturgemaB die Bedingungen (1*), (2*), (3*), die aus (1), (2),
(3) durch Ersetzen von G durch F entstehen, und - an Stelle
von (4) - die Bedingung

sowie

wobei Ix, IIx einander entsprechende Simplexe von IHn bzw. IIHn
sind. Da die r" und r’n ursprünglich definierende Abbildung F,
infolge ihrer Eindeutigkeit, auf En und - En die Eigenschaft hat,
daB

für jedes Simplex X von In und das entsprechende - X von
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2013 03A3n ist, erhalten wir die gewünschte Darstellung der Nullsphàro-
de ’fn - ’f’n als Bild von S°n C ? fl3 w-1 vermittels des Produkts

J der Abbildungen F und F :

Daß Ïn 2013 r’n in der Tat eine Nullsphâroden ist, folgt dabei speziell
aus (5*) und (6) und der Définition aus 2.1; es ist nâmiich

F(IIx) = 2013X, wenn F(Ix) - X ist (gemaB (5*)) und somit
(gemäß (6)): ((IIx)) - (F(Ix)), d.h.

Die Abbildung J(Jn) und also aucli die Abbildung J(Jn~m~m-1),
die rn 2013 r’n darstellt, hat daher auf jedem Simplex in K den
Grad Null. 

Ist G eine simpliziale Abbildung von Vn+1 in K, die Erweiterung
von p(En) ist, so gilt, in Analogie zu (6), für G:

wenu X ein Simplex von Vn+1 ulld X das entsprechende Sim-
plex von Vn+1 ist, das durch Umoricntierung von Vn+1 aus X
hervorgeht. Wir betrachten die Produktabbildung  von G und
0 ist eine Abbildung von Un+1 ~ m ED W-1 in R, die - auf
Un+1 betrachtet - eine v-Deformation von rn 2013 r’n als Null-

spharode über 1 Dn+l I hinweg bestimmt. Denn auf Grund von (5)
und (8) folgt (IIx) = 2013 (Ix), was, im Verein mit (7), für

in - iln bedeutet, daB man diese Nullsphâroden durch eine end-
liche Kette von elementaren simplizialen v-Deformationen (cf. 2.5)
über 1 |Dn+1| in das (S-Bild von ? und W-1 überführen kann. Da
schlieBlich dieser hin- und zurückdurchlaufene 1-dimensionale

Weg trivialerweise auf Rn in den Bezugspunkt 0 deformierbar ist,
ist damit bewiesen, daß rn - t’n, und folglich auch rn 2013 r’n, eine
auf K v-nullhomotope Nullsphâroden ist.

03B2) "nur dann" (notwendig) : eine v-nullhomotope Nullsphârode
0Sn repräsentiert als Reprasentant eines Elements von 0393n(Kn)
betrachtet - sogar ein Element von Pn0(Kn, K), d.h. ist auf Kn
homotop einer Sphârode von der Form 03A3(rn 2013 r’n). Aequivalent
damit ist: Sind 0Snk, 0Snl zwei Nullsphâroden, die einander in K
v-homotop sind, so ist ihre Differenz 0Snl 2013 0Snk auf Kn deformierbar
in eine Sphârode von der Form S(rn2013r’n). DaB 0Snk, 0Snl v-homo-
top sind, heiBt, daB es zwischen ihnen eine endliche Folge von
Nullsphàroden gibt derart, daB je zwei aufeinanderfolgende durch
Anwendung einer elementaren simplizialen v-Deformation aus-
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einander hervorgehen (cf. 2.5.). Es genügt daher zu beweisen:
Geht OC2 aus 0Sn1 durch eine elementare simpliziale v-Deformation
auf K hervor, so ist Oe2 2013 0Sn1 auf Kn homotop einer Sphârode von
der Form r" - rln.
DaB 0Sn2 aus 0Sn1 durch Anwendung einer elementaren simplizia-

len v-Deformation hervorgeht, heiBt (gemäß 2.6), daB es eine

Abbildung F von (Sn ~ Vn+1 fl3 Vn+1) in K gibt, die eine Er-

weiterung von f(Sn) - 0Sn1 ist (f(Sn) = F(Sn)) und für die

F(Wn+1)=2013F(W’n+1), sowie speziell F(Z) = 2013 F(Z’), gilt.
(cf. 2.6.). Dabei ist 0Sn2 dargestellt durch F(S" fli Sn fl3 S’n). Die
in K v-nullhomotope Nullsphârode 0Sn2 2013 0Sn1 ist dann (gemâb 2.3
und 2.4) bestimmt durch die Abbildung F von S n ~ Sn fli S’n fl3

( Sn) in K. Weil nun F(2013 Sn) und F(Sn) bis auf die Orientie-
rung einander gleich sind, kann man 0Sn2 - 0Sn1 in En auf eine
Sphârode n von folgender Gestalt zusammenziehen (n ist sogar
eine Nullsphârode wegen der Trivialitât der Deformationen auf
Kn) : n besteht aus zwei am Bezugspunkt 0 ~ Kn haftenden Sphä-
roden, nàmlich aus den bis auf entgegengesetzte Orientierung
gleichen F(Z) und F(Z’), die beide den Punkt A ~ Kn enthalten,
und mit 0 durch 1-dimensionale Wege (die F-Bilder von u, u’ und
iliren reziproken ) verbunden sind. (cf. 2.6.). Daraus ergibt sich,
daß 2013 wenn wir für den Moment die F(Z) enthaltende Sphârode tn,
diejenige die F(Z’) enthält t’ n nennen - t’ n auf Kn freihomotop zu
t n ist. Weil nun tn, tn durch den v-DeformationsprozeB einer Null-
sphärode definiert sind, d.h. weil im besonderen F(Z) und F(Z’)
in K auf einen Punkt (nâmlieh A ) zusammengezogen werden
kônnen, und somit tn und t’ n in den Punkt 0 deformierbar sind,
haben t n bzw. tn die Bedeutung der oben genannten Sphâroden rn
bzw. r’n, und n ist von der Form r" 2013 r’n. Daher ist 0Sn2 2013 0Sn1 auf
K n in eine Sphârode von der Form rn - t’n deformierbar. Damit
ist Satz 1 bewiesen.

BEMERKUNG: Dieser Beweis gilt auch für den 1-dimensionalen
Fall, d.h. für Nullwege, wo es auf die Reihenfolge der Wege an-
kommt ; nur ist es hier notwendig, bei der topologischen Summen-
bildung im Urbild sich auf eine geeignete Reihenfolge der Sum-
manden festzulegen. Um das zu illustrieren, skizzieren wir hier als
Beispiel den letzten Teil des Beweises noch einmal für den Spezial-
fall der Nullwege. Man geht hier z.B. zweckmaBig von der Dar-
stellung von 0S11 und 0S12 in folgender Form aus: 0S11 = F(S1),
0S12 = F(Sl ~ 5’1 EB S1). 0S12 - 0S11 ist dann gegeben durch

F(S1 fl3 S’1 fl3 Sl fl3 (- S1)) und kann auf K1 deformiert werden
in einen Nullweg n von folgender Gestalt. Setzen wir F(Z) = R,



108

F(Z’) - R’, woraus wegen F(Z’) = 2013F(Z) folgt R’ - R-1, und
ist F(u) = U, F(u’) = U’ (u, u’ 1-dimensionale Wege auf Sl von
o nach a bzw. a’ (cf. 2.6. ) ), so ist n von der Form UR U-1. U’R-1
U’-1. Da R in K auf einen Punkt, nâmlieh den Punkt A = F(a) =
F(a’ ), zusammenziehbar ist, ist URU-1 . U’R-1U’-1 in der Tat ein
Weg von der Form t’ - t’l, denn UR U-1 . U’R-1U’-1 ist auf KI
deformierbar in

§ 4. Eine Untergruppe der Nullsphârodengruppe.
4.1. Sind Sn und S’n zwei n-dimensionale Sphâroden, die

einander auf Kn freihomotop sind, so ist die Sphârode en - e’n
eine Nullspliârode in En. Dies ergibt sich leicht aus der Betrach-
tung des Grades der Abbildung der Urbildsphäre 03A3n in En, durch
welche die Sphârode en 2013 S’n bestimmt ist.

4.2. Wir betrachten nun solche Nullsphàroden in En, die durch
Zusammensetzung von Nullsphàroden von der Form en - S’n
entstanden sind. Zum Unterschied von den in 2.1. definierten und

bisher betrachteten (,,allgemeinen") Nullsphàroden môgen die
soeben definierten Nullsphâroden als "spezielle Nullsphäroden"
bezeichnet werden. Während die allgemeinen Nullsphàroden an-
schaulich dadurch charakterisiert sind, daB jedes n-dimensionale
Simplex VOIl Kn gleichoft in positiver wie in negativer Orientierung
von ihnen bedeckt wird, lassen sich die speziellen Nullsphârode
anschaulich etwa so deuten: Die simpliziale Abbildung 99 der Ur-
bildsphâre En bestimmt eine spezielle Nullsphâroden, wenn jede
n-dimensionale simpliziale orientierte Sphâre in K gleichoft in
positiver wie in negativer Orientierung durch ~(03A3n) bedeckt wird.

4.3. Der Deformationsbegriff wird für die speziellen Null-

sphäroden genauso erklàrt wie für die allgemeinen, nàmlich als
v-Deformation (cf. 2.5). Dies ist môglich, weil bei dem v-Deforma-
tionsprozeB bei einem elementaren Schritt (cf. 2.5.) stets das Bild
einer n-dimensionalen Sphâre als Ganzes in beiden Orientierungen
in die Nullsphâroden eingefügt (oder aus ihr entfernt) wird. Die
allgemeine Forderung, daB eine Nullsphâroden während der v-De-
formation, d.h. bei jedem ihrer elementaren Schritte, eine Null-
sphärode gleicher Art (speziell", "allgemein" ) bleiben soll, wird
somit erfüllt.

Zwecks Ausführung einer v-Deformation ist es gut, die Null-
sphârode en 2013 S’n als Bild einer (Urbild-) Sphâre Jn zu betrach-
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ten, was durch eine Parametertransformation" von der früher
beschriebenen Art (1.2, 2.3) geschehen kann.

4.4. Auf Grund des v-Deformationsbegriffs lassen sich Klassen
von speziellen Nullsphàroden der Dimension n bilden: Die v-Homo-
topieklassen der an einem Punkte 0 in En haftenden speziellen
Nullsphâroden. Es ist leicht zu sehen, daB diese Klassen eine

Gruppe bilden, die Gruppe 03A8n0(K) der speziellen n-dimensionalen
Nullsphâroden von K.

4.5. Wie in 2.9 für die allgemeinen Nullsphàrodengruppen,
h,Bt sich auch hier, analog zu 03A8n0(K), die Gruppe 03A8n0(Kn) der
speziellen n-dimensionalen Nullsphâroden des Gerüstpolyeders K n
bilden. Man muB nur - unter Beibehaltung der übrigen Defini-
tionen - den in 2.9 erwâhnten Begriff der trivialen Deformation
verwenden.

4.6. Die Strukturen von 03A8n0(K) und 03A8n0(Kn): Zunâchst ergibt
sich aus den Definitionen der allgemeinen und speziellen Null-
sphärodengruppen, daB

ist. Ferner gelten in Analogie zu den Sätzen von § 3 die Sâtze :
SATZ II: 03A8n0(K) ist isomorph der Faktorgruppe

03A0n0(Kn)/Pn0(K, Kn).
SATZ II’: 03A8n0(Kn) ist isomorph der Gruppe 03A0n0(Kn).
SATZ II": 03A8n0(K) ist homomorphes Bild der Gruppe 03A8n0(Kn).

Die Sâtze II’ und II" ergeben sich aus Satz II; Satz II là0t sich
analog, zum Teil sogar wôrtlich gleich beweisen wie Satz 1 in § 3.

4.7. BEMERKUNG: In der Dimension n = 1 fallen die Grup-
pen 03A81(K) und 03A810(K), und ebenso 1JIl(Kl) und 03A810(K1) paarweise
zusammen. Das beruht darauf, daB man jede eindimensionale
Nullsphârode allein durch triviale Deformationen (d.h. auf Kl) in
eine spezielle (eindimensionale) Nullsphâroden überführen kann.

§ 5. Die reduzierten Nulispharodengruppen.
5.1. Wir betrachten jetzt die Faktorgruppe 03A9n(K’) =

03A8n(K)/03A8n0(K) der Nullsphârodengruppe 03A8n(K) eines zusammen-
hângenden Polyeders K nach der Untergruppe der speziellen Null-
sphärodengruppe 03A8n0(K) von K. Analog bilden wir für das n-di-
mensionale Gerüstpolyeder Kn des in (beliebiger) fester simplizia-
ler Einteilung gegebenen Polyeders E die Gruppe 03A9n(Rn) =
03A8n(Kn)/03A8n0(Kn). 03A9n(K) bzw. 03A9n(Kn) môge - aus Gründen, die
aus 5.4 hervorgehen - die Gruppe der n-dimensionalen reduzier-
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ten Nullsphâroden oder kürzer die reduzierte n-dimensionale Null-
sphärodengruppe von K bzw. Kn heißen.

5.2. Die Struktur von 03A9n(K) bzw. 03A9n(Kn) ergibt sich unmittel-
bar aus den Strukturen der Gruppen 03A8n(K), 03A8n0(K), 03A8n(Kn),
03A8n0(Kn). Aus Satz I (cf. 3.2), Satz II (cf. 4.6) und einem bekannten
gruppentheorctischen Isomorphiesatz folgt nämlich:

SATZ III : Die Gruppe 03A9n(K) der reduzierte’n Nullsphäroden des
Polyeders K ist isomorph der Faktorgruppe 0393n(Kn)/03A0n0(Kn).
Nun ersieht man andererseits aus Satz I’ (cf. 3.2) und Satz II’

(cf. 4.6), daB auch Qn(Rn) isomorph zur Gruppe rn(Rn)jII;(Kn)
ist. Daraus und aus Satz III ergibt sich
SATZ IV: Die Gruppe 03A9n(K) der reduzieten Nullsphâroden des

Polyeders K ist isoinorph zur Gru p pe D n (R n) der reduzierten Nitll-
späroden des Gerüstpolyeders Kn.
Aus diesen beiden Satzen und aus der "Bemerkul1g" 4.7 folgt

speziell für die Dimensioiiszahl n = 1 das
KOROLLAR: Die 1-dimensionale red1lzierte Nullsphärodengruppe

d.h. die redttzierte Nullzvegegruppe 03A91(K) eines Polyeders K und
dieienige, 03A91(K1), des 1-dimensionalen Gerüstpolyeders RI bestehen
beide aus dem Einseleinent allein.
Wir wenden uns nun der geonietrischen Charakterisierung der

reduzierten Nullsphârodengruppen zu:
5.3 Es sei 0Sn eine (im Sinne von 4.2 allgemeine") Null-

sphärode, definiert durch eine Abbildung ~ von 03A3n in K (cf. 2.5).
Als eine "Kappe" En auf der Sphâre En bezeichnen wir j edes Teil-
polyeder von rn, das sieh als topologisch-simphziales Bild eines
(geeignet) simplizial untergeteilten n-dimensionalen Simplexes
auffassen laBt. Insbesondere ist jedes n-dimensionale Simplex von
En eine Kappe auf In. Gibt es nun auf In ein Paar von Kappen
En, E’ n, die bei der 0Sn definierenden Abbildung ~ so in K abge-
bildet werden, daB das Bild des Randes von En und von E’’t ein-
und derselbe Eckpunkt A von K ist, und da0 q(E’n ) = 2013 ~(En)
gilt, so môge der Inbegriff von ~(En) und ~(E’n) eine sphârische
Komponente der Nullsphâroden 0Sn heiBen.
Sphârische Komponenten treten, z.B., bei der elementaren simpli--

zialen v-Deformation einer Nullsphâroden 0Sn1 auf (cf. 2.5). Denn die
an die Urbildsphäre En von 0Sn1 angehängten simplizialen Sphâren
6«, 03C3n03B1’, kônnen als simpliziale Bilder eines Paares von Kappen En,
E’n auf der Urbildsphäre f/n von 0Sn2 aufgefaBt werden, wobei
0Sn2 die Resultat-Nullsphàrode der v-Deformation ist. È(a") und
(03C3n03B1’) (cf. 2.5) bestimmen dann zusammen eine sphârische Kom-
ponente von 0Sn2.
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5.4. Ersetzt man die Abbildung ~ von 03A3n durch eine Abbildung
99 von 03A3n in K, die für alle Paare von Kappen En03BC, E’n03BC (,u = 1, 2,
..., m), die Urbilder sphärischer Komponenten von 0Sn sind,
konstant ist, sonst aber auf 03A3n mit ~ übereinstimmt, so bedeutet
dies eine Fortlassung (Reduktion") der sphârischen Kompo-
nenten der Nullsphârode °5n. Eine durch diesen ReduktionsprozeB
aus °5n entstandene Nullsphâroden heiBt eine (in bezug auf ihre
sphârischen Komponenten) reduzierte Nullsphâroden. Die redu-
zierte Nullsphârode braucht im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt zu sein. Zu einer Kappe Ei auf In kann es nàmlich mehrere
Kappen 1En1, 2En1,..., kEn1 geben, so dass E" mit jeder dieser iE"
zu einem Kappenpaar vereinigt werden kann, das durch den Re-
duktionsprozeB eliminiert wird. Die verschiedenen Paarungen der
Kappen bedingen dann verschiedene reduzierte Nullsphâroden.
Aber alle diese reduzierten Nullsphàroden stimmen nicht nur als
Bildmengen von 03A3n in K überein was gemaB ihrer Konstruk-
tion selbstverständlich ist -, sondern sie unterscheiden sich auch
von einander - wie man leicht sieht - nur durch eine Null-

sphärode von der Form Sn 2013 S’n (cf. 4.2). Mit anderen Worten:
Rechnet man modulo der Gruppe 03A0n0(Kn) (cf. 4.6 Satz II’), so
hängt der Repräsentant eines Elements der Nullsphàrodengruppe,
das durch eine reduzierte Nullsphâroden dargestellt werden kann,
nicht mehr von der Willkür des ReduktionsprozeBes ab, die bei
der Auswahl der Kappenpaare besteht.

5.5. Dieser Sachverhalt übertràgt sich auch auf die Zusammen-
setzung der reduzierten Nullsphàroden : Bei der Zusammensetzung
zweier reduzierter Nullsphâroden 0Sn1, 0Sn2 wird zunâchst (wie in
2.3 ) die topologische Summe 03A3n1 ED 03A3n2 der beiden Urbildsphàren
03A3n1, 03A3n2 betrachtet. Dabei kann es z.B. auf 03A3n1 eine Kappe 03A3n1 geben,
die mit einer Kappe E" von 03A3n2 gepaart und durch ~* eliminiert
werden kann, sodaB zunâchst eine reduzierbare Nullsphâroden
entsteht. Stellt man diese aber (z.B. in Analogie zu 1.6) als Bild
einer Sphâre yn dar, so erscheinen En1, E" als F-Bilder eines
eliminierbaren Kappenpaares En1, Ci auf Yn und somit J(Jn)
als reduzierte Nullsphâroden, die im angegebenen Sinne (d.h. mod
03A0n0(Kn)) durch 0Sn1 + 0Sn2 eindeutig bestimmt ist.

Das Inverse einer reduzierten Nullsphâroden ist, wie man un-
mittelbar sieht, ebenfalls eine reduzierte Nullsphârode. Die De-
formation der n-dimensionalen reduzierten Nullsphàroden erfolgt
ganz auf dem n-dimènsionalen Gerüstpolyeder Kn (cf. Satz IV,
5.2), ist also dasselbe wie die in 2.9 beschriebene triviale Deforma-
tion, und erhâlt daher die Eigenschaft der Reduziertheit einer
Nullsphâroden.
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5.6. Aus der Eindeutigkeit der reduzierten Nullsphàroden und
ihrer Zusammensetzung modulo der Guppe n;(Kn) ergibt sich die
Möglichkeit der Deutung der Gruppen rn(R ) bzw. 03A9n(Kn) als
Nullsphàrodengruppen, deren Elemente durch reduzierte Null-
sphäroden reprâsentiert werden kônnen.

§ 6. Beziehungen zu Satzen von H. Hopf.

6.1. Alle Nullsphàrodengruppen, die bisher betrachtet wurden,
lassen sich auch fur den stetigen Fall, d.h. für stetige Abbildungen
einer n-dimensionalen Sphâre S n in ein Polyeder K und stetige
v-Deformationen dieser Abbildungen definieren. Es gelten für die
stetigen Nullsphiirodengruppen dieselben Sâtze wie für die kombi-
natorischen (d.h. simplizialen). Unter Nullsphàrodengruppen ver-
stehen wir daher jetzt auch die stetigen Nullsphàrodengruppen.
Die Nullsphärodengruppen sind topologische Invarianten des Poly-
eders, für das sie definiert sind. (Daraus ergibt sich u.a. auch die
Unabhängigkeit der kombinatorischen Nullsphàrodengruppen von
der Simplizialzerlegung des Polyeders K.) Der Nachweis dieser
Tatsachen wird in § 7 skizziert. Hier wollen wir als Anwendung der
bisherigen Ergebnisse - unter Vorwegnahme der Resultate von
§ 7 - Beziehungen zu Satzen von H. Hopf herstellen.

6.2. H. Hopf hat bei seinen Untersuchungen [4] der Zusam-
11lenhange zwischen Fundamentalgruppe und Homologiegruppen
auf algebraische Weise unendliche Folgen von Abelschen Gruppen
1I, 2I, ... eingeführt, die jeder abstrakten Gruppe 0 und jedem
Ring I mit Einselement eindeutig zugeordnet werden kônnen. Ist
I der Ring der ganzen Zahlen (in welchem Fall man statt OE)
einfach k (k = 1, 2, ... ) schreibt) und faBt man  als Funda-

mentalgruppe eines zusammenhângenden Polyeders R auf, so be-
sagt eines der Hopfschen Ergebnisse, daB die r-te Homologie-
gruppe Hr(K) von K isomorph der Gruppe r (1 ~ r  n), und
somit durch OE bestimmt ist, falls K in den Dimensionen r mit
1  r ~ n asphârisch ist. Es entsteht die Frage, ob und wie die
Gruppen Qik mit den gewôhnlichen Homotopiegruppen oder den
Nullsphàrodengruppen zusammenhângend.

6.3. Zunâchst gilt für die Dimensionszahlen k = 1 und k = 2
nach H. Hopf [4] : Ist 03 die Fundamentalgruppe von K, so ist 1
isomorph der Faktorgruppe von (S nach ihrer Kommutatorgruppe
OE, und die Gruppe 2 ist ebenfalls durch OE bestimmt, indem 0E2
isomorph der (in der Einleitung in No. 3 erwàhnten ) Gruppe *1
ist. Dadurch ist bereits 2 mit der Homotopietheorie in Zusammen-



113

hang gebracht, wie dies auBerdem noch aus dem Hopfschen Be-
griff des Homotopierandes erhellt, der geometrisch der Definition
der Gruppe *1 zugrundeliegt. Wir wollen hier für 0E2 einen kleinen
Schritt weiter in dieser Richtung gehen: Von der zu Q52 isomorphen
(Abelschen ) Gruppe *1 hat Hopf gruppentheoretisch gezeigt, daB
sie Untergruppe einer (im allgemeinen nichtkommutativen)
Gruppe * ist. (* ist, cf. Einleitung No. 3, isomorph zu /(R),
oder, in der Bézeichnungsweise von 3.1, isomorph der Gruppe
03931(K1)/P10(K1, K).) Die Gruppe * läßt sich nun geometrisch
charakterisieren durch Satz I (cf. 3.2), formuliert für den Spezial-
fall der Dimension n = 1:

KOROLLAR zu Satz I: Die Gruppe * ist isomorph der eindi-
mensionalen Nullsphärodengruppe 03A81(K), d. h. der Nullwegegruppe,
von K.
Auf Grund dieses Korollars ist die Gruppe 0E2 als Untergruppe

der Nullwegegruppe, also ganz im Rahmen der Homotopietheorie,
dargestellt.

6.4. Für die hôheren Dimensionszahlen k (&#x3E; 2) zeigt es sich,
daB die Gruppen k den reduzierten Nullsphàrodengruppen
(cf. 5.1) der Dimension k - 1 isomorph sind, und zwar für k = 3
stets, für k &#x3E; 3 im allgemeinen nur unter einschränkenden Vor-
aussetzungen über das Polyeder K. Dies folgt aus einem weiteren
Ergebnis von H. Hopf aus dem genannten Problemkreis, namlicll
aus dem Satz, daB für ein Polyeder K, das asphârisch in den
Dimensionen r (1  r  n) ist, die Gruppe Qin+’ isomorph der
Gruppe dn(Kn) = 0393n(Kn)/03A0n0)(Kn) (cf. 3.1 b)) ist, Wo Kn das
n-dimensionale Gerüstpolyeder, (n &#x3E; 1), von K ist [5]. Daraus
und aus Satz III (cf. 5.2) ergibt sich der die obige Aussage ent-
haltende

SATZ V: Die Struktur der Gruppe Qn(K) der reduzierten n-di-
mensionalen Nullsphâroden des Polyeders K ist bereits durch die
Struktur der Fundamentalgruppe  von K bestimmt, sofern K
asphârisch in den Dimensionen r (1  r  n ) ist, und zwar durch
den Isomorphismus: 03A9n ( ) ~ n+1 (n &#x3E; 1).

Als Spezialfall davon gilt (wegen der in diesem Falle leeren
Voraussetzung) :
KOROLLAR zu Satz V: Die Gruppe Q2(K) der zweidimen-

sionalen reduzierten Nullsphäroden von K ist in ihrer Struktur

stets durch die Fundamentalgruppe  von K bestimmt, nâmlich
durch Q2(K) = 3.
Zusammenfassend là0t sich also für die reduzierten Null-

sphärodengruppen in den Dimensionen 1 und 2 behaupten:
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SATZ VI: Es gilt stets 03A91(K) = 0 (d.h. 03A91(K) besteht aus dem
Nullele1nent allein) ’und 03A92(K) ~ 033.

6.5. Aus dem in 6.4 genannten Hopfschen Satz und aus der
Tatsache, daB die Gruppe n+1 als Funktion der Fundamental-
gruppe 03 topologisch invariant mit R verknüpft ist, ergibt sich
unmittelbar, daB für den Spezialfall der Asphärizität von K (cf.
6.4) die von K’t abhàngige Gruppe Jn(En ) eine topologische In-
variante von K ist. Auf Grund ,rOll Satz III und Satz IV (cf. 5.2)
folgt nun (wegen der topologischen Invarianz der Nullsphàroden-
gruppen (cf. § 7)), daB dies auch unabhàngig von der Asphârizitât
gilt, d.h.:

SATZ VII: Die fii; das Gerüstpolyeder Kn definierte Gruppe
zl’(KII) ist eine topologische I nvariante des Polyeders K.
Da nach der Bemerkung von 4.7 und den Sätzen I’ (cf. 3.2 ) und

II’ (cf. -1.6) die Gruppe 03A91(K1) und somit auch 03941(K1) nur aus dem
Einselement besteht, ist diese Aussage auch nur wesentlich für
1t &#x3E; 1.

Die geometrische Interprétation dieses Sachverhalts ist der
SATZ VIII: Die Gruppe Qn(Rn) der reduzierten n-dimensionalen

Nullsphiiroden des Gerüstpolyeders K n von K ist eine topologische
Invariante des Polyeders K.

6.6. Bezeichnen wir für den Moment die Gruppe 0394n(Kn) als
von K abhangige Gruppe mit d n(K). Dann folgt aus einem Satz
von H. Hopf [5, Satz III], daB die Gruppe 0394n(K) (=0393n(K)/03A0n0(K))
homomorphes Bild von d’z (K ) ist und daß der Kern dieses Homo-
morphismus isomorph zur Faktorgruppe der (n + 1 )-ten Homo-
logiegruppe Hn+1 nach der Gruppe der (n + 1 )-dimensionalen
Henkelmannigfaltigkeiten 9n+l von K ist. Es ist zu vermuten,
daB sich dieser Homomorphismus und damit die Gruppen
Hn+1/Jn+1 und 0394n(K) geometrisch mit Hilfe der reduzierten Null-
sphäroden interpretieren lassen, doch bleibt diese Frage noch offen.

6.7. Wenn das Polyeder einfach zusammenhängend ist, also
03A0n0(Kn) = 0 ist, ist nach Satz II’ (cf. 4.6) auch 03A8n0(Kn) = 0 und
foiglich nach Satz II" (cf. 4.6) auch 03A8n0(K) = 0. Wegen Satz III
(cf. 5.2) ist somit die reduzierte Nullsphàrodengruppe S2n(K) iso-
morph der (allgemeinen) Nullsphârodengruppe 03A8n(K) und nach
Satz III und IV (cf. 5.2) ist sogar 03A8n(K) ~ pn(Kn). D.h., in

diesem Fall sind nicht nur die reduzierten n-dimensionalen Null-

spharodengruppen von K und Kn einander gleich, sondern sogar
die Nullsphärodengruppen selbst, und es gilt:
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Aus der topologischen Invarianz von 0394n(Kn) für K (Satz VII)
ergibt sich somit: 

SATZ IX: Ist das Polyeder K einfach zusammenhângend, so ist
die Gruppe 03A8n(Kn) der n-dimensionalen Nullsphäroden des Gerüst-
polyeders Kn eine topologische Invariante von K.

§ 7. Die stetigen Nullsphàrodengruppen. Topologische
Invarianz der Nullsphärodengruppen. (Skizze.)

7.1. Eine n-dimensionale stetige Nullsphâroden 05 n ist definiert
als der Limes einer gleichmaBig konvergenten Folge 0Sn1, 05;, ...
von kombinatorischen (d.h. simplizialen) Nullsphàroden in K

(bzw. K ). (Als Limes einer gleichmaBig konvergenten Folge von
simplizialen (also stetigen) Abbildungen einer n-dimensionalen
Sphâre (also einer kompakten Punktmenge) ist die Limes-Ab-

bildung, die die stetige Nullsphârode definiert, eine stetige Ab-
bildung der Sn. ) Die Folge der kombinatorischen Nullsphâroden
ist dabei auf einer Folge von Unterteilungen von K gegeben.

Zwei stetige Nullsphàroden sind einander in K stetig v-homotop,
wenn sie sich unter Festhaltung eines Punktes in K so ineinander
stetig deformieren lassen, daB jede Zwischensphärode" eine

stetige Nullsphâroden (im Sinne der obigen Definition) ist. Auf

Grund dieses v-Homotopiebegriffs bilden die Klassen der stetigen
Nullsphàroden (in Bezug auf einen festen Aufpunkt 0 in K ) eine
spezielle stetige Homotopiegruppe von K, die wir auch mit 03A8n(K)
bezeichnen.

7.2. Sei K0 eine (feste) Simplizialzerlegung des Polyeders K,
und K1, K2, ... eine Folge von Unterteilungen von Ko. Mit Hilfe
dieser Folge sei die stetige Nullsphàrodengruppe 03A8n(K0) definiert.
Die kombinatorische Nullsphàrodengruppe von Ko bezeichnen
wir für den Moment mit n(K0). Unter der Voraussetzung der
(später bewiesenen) Unterteilungsinvarianz von pn(Ko), d.h. bei
Annahme, daB

ist, läßt sich leicht zeigen, daB dann

gilt. Sind nämlich ipo, -y,, 2, ... Elemente der Gruppen n(K0),
ÎJ- (Kl), pn(K2), ..., die in natürlicher Weise durch den Unter-
teilungsprozeB von Ko einander zugeordnet sind - eine ip, re-
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präsentierende Nullsphârode entsteht durch Unterteilung einer
i-1 repräsentierenden Nullsphâroden (i = 1, 2, ...) - so kann
man sie wegen (1) direkt identifizieren und diese Identifizierung
auf das Element 03C8 von 03A8n(K0) fortsetzen, das der Limes von 1po,
1, 2, ... ist. Die Identifizierung vermittelt den Isomorphismus

(2).. Andererseits folgt aus der Unterteilungsinvarianz von 03A8n(K0)
die Unabhängigkeit der kombinatorischen Nulsphàrodengruppe
von der Simplizialzerleguilg von K. Man kann somit von der kom-
binatorischen, und ebenso von der stetigen Nullsphârodengruppe
von K sprechen. Dann folgt aus (2)

SATZ X: Die stetige ist der kombinatorischen Ntillsphâroden-
gruppe isomorph.

7.3. Es sei - indem wir zur alten Bezeichnung zurückkehren
2013 03A8n(K) die kombinatorische Nulisphârodengruppe einer (festen)
Simplizialzerlegwng K von R. Es soll zunâchst die Unterteilungs-
invariani von 03A8n(K) bewiesen werden. Kn+1 sei der (n + 1 )-
dimensionale Gerüstkomplex von K, Kn+11 eine simpliziale Unter-
teilung von Kn+1. Ist x die identische simpliziale Abbildung von
Kn+1 auf sich, so heiBt die simpliziale Abbildung 03BC von Kn+11 auf
K’i+1 eine Modifikation von x, wenn jeder Eckpunkt P von Kn+11
bei 03BC in einen Eckpunkt desjenigen Simplexes kleinster Dimension
von Kn+l übergeht, auf dem er liegt. (cf. [1 ], p. 316). Wir werden
,u (als Modifikation der Identitat) einfach Modifikation nennen.
(Sie ist eine spezielle stetige Verzerrung der Unterteilung auf den
untergeteilten Komplex. ) Der Satz von der Unterteilungsinvarianz,
von pn (K) lâbt sich dann zurückführen auf den

SATZ XI: Die Gruppe der kombinatorischen Nullsphârode
03A8n(K) ist modifikationsinvariant.
Beweis: Es genügt offenbar, it innerhalb eines untergeteilten

Simplexes von Kn+1 zu betrachten. Ist 03A8n(Kn+11) die Nullsphàro-
dengruppe von Kn+11, so ist also zu zeigen, daB durch 03BC eine iso-
morphe Abbildung in von 03A8n(Kn+11) auf 03A8n(03BC(Kn+11)) = 03A8n(Kn+1)
bewirkt wird.
Da Nullsphâroden auf K auch solche auf K, sind, und auf K

v-homotope Nullsphàroden von K a fortiori v-homotop auf Kl
sind, kann einem Element von 03A8n(Kn+1) stets ein Element von
03A8n(Kn+11) eindeutig zugeordnet werden. Die Zuordnung wird
durch 03BC(Kn+1) = Kn+1 (Identität) gegeben.
Es bleibt zu beweisen:

Behauptung I ) : Einer Nullsphâroden 0S1 von K, wird durch it
eindeutig eine Nuilsphärode 0S von K zugeordnet.
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Behauptung II): Sind zwei Nullsphàroden von K, 0SI, 0SII,
v-homotop in Ki, so lâ8t sich durch ,u der DeformationsprozeB
auf Kl in einen solchen auf K überführen; Oei und 0SII sind dann
auch auf K v-homotop.
Behauptung I ) folgt aus der Tatsache, daB wenn ein n-dimen-

sionales Simplex X von Ki in der Nullsphâroden °% mit dem Grade
Null auftritt, auch 03BC(X) entweder mit dem Grade Null auftritt
(wenn p(X) n-dimensional ist), oder von niedrigerer Dimension
als n ist, also die Nullsphàrodeneigenschaft von 0S nicht stôrt.
Behauptung II) ergibt sich folgendermaBen: Daß 0SI und 0SII

in Kn+11 einander v-homotop sind, heiBt, daB es endlich viele Null-
sphäroden 0S1, 0(1)S2, ..., 0(1)Sk-1, 0Sk auf Kn+11 gibt derart, daB jede
aus der vorhergehenden durch Anwendung einer elementaren sim-
plizialen v-Deformation (cf. 2.5) auf Kn+11 hervorgeht, und daB
0S1 = 0SI und 0Sk = 0SII ist. Bei einer elementaren simplizialen
v-Deformation tritt (im nicht-trivialen Falle (cf. 2.5)) ein (n+1)-’ 
dimensionales Simplex von Kn+11 auf, das vom deformierten Teil
der Nullsphâroden berandet wird (cf. 2.5). Dieses wird durch p auf
ein hôchstens (n + 1 )-dimensionales Simplex von Kn+1 abgebildet,
wobei gemäss Behauptung I ) die Gradbedingung für den beran-
denden Teil der Nullsphâroden erhalten bleibt. 03BC führt daher eine
elementare simpliziale v-Deformation auf Kï+l in eine solche auf
Kn+1 über, die eventuell trivial (im Sinne von 2.5) sein kann. Des-
wegen und wegen Behauptung I) entsprechen bei 03BC den Null-
Sphâroden 0S1, 0(1)S2, ..., 0(1)Sk-1, 0Sk Nullsphäroden 0S1, 0S2, ... 
0Sk-1, oek auf Kn, von denen jede aus der vorhergehenden durch
Ausübung einer elementaren simplizialen v-Deformation auf Kn+1
entsteht. Es ist daher Behauptung II) und damit Satz XI be-
wiesen.

7.4. wir kommen zu

SATZ XII: Die Nullsphärodengruppen eines Polyeders sind to-
pologische Invarianten des Polyeders.
Wir führen den Beweis dieses Satzes hier nicht durch, sondern

bemerken, daB sich dieser Beweis mit Hilfe der analogen Schritte
ausführen laBt, die beim Beweis der topologischen Invarianz der
Bettischen Gruppen vorgenommen werden, wie er in [1 ], Kapitel
VIII, § 4, dargestellt ist. Dieser Beweis erfährt sogar in seinem
Hauptteil, dem Beweis des "Produktsatzes" (cf. [1], loc. cit.) eine
Vereinfachung, da hier die Unterteilungsinvarianz die Benutzung
des "allgemeinen Modifikationssatzes" entbehrlich macht. Um

diesen Beweis hiér anwenden zu kônnen, ist zu zeigen, daB bei
einer simplizialen Abbildung von K die Gruppe pn(K) homomorph
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abgebildet wird. Dies folgt aber daraus, daB 1) wegen der Er-
haltung der Gradeigenschaft der Nullsphâroden eine Nullsphâroden
bei simplizialer Abbildung wieder in eine solche übergeht, und
2) eine elementare simpliziale v-Deformation (cf. 2.5) durch eine
simpliziale Abbildung wieder in eine solche (eventuell triviale)
°übergeführt wird. Für den Spezialfall, daB die simpliziale Ab-
bildung eine Modifikation ist, wurde dies beim Beweis von Be-
hauptung I) und II ) oben (7.3) gezeigt. Für (allgemeine) simpli-
ziale Abbildungen lâ8t es sich auf die gleiche Art zeigen.
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