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Eine Verallgemeinerung des Moessnerschen Satzes?)
von

Ivan Paasche

Miinchen

Ausgehend von der natiirlichen Folge 1, 2, 8, ... betrachten

wir das sogleich néher zu erlduternde Streichungs- und Summa-
tionsschema

1|2 8|4 5 6|7 8 9 10| 11.

2 |6 11 |18 26 35 | 46.

(1) 6 | 24 50 | 96.
24 | 120.

120

und stellen uns die Frage, wie groB8 bei gegebenen Abschnitts-
langen 2) der natiirlichen Ausgangsfolge die Zahl sein wird, die
an einer bestimmten spateren Stelle des Schemas steht. Ins-
besondere interessieren wir uns fiir die durch das Sechema ,,er-
zeugten” untersten Zahlen 1 2 6 24 120... der entstehenden
Halbmatrizen. Dabei wurde das Schema (1) nach folgender Vor-

schrift hergestellt, die auch nach rechts hin beliebig weit gelten
soll:

a. Die Lange der Abschnitte wichst nach rechts stets um 1.
b. Jede Zeile A (A =1, 2, 8, ...) ist die Summenfolge der voran-
gehenden Zeile 4 — 1, mit der Einschrinkung, daf in Zeile

A — 1 vor der Summation die letzte (fettgedruckte) Zahl jedes
Abschnitts zu streichen ist.

Allgemeiner kénnen wir in ganz dhnlicher Weise wie oben sagen:
Bestehen zwischen den Elementen Aﬁv von héchstens abzahlbar
vielen Halbmatrizen

0
{1‘1’1 . "A1.1+K, 421 - Ag’w,{l LAY A‘,",HK,. e
(2) [ . .t : :

AK1 K . HE
u Ay AL

1) Vgl das Literaturverzeichnis [1]...[6] am Ende des Aufsatzes, S. 270.
2) Wir deuten die Abschnitte durch senkrechte Striche an.
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mit .
K.,=sK,=...=ZK, <.

die Beziehungen

(8)  Alm=dn A n=142,...

(4) b= Af.',l—}.+K,,+ Aﬁ;l 1 (}f;—: ; :’42—, i{.n” Kn),

(6) A =4, "  Ah=4y

so bedeutet (3) im Verein mit den Anfangswerten (5), daB jede
Zeile A des Schemas (2) die Summenfolge der vorangehenden
Zeile 2 — 1 ist, mit der Einschrankung (4), daB in Zeile 4 — 1
vor der Summation die letzte Zahl jedes Abschnitts zu streichen
ist. Die gestrichenen Zahlen bilden also schlieBlich die maximale
Schriige A% ... 49, +K, ]eder Halbmatrix. Bei vorgegebener Aus-
gangsfolge (Am,) sind die AA | d.h. simtliche Zahlen des Schemas
(2), durch die Formeln (3) (4) (5) eindeutig rekurrent festgelegt.
Dabei wird offenbar jedes A ,, eine Linearverbindung der durch (5)
gegebenen hochstens abzahlbar vielen Zahlen A4, A4,... 4,,..
in der alle spiateren Elemente als 4,, den Koeffizienten Null
erhalten. Es handelt sich also im folgenden um die Bestimmung
der nichtverschwindenden Koeffizienten dieser Linearverbindung.
Indem wir bemerken, da8 durch 4 + » = ¢ = const. die ein-
zelnen Schrigzeilen des Abschnitts n charakterisiert werden, be-
haupten wir die Giiltigkeit von

Satz 1: Die Zahlen
A% A}

n,c—1 ° A:A_l.l

© stimmen bzw. iberein mit den ¢ Anfangskoeffizienten

Bue Boo - Byl

der Nullpunktsentwicklung der erzeugenden rationalen Funktion

(6) F,.(2) = ZBI‘G_” #  (c=1,2,...,1+K,),
u=0

die durch die absteigende Rekursion

Fn,c+l(z) — B?;,c.u + B(,)w alle Bgv = A?w
(7) Fnc(z)z 1+z c:Kn,...,l

definiert ist; der Rekursionsbeginn F, . (z) ist dabei aus

3) Auf y = 1 + K, kommt es offenbar nicht an, da das betreffende Element
gestrichen wird.
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E’:' a. #— B° 4 = B?»,1+K,,
Fn,1+K,‘(z) - Bg,l-i-K” __ pu=0 L 14K, K‘t=k1+"'+kt
® z - 2 1=1,2..n

n -1 Kni1-0 —_—
=2 [( II (1+Qz)kn+l—g) b B2+1..a,x(1+0'—'12)”_1(1+GZ)_x+Kn+l-a]
g=1L1\¢=0 x=1

2u entnehmen. %)

Die Funktion F in (8) ist offenbar eine ganze rationale Funktion
von 2. Ihr Grad ist K, und ihre 1 + K, Koeffizienten

Byr... B?n,1+K,,
bilden, so wird behauptet, die maximale Schrige

K 0
Aup ... Ay ik,

der n-ten Halbmatrix in (2). Die unterste Zahl AXp jeder Halb-
matrix, fiir die wir uns ja besonders interessieren wollten, ist nach
Satz 1 der Koeffizient der héchsten Potenz in (8); indem wir
nach (7)

B?

— AO
n+l—-0,%¢ An+1—o‘,x
setzen, gilt daher

n o—1 Kn+1-0
(9) Afl :BI:I = 2 [( H Qk"ﬂ—o) Z An_’_l_o,,x(o‘—l)““10_”+Kn+1-¢]

o o=1L \¢=1 x=1

mit II =1 im ersten Summanden (¢ = 1).
=1

Wir betrachten zunéchst 8 Spezialfélle und geben, wieder unter
Annahme der Giiltigkeit von Satz 1, jedesmal die zugehdorige
Spezialisierung der Formeln (8) und (9) an, die man unmittelbar
verifiziert. AuBBer im Falle I, wo die Ausdriicke recht uniibersicht-
lich werden, fiigen wir auch noch die spezielle Funktion (6) bei,
aus der sich sofort der Koeffizient A von z* ablesen liBt:

I Kj=...=K,=Kdh ky=...=k,=0:
n K
(8') F,11x(®)= B2,1+K +:2X X Bg+1-a,n(1+‘7_1z)x_1(1+0'z)x_”
o=1 %=1
n K
(9") AE =3 DA o — 1)1 R
o=1 x=1

Dies ist die Saliésche Verallgemeinerung des Moessnerschen
Satzes. %)

4) Die Ueberstreichung in ¢ — 1 soll lediglich eine Klammer sparen, bedeutet
also nicht den Uebergang zum Konjugiertkomplexen.
5) Vgl Lit. [3].
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IL Alle A° = 1:
(67)  Fo®) = (142 I (1 + gaftene (¢ = 4 +9)

. e=1
B I e W L P
e TareeerTu=0 51 Ta LY

Tyteo o +Tp=4

(8”) Foror (8) = T1 (1 + 02)*vice
o=1
9") ALy =11 o¥ar1-0 = 1%a 2%a1 . . . mb1.
o0=1

Setzt man hierin k;, = ... =k, = 1, so kommt 4}, = n!, also

gerade das Beispiel (1), das man ja auch eine Zeile friither mit der
Einheitsfolge 1, 1, 1, . . . hétte beginnen kénnen. Will man jedoch
das Schema (1) selbst ohne diese neue Zeile haben, so setze man

. 0 nt—n
in (7) (8) 45, = —~2—+v und ky, =0, ky=...=k,=1.
III. K,=...=K,=K und alle A° =1, d.h. eine Ver-
schmelzung der Fille I und II:
(6") Fool@) = (L 4+ 2751 + naf (¢ = 4+ )
4 =§:(v+a—1—-K)( K )nl_,
™m0 T A—z
(8") Fo1k(z) = (1 + nz)*
(9"") AE = n¥ (Satz von Moessner).

Um Satz 1 zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB3 die durch
(6) (7) (8) definierten B den gleichen Rekursionsformeln (8) (4)
(5) gehorchen wie die entsprechenden 4, d.h. daB

(8*) Blyi=B,  + B

n,v+1l T n,v+1
(4%) Bf;+1,1 = Bﬁ,1—1+1<, + Bf.“li,l
(5%) B, =4, B%l = B,

fiir die in (8) (4) (5) angegebenen Indexsysteme 7, », 4 ist. Da
jedoch bis auf die Funktion F in (8) alle Funktionen F(2) von
Satz 1 unendliche Reihen in 2 sind, gibt es in Wahrheit sehr viel
mehr Koeffizienten B als Zahlen 4 des Schemas (2), und wir
werden beweisen, daB sogar alle Koeffizienten B aus Satz 1 den
Formeln (8*) (4*) geniigen. M.a.W.: (8*) und (4*) gelten fir
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n=1,2,...
Ai=1,...,K,
v=K,, ...,1,0, —1, —2,....
Die erste Formel (5*) ist nach dem Zusatz in (7) trivial. Um
die zweite Formel (5*) zu beweisen, setzen wir in (6) n = 1 und
¢ = A + 1 und berechnen, von (8) mit n = 1 ausgehend, nach-

einander fiir ¢ = K, . . ., 2, 1 alle Funktionen (7); auf diese Weise
finden wir

A
Fl,l+1(z) = B(l),}.+1 + 2 ZIB(l)x(l +z)l—n (l"'_l = Kl’ [REH 2)
Fu(R) = B(l)l’

also lauter ganze rationale Funktionen mit dem héchsten Koef-
fizienten BY,. Nach (6) ist andererseits, unter Beachtung des
soeben gefundenen endlichen Grades 4,

(10)

A
Fian() =2 Blau ' (A +1=Ky.. 1),
,‘-:

Der Vergleich mit (10) lehrt BY = B, also gerade die zweite
Formel (5%).

Um (38*) zu beweisen, setzen wir (6) fiir ¢ 4+ 1 statt ¢ und (6)
selbst in (7) ein. Das liefert nach beiderseitiger Multiplikation
mit 1 4+ 2

@ -
(1 + z) z B’;.c—[.tz,‘ = Z Bln‘,c+1—,uz" - B?A,G-'—l + B?w'
u=0 p=0
Multipliziert man links aus und setzt sodann beiderseits die
Koeffizienten von z* einander gleich, so kommt

— A
Bi,c—l + Bﬁ,cl—!-l—l =B

n,c41-4 2
d.i. nach der Substitution ¢ — 4 = » gerade Formel (8*).

Um schlieBlich die Giiltigkeit von (4*) zu erkennen, beweisen
wir zuvor den folgenden

Hilfssatz: Zwischen den Koeffizienten «, der Polenzrethe

(11) f(z) = B, 2

u=0
und den von der beliebigen Zahl q abhingigen Koeffizienten
(12) By = Bula)

der Potenzreihe

(18) 0+ 01 1() = Epurr
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besteht der Zusammenhang
A
(14) Pr(d) =X o, (A=0,1,2,...).
§=0

Beweis: Setzt man (11) fir z = 1 ¢ : in (18) fir ¢ = 4 ein,

so ergibt die linke Seite von (13)

1+

Fiir die Potenz ¢* der rechten Seite von (18) liefert nur die end-
liche Summe in (15) einen Beitrag, ndamlich (¢y + ... + «;) ¢,
Nach (12) ist dieses Glied aber gleich dem Glied £;(2)¢* der
rechten Seite von (13), womit (14) bewiesen ist.

(4*) beweisen wir nunmehr wie folgt: Fiir n + 1 statt n ergibt
sich aus (7) durch eine hinreichende Anzahl von Rekursions-
schritten

A ® »
(15) % (1 + o ta, it o+ clzw( ‘ ) :
'u=0 H=1

(16)  Fopoz) = 3 by(c — 1)
u=0

_ . . B?u+1,c+l_ B2+1.c.
(14 z)tmerionn (1 + 2)=Hon ' (1 + )

Der Anfang F,.;,,x,,,(2) dieser Rekursion folgt aus (8) fiir
n -+ 1 statt n, was sich nach Division durch (1 + z) 1+K»n

0
_ Fai14k0s (B)  Bon, vknis — Bsikan _

a0
pX d;; 2t — Bg+1, 14+Kn41

(17) F"+1’1+K"+‘(z) — B?""l» H+Knyy __ #=0 %)
Z(]_ + z)——l+Kn+1 - z(l + z)'—1+Kn+1
n G=1, kpi1-0\ Knti-o 1 \*1 p o +Kns1-g a
e it )
UEO[(Q=0(1 T 1 +z) ”§1 Bg‘”-"""‘ + 1+2 3 + 1+z 2 QI=Io

schreibt. Der Vergleich von (17) mit (8) zeigt, daB auf der rechten

statt 2 erscheint, so daB3 zwischen

3
Seite das neue Argument I

(16) und (8) der obige Hilfssatz liber Potenzreihen in Kraft tritt.
Wie niamlich eine kurze elementare Rechnung lehrt, stort der in
(17) hinzugekommene Summand (¢ = 0) nicht, da die Elemente
B?,, . aus (17) gemaB (16) kompensiert werden. Im Gegensatz
zu (14) ist hier im allgemeinen by(0) # ag, némlich B, ,  BY | & ,
so daBl (14) in der modifizierten Gestalt

¢) Die hierdurch definierten Koeffizienten d, sind nach (8) Linearkombinationen

gewisser B’
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(18) by(4) — Bg+l,1 =2 Ay — B?z,1+K.
u=0
gilt. Da nun aber die Zahlen a@; und b;(4) in ?)
@y | bo(0)
a | by(1)
@2 | b2g2)

gemalB den definierenden Formeln (6) (8) (16) identisch sind mit
den Zahlen

|
PO | n+1,1
1 1
B nK, ' B n+l,1
2
B n, —1+K, | Bn+1.1

ist durch (18) die Formel (4*) bereits bewiesen: Man subtrahiere
nur von (18) die analoge Formel fiir A — 1 statt 1; dann kommt

bi(4) — by 4(A — 1) = gy,
also
Bﬁ+1,1 - Bﬁ:},l = Bﬁ,1—2.+K,,'
Das ist aber gerade Formel (4*), qed.
Der Beweis von Satz 1 lieBe sich allenfalls auch ohne den Hilfs-

satz fithren, und zwar wie folgt: Schreibt man (16) firc =1 + 1
an und vergleicht die Koeffizienten von z* so ergibt das

A A—K, —A+Kn41 o —u
gld”( +l) - X Bn+1,1+[4 (2. - 1),

19) B* . =
(19) 2%\ - 2

n+l1,1
wo die d, geméB (17) die Koeffizienten von F,,, ,x,,,(2) sind.
Zieht man nun von (19) die analoge Formel fiir 1 — 1 statt 4
ab, so kommt

A I—1—K ~A+Kni1 —u—1

A pA1 n+1) _ 1z

(20) Bn+1,1 Bn+1,1 Eld”( A — P ) ,u§0 B?z+l,).+p( A—1 )’
und es wird behauptet, daB hierin die rechte Seite gleich Bﬁ’ 1-A4+K, >
d.h. gleich dem Koeffizienten a; von z* in (8) ist. Offenbar geniigt

es, den Beitrag von B),, .. zu dieser Behauptung (4*) zu be-
trachten. Das liefert den

’) Wir schreiben — vorgreifend — in gleicher Anordnung wie in (2).
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Satz 2: Der Koeffizient von 2+ in

S o-1 -1
(l + o — IZ)%"I(I + O'Z)_’HKMI—U H (1 -+ QZ)kIH-l—g (H = ]_)
0=0

ist gleich dem Koeffizienten von BY,,,_ . in der rechten Seite von (20).

Da dieser Satz fiir sich jedoch wesentlich umstéindlicher zu

beweisen sein diirfte als der Hilfssatz, wollen wir den skizzierten

zweiten Beweis von (4*) nicht weiter verfolgen, sondern um-
gekehrt Satz 2 als durch den Hilfssatz mitbewiesen ansehen.
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