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Eine Verallgemeinerung des Moessnerschen Satzes 1)
von

Ivan Paasche

München

Ausgehend von der natürlichen Folge 1, 2, 3, ... betrachten
wir das sogleich näher zu erläuternde Streichungs- und Summa-
tionsschema

und stellen uns die Frage, wie groB bei gegebenen Abschnitts-
längen 2) der natürlichen Ausgangsfolge die Zahl sein wird, die
an einer bestimmten späteren Stelle des Schemas steht. Ins-

besondere interessieren wir uns für die durch das Schema "er-

zeugten" untersten Zahlen 1 2 6 24 120 ... der entstehenden

Halbmatrizen. Dabei wurde das Schema (1) nach folgender Vor-
schrift hergestellt, die auch nach rechts hin beliebig weit gelten
soll:

a. Die Lange der Abschnitte wächst nach rechts stets um 1.

b. Jede Zeile 03BB (03BB = 1, 2, 3, ... ) ist die Summenfolge der voran-
gehenden Zeile 03BB 2013 1, mit der Einschränkung, daB in Zeile
03BB 2013 1 vor der Summation die letzte (fettgedruckte) Zahl jedes
Abschnitts zu streichen ist.

Allgemeiner kônnen wir in ganz âhnlicher Weise wie oben sagen:
Bestehen zwischen den Elementen A03BBnv von hôchstens abzàhlbar
vielen Halbmatrizen

1) Vgl. das Literaturverzeichnis [1]... [6] am Ende des Aufsatzes, S. 270.

2) Wir deuten die Abschnitte durch senkrechte Striche an.
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mit 

die Beziehungen

so bedeutet (3) im Verein mit den Anfangswerten (5), daB jede
Zeile 03BB des Schemas (2) die Summenfolge der vorangehenden
Zeile 03BB 2013 1 ist, mit der Einschränkung (4), daB in Zeile À - 1
vor der Summation die letzte Zahl jedes Abschnitts zu streichen
ist. Die gestrichenen Zahlen bilden also schlieBlich die maximale
Schräge AKn n1 ... A:,l+K. jeder Halbmatrix. Bei vorgegebener Aus-
gangsfolge (A nv ) sind die A v , d.h. samtliche Zahlen des Schemas
(2), durch die Formeln (3 ) (4) (5) eindeutig rekurrent festgelegt.
Dabei wird offenbar jedes A v eine Linearverbindung der durch (5)
gegebenen hôchstens abzàhlbar vielen Zahlen A11 A12··· Anv ...,
in der alle späteren Elemente als An03BD den Koeffizienten Null
erhalten. Es handelt sich also im folgenden um die Bestimmung
der nichtverschwindenden Koeffizienten dieser Linearverbindung.
Indem wir bemerken, daB durch 03BB + v = c = const. die ein-

zelnen Schrägzeilen des Abschnitts n charakterisiert werden, be-
haupten wir die Gültigkeit von

SATZ 1: Die Zahlen

1 stimmen bzw. übet-ein mit den c Anlangskoeilizienten

der Nullpunktsentwicklung der erzeugenden rationalen Funktion

die durch die absteigende Rekursion

definiert ist; der Rekursionsbeginn Fn,1+kn(z) ist dabei aus

3) Auf v = 1 + Kn kommt es offenbar nicht an, da das betreffende Element

gestrichen wird.
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zu entnehmen. 4)
Die Funktion F in (8) ist offenbar eine ganze rationale Funktion

von z. Ihr Grad ist "’K n und ihre 1 + Kn Koeffizienten

bilden, so wird behauptet, die maximale Schräge

der n-ten Halbmatrix in (2). Die unterste Zahl AKn n1 jeder Halb-
matrix, für die wir uns ja besonders interessieren wollten, ist nach
Satz 1 der Koeffizient der hôchsten Potenz in (8); indem wir
nach (7)

setzen, gilt daher

0

mit II == 1 im ersten Summanden (or = 1).

Wir betrachten zunâchst 3 Spezialfälle und geben, wieder unter
Annahme der Gültigkeit von Satz 1, jedesmal die zugehôrige
Spezialisierung der Formeln (8) und (9) an, die man unmittelbar
verifiziert. AuBer im Falle I, wo die Ausdrücke recht unübersicht-
lich werden, fügen wir auch noch die spezielle Funktion (6) bei,
aus der sich sofort der Koeffizient A03BBny von z03BB ablesen lâBt:

Dies ist die Saliésche Verallgemeinerung des Moessnerschen

Satzes. 5)

4) Die Ueberstreichung in Q -1 soll lediglich eine Klammer sparen, bedeutet
also nicht den Uebergang zum Konjugiertkomplexen.

5) Vgl. Lit. [3].



266

II. Alle A0 = 1:

Setzt man hierin k1 = ... = kn = 1, so kommt Ann1 = n !, also
gerade das Beispiel (1), das man ja auch eine Zeile früher mit der
Einheitsfolge 1, 1, 1, ... hâtte beginnen kônnen. Will man jedoch
das Schema (1) selbst ohne diese neue Zeile haben, so setze man

in (7) (8) A0nv = n2 - n + v und k1 = 0, k2 = ... = kn = 1.
III. K1 = ... = Kn = K und alle A0.. = 1, d.h. eine Ver-

schmelzung der Fàlle 1 und II:

Um Satz 1 zu beweisen, genügt es zu zeigen, daB die durch
(6) (7) (8) definierten B den gleichen Rekursionsformeln (3) (4)
(5) gehorchen wie die entsprechenden A, d.h. daB

(Satz von Moessner).

für die in (3) (4) (5) angegebenen Indexsysteme n, 03BD, 03BB ist. Da
jedoch bis auf die Funktion F in (8) alle Funktionen F(z) von
Satz 1 unendliche Reihen in z sind, gibt es in Wahrheit sehr viel
mehr Koeffizienten B als Zahlen A des Schemas (2), und wir
werden beweisen, daB sogar alle Koeffizienten B aus Satz 1 den
Formeln (3*) (4*) genügen. M.a.W.: (3*) und (4*) gelten für
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Die erste Formel (5*) ist nach dem Zusatz in (7) trivial. Um
die zweite Formel (5*) zu beweisen, setzen wir in (6) n = 1 und
c = A + 1 und berechnen, von (8) mit n = 1 ausgehend, nach-
einander für c = K1, ..., 2, 1 alle Funktionen (7); auf diese Weise
finden wir 

also lauter ganze rationale Funktionen mit dem hôchsten Koef-

fizienten B’l. Nach (6) ist andererseits, unter Beachtung des
soeben gefundenen endlichen Grades 03BB,

Der Vergleich mit (10) lehrt B:1 = B°l, also gerade die zweite
Formel (5*).
Um (3*) zu beweisen, setzen wir (6) für c + 1 statt c und (6)

selbst in (7) ein. Das liefert nach beiderseitiger Multiplikation
mit 1 + z

Multipliziert man links aus und setzt sodann beiderseits die

Koeff izienten von z03BB einander gleich, so kommt

d.i. nach der Substitution c 2013 03BB = v gerade Formel (3* ).
Um schlieBlich die Gültigkeit von (4*) zu erkennen, beweisen

wir zuvor den folgenden

Hilfssatz : Zwischen den Koeffizienten 03B103BC der Potenzreihe

und den von der beliebigen Zahl q abhiingigen Koeffizienten

der Potenzreihe
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besteht der Zusammenhang

Beweis: Setzt man (11) für z = 03B6 1 + 03B6 in (13) für q = A ein,

so ergibt die linke Seite von (13)

Für die Potenz e der rechten Seite von (13) liefert nur die end-
liche Summe in (15) einen Beitrag, nâmlich (j + ... + 03B103BB) e.
Nach (12) ist dieses Glied aber gleich dem Glied 03B203BB(03BB) CA der
rechten Seite von (13), womit (14) bewiesen ist.

(4*) beweisen wir nunmehr wie folgt: Für n + 1 statt n ergibt
sich aus (7) durch eine hinreichende Anzahl von Rekursions-
schritten

Der Anfang Fn+1,1+Kn+1(z) dieser Rekursion folgt aus (8) für

n + 1 statt n, was sich nach Division durch (1 + z)-1+Kn+1

schreibt. Der Vergleich von (17) mit (8) zeigt, daB auf der rechten

Seite das neue Argument - statt z erscheint, so daB zwischen
1+2

(16) und (8) der obige Hilfssatz über Potenzreihen in Kraft tritt.
Wie nâmlich eine kurze elementare Rechnung lehrt, stôrt der in
(17) hinzugekommene Summand (Q = 0) nicht, da die Elemente
B0n+1,x aus (17) gemäß (16) kompensiert werden. Im Gegensatz
zu (14) ist hier im allgemeinen b0(0) ~ ao, nämich B0n+1,1 ~ Bn, 
so daB (14) in der modifizierten Gestalt 

6) Die hierdurch definierten Koeffizienten d03BC sind nach (8) Linearkombinationen
gewisser B°
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gilt. Da nun aber die Zahlen a03BB und b03BB(03BB) in 7)

gemäß den definierenden Formeln (6) (8) (16) identisch sind mit
den Zahlen

ist durch (18) die Formel (4*) bereits bewiesen: Man subtrahiere
nur von (18) die analoge Formel für 03BB 2013 1 statt Â; dann kommt

also

Das ist aber gerade Formel (4*), qed.
Der Beweis von Satz 1 lieBe sich allenfalls auch ohne den Hilfs-

satz führen, und zwar wie folgt: Schreibt man (16) für c = Â + 1
an und vergleicht die Koeffizienten von z03BB, so ergibt das

wo die d03BC gemaB (17) die Koeffizienten von Fn+1,1+Kn+1(z) sind.
Zieht man nun von (19) die analoge Formel für À - 1 statt 03BB

ab, so kommt

und es wird behauptet, daB hierin die rechte Seite gleich B03BBn,1-03BB+Kn,
d.h. gleich dem Koeffizienten aX von z03BB in (8) ist. Offenbar genügt
es, den Beitrag von B0n+1-03C3,x zu dieser Behauptung (4*) zu be-
trachten. Das liefert den

7) Wir schreiben - vorgreifend - in gleicher Anordnung wie in (2).
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Satz 2: Der Koeffizient von z03BB-1 in

ist gleich dem Koeffizienten von B0n+1-03C3,x in der rechten Seite von (20).
Da dieser Satz für sich jedoch wesentlich umstândlicher zu

beweisen sein dürfte als der Hilfssatz, wollen wir den skizzierten
zweiten Beweis von (4*) nicht weiter verfolgen, sondern um-
gekehrt Satz 2 als durch den Hilfssatz mitbewiesen ansehen.

LITERATUR

In den Sitzgsber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., sämtlich vorgelegt von

O. PERRON

A. MOE8SNER

[1] 1951 Nr. 3 S. 29,

O. PERRON

[2] 1951 Nr. 4 S. 31201434,
H. SALIÉ

[3] 1952 Nr. 2 S. 7201411,

I. PAASCHE

[4] 1952 Nr. 1 S. 120145.

Ferner

I. PAASCHE

[5] 1953 in Der math. u. natw. Unterr. VI S. 26201428 u. 142,

I. PAASCHE

[6] 1955 in Arch. d. Math. VI S. 1942014199.

(Oblatum 5-10-54). 


