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Zur Riemannschen Geometrie im Grossen auf dem
Möbiusband

von

Christian Blatter

Basel und Zürich

Unter einem Mobiusband verstehen wir im folgenden eine nicht-
orientierbare zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit M
der Klasse Cr(r &#x3E; 3) mit freier zyklischer Fundamentalgruppe {r}.
Ist A der Flâcheninhalt von M und

die minimale Lange aller Wege aus rn, so gilt nach Pu [1]

wo q einen konformen Modul darstellt, der von der Riemannschen
Metrik auf M abhângt. Bekanntlich h,sst sich (0.1 ) auch folgender-
massen formulieren: Die Extremallânge der Wege aus F betragt
n

- Ctg q.2

In der vorliegenden Arbeit soll nun u.a. eine universelle, d.h-
modulfreie Abschätzung dieser Art hergeleitet werden. Zu diesem
Ende bezeichnen wir mit h* die Schar der Transversalen auf M,
i.e. der ( offenen ) Wege, die mit j edem y e F Schnittzahl :1: 1 haben.
Die zugehôrige minimale Lange l* ist offenbar ein Mass für die
Breite des Môbiusbandes. Ist ferner

die minimale Lange aller nicht nullhomotopen geschlossencn
Wege auf M 1 ), so beweisen wir

Satz 4. Für jedes Môbiusband M gilt

und die Konstante 1/2 kann nicht durch eine grôssere ersetzt

werden.
Die Fragestellung von Satz 4 ist offenbar ein gemi.scjates Extre-
1) Wie das Korollar zu Lemma 1 zeigt, braucht durchaus nicht 1 = Il zu sein.
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malh,ngenproblem in dem Sinne, dass statt ll’ das für zwei ver-
schiedene Kurvenscharen gebildete Produkt ll* betrachtet wird.
Zur Behandlung derartiger Probleme musste nun eine neue

Methode entwickelt werden; insbesondere tritt an die Stelle der
im gewôhnlichen Fall stets zum Ziel führenden Schwarzschen

Ungleichung die folgende, auch an sich interessante Verallge-
meinerung (Lemma 2):

Dabei zeigte sich überraschenderweise, dass die Extremalsituation
für "konform breite" Möbiusbönder grundsàtzlich von der bei
,,konform schmalen" vorliegenden verschieden ist. Dies war ja
von vorneherein nicht zu erwarten.

Die von uns gewàhlte Darstellung liefert endlich einen ein-
fachen Beweis des obigen Satzes von Pu (Satz 1).

1. Ergebnisse

1.1. Bekanntlich lâsst sich auf M und dessen Überlagerungen
eine konforme Struktur so festlegen, dass die Riemannsche Metrik
von M in den lokalen konformen Parametern erscheint als

Insbesondere wird damit die zweibh,ttrige Ùberlagerungsflàche
9 von M zu einer Riemannschen Flâche mit freier zyklischer
Fundamentalgruppe. Es gibt daher eine eineindeutige konforme
Abbildung A, die M in ein Ringgebiet

der z-Ebene überführt.
Bezeichnet man mit S die Spurabbildung M - M, so wird

R vermôge SA-1 zweiblâttrige Überlagerungsflàche von M.

Sei {T} die zugehôrige zweielementige Gruppe von Decktransfor-
mationen ; ihre Erzeugende T ist ein fixpunktfreier antikonformer
involutiver Automorphismus von R. Hieraus folgt leicht, dass

,( 1.1’ ) entfällt und dass T notwendig die Gestalt

besitzt.
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1.2. Legt man auf der Einheitskugel S2 C R3 die von der
euklidischen Metrik des R3 induzierte konforme Struktur

zugrunde und führt man auf S2 spharische Koordinaten à, q

(- ; {} :s;;; ; , 0  9’  2n) ein, so ist die stereographische
( 2 2 )

Projektion

von R auf eine Zone

der Sphâre S2 eine eineindeutige konforme Abbildung. Dabei geht
der Einheitskreis in den Äquator (0 = 0) über, und es gilt wegen
(1.1) und (1.2)

Nunmehr ist Z eine Realisierung von M, und zwar wird die
zugehôrige Gruppe von Decktransformationen erzeugt durch die

Abbildung T = PT P-1, die offenbar jeden Punkt peZ in seinen
Diametralpunkt auf S2 überführt. Es überlagern also z.B. halbe
Grosskreise auf Z Elemente von h und Breitenkreise auf Z Ele-
mente von T2.

1.3. Endlich erscheint die Riemannsche Metrik von M auf Z in

der Gestalt

wo dg das euklidische R3-Linienelement auf S2 darstellt. Dabei ist

Im Anschluss an (1.4) und (1.5) wollen wir jede nichtnegative
gegenüber T invariante stetige Funktion p ( p ) auf Z als ( xuliissige )
Metrik bezeichnen, wenn für die auf M = Z/T festgelegte ( i.a.
semidefinite) Riemannsche Metrik

der Flâcheninhalt A p von M endlich ist.

Bemerkungen. (I) Es wird zu keinen Missverstândnissen führen,
wenn wir den Index p im folgenden unterdrücken. Dieselbe Verein-
barung gelte für :;ie zu p gehôrigen minimalen Lângen. (II) Ins-

2) Vgl. etwa L2J, 1-’ 20.
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besondere ist nach (1.5) die M a priori zukommende Metrik pm
zulâssig. (III) Zwei Metriken p’( p) und p"( p), die sich auf Z nur
um einen konstanten Faktor unterscheiden, werden als gleich
angesehen.

1.4. Wir führen nun einige Bezeichnungen ein, die wir im

folgenden meist ohne Verweis benützen werden.
( I ) Für die in dieser Arbeit auftretenden Winkel a, P, e, iû’, eo

und ô setzen wir

sin oc = a, SIn = sin e sin t9’ = t, sin e. =- t., sin d = z.

( II ) Ist 0  e’  eo, so sei die Metrik 03C1~, (p) definiert durch

Es ist also po, für 0  IDI  ~’ gleich der euklidischen Metrik
auf S2 und entspricht für e"  IDI [  00, wie man sich leicht über-
legt, bis auf einen konstanten Faktor der euklidischen Metrik in
der Mercatorprojektion von Z. In den Bereichen ~’  lel C
bilden daher sowohl die Meridiane wie die Breitenkreise je eine
geod~tische Parallelschar.

Es ist offenbar

(IV) Es sei 6 definiert durch

definiert durch
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Es gibt nâmlieh genau ein oc (~0) mit diesen Eigenschaften: Trivi-

alerweise ist a(03B8) = 0. Sei daher 0  ~o  n. Betrachtet man in2

( 1.8 ) a als Variable im Intervall (0, 1)0)’ so fällt die linke Seite
stetig und monoton von cos 0 Ig &#x3E; 0 nach 0, wâhrend die rechte
Seite stetig und monoton von 0 nach tg ~o-2~o &#x3E; 0 wâehst.

Mit Rücksicht auf (1.7) ist

1.5. Mit diesen Bezeichnungen beweisen wir in den Abschnitten
2-5 die folgenden Sätze:

Satz 1 (von Pu). Für alle zulässigen Metriken p(p) ist

und zwar gilt das Gleichheitszeichen genau für die Metrik p( p ) = PI,.
Aus (1.10) folgt mit (1.3) und der obigen Bemerkung (II) sofort

die von Pu gegebene Formulierung (0.1) des Satzes.
Ein erstes Beispiel eines gemischten Extremallàngenproblems

bildet

Satz 2. Für alle zulässigen Metriken p(p) ist

und zwar gilt das Gleichheitszeichen genau für die Metrik

Im parabolischen Fall (ào = 1t) ist nach (1.9) der Quotient
h t* 

( 2 
....l . l* -nbeschrânkt, so dass sich darüber keine universelle Aussage

machen h,sst. Ersetzt man aber 11 durch 1, so gilt der
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Satz 3. Für alle zulässigen Metriken p(p) ist

und zwar gilt das Gleichheitszeichen genau für die Metrik

Ferner ist

1.6. Damit ergibt sich nun Satz 4 unmittelbar.

Beweis. Es gilt wegen P  2 sin P:

Hieraus und aus Satz 3 folgt in der Tat

Ist anderseits f3  eo  n und p = Pp, so gilt in (1.11) das2

Gleichheitszeichen. Mit Rücksicht auf (1.7) ist aber

1.7. Wir verzichten hier auf eine geometrische Beschreibung
der Extremalsituationen in den Sâtzen 120133; sie ergibt sich im
übrigen unschwer aus den zugehôrigen Beweisen.
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2. Hilfssâtze

2.1. Bekanntlich brauchen wir beim Beweis der Sätze 1-3

"aus Symmetriegründen" nur Metriken der speziellen Gestalt

in Betracht zu ziehen. Denn zu jedem p(p) gibt es ein p(p) mit
der Eigenschaft (2.1), für das

gilt 3).

Dies liefert für die Breitenkreise

und für die Meridiane

Ferner erhâlt man für den Flâcheninhalt A des Môbiusbandes
M = Z/T:

Wir betrachten endlich einen Grosskreis C, der den Âquator
im Punkte po unter dem Winkel ô, 0  ô  ~o, schneidet. Sei
p ein Punkt auf C der Breite à &#x3E; 0 und p’ seine Projektion auf
den Âquator. Bezeichnet man die euklidische Lange des Gross-
kreisbogens po p mit i, so folgt nach dem sphärischen Sinussatz,
angewandt auf das (rechtwinklige) Dreieck p.pp’:

Wir erhalten daher für das euklidische Linienelement von C:

und somit für dasselbe Linienelement bei der Metrik p:

3) Vgl. etwa [1], p. 58.
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2.3. LEMMA 1. Wird auf Z die Metrik p~, (0  e’  Do) zu-
grundegelegt, so gilt

Be’WeÍs. Es ist offenbar (vgl. 1.4 ( II )) Il gleich der Lange eines
halben Grosskreises in der Zone lel  D’, l2 gleich der Lange eines
Breitenkreises mit 0’  IDJ  ~o und 1* gleich der Lange des
Meridians zwischen den beiden Randkreisen von Z. Nun folgt
(2.6) unmittelbar aus (2.2) und (2.3), ferner ergibt sich A aus (2.4).

Zum Beweis von (2.7) betrachten wir auf Z ein beliebiges
yeF!m+l, m &#x3E; 1. Es sei

Setzt man nun

so ist y e T, und es gilt für die Lange von :

Hieraus schliesst man aber l1  12m+l (m &#x3E; 1), und ganz analog:
12  12m (m &#x3E; 1).

Korollar. Ist 3  ~  ~o und wird auf Z die Metrik p~,
3

zugrundegelegt, so gilt h  Il.

2.4. Bis zum Schluss dièses Abschnitts bezeichnen griechische
Minuskeln reelle Zahlen.

LEMMA 2. Sind f , g, h nichtverschwindende Elemente eines
reellen Hilbertschen Raumes Je, so gilt stets

(2.8) (f, g)(f, h)  l 11/112 (j igl 11h11 +(g, h)),
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wnd zwar besteht die Gleichheit nur, wenn entweder gilt

oder

Beweis. Ist erstens

so geht (2.8) durch Division mit licl über in

Dies ist für K  0 trivial, und zwar besteht die Gleichheit genau
im Fall (II). Für 03BA &#x3E; 0 ist (2.10) nichts anderes als die Schwarz-
sche Ungleichung; bekanntlich besteht hier die Gleichheit nur,

wenn f = y’g ist, d.h. aber im Fall ( I ) mit y = ,,’ HglI. .2

Trifft zweitens (2.9) nicht zu, so gibt es eindeutig bestimmte
reelle Zahlen ul, PI und genau ein k eX’ mit

Es gilt dann, wie man leicht nachrechnet,

1 l lfl 12 l l lgl l l lhl l + ( g, h)1 - ( f, g) (f, h) =
1 l l lgl l l lhl l -(g, h)1 ( Pi l lgl l -P l lhl l ) + i 1 1 lgl l l lhl l + ( g,h)1 llkll 2.

Hier ist die rechte Seite nach der Schwarzschen Ungleichung jeden-
falls nichtnegativ und verschwindet, da (2.9) ausgeschlossen
wurde, genau für

i.e. im Fall (I).

2.5. LEMMA 8. Liegt für f, g, h e.H der obige Fall (I) vor, so
gilt die Gleichung

dann und nur dann, wenn f = y’ f ist.

Beweis. Nur die zweite Behauptung bedarf eines Beweises;
und zwar genügt es nach Lemma 2, zu zeigen, dass h nicht negatives
Vielfaches von g ist. Wâre dies aber der Fall, so folgte f = 0,
gegen die Voraussetzung.
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2.6. LEMMA 4. Sei f, g e3Q und

Setzt man dann

mit

so liegt bei der Relation

Fall (I) von Lemma 2 vor, d.h. es ist

Fériler gilt

Beweis. Aus (2.12) und (2.13) folgt

und somit wegen (2.11), d.h. Â &#x3E; 0, die Relation (2.14).
Nun ergibt sich aus (2.14) und (2.12)

.lIgllllhll + (g, h) =. Â l’gll2 + (1, g) - Â IIgl12 = (f, g).

2.7. LEMMA 5. Sei 0  t’  1 und

Dann folgt aus

die Relation

ferner ist
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Beweis. Aus (2.17) ergibt sich durch Integration

Hier ist aber die linke Seite gleich

Anderseits h,sst sich (2.17) leicht auf eine abelsche Integral-
gleichung zurückführen, so dass k(-r:) explizite berechnet werden
kann. Es ist, wenn wir diese Rechnung hier unterdrücken,

Nun gilt wegen (2.16)

2.8. In den folgenden Abschnitten werde gesetzt

Damit wird die Menge der über (0, to) quadratintegrierbaren reellen
Funktionen zu einem (reellen) Hilbertraum £.

3. Beweis von Satz 1

3.1. Nach (2.5) gilt für jede zulässige Metrik p = p(t):

denn 11 kann nicht grôsser sein als die Lange eines halben Gross-
kreises auf Z. Aus (3.1) folgt sofort
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Die Integrale über r lassen sich leicht berechnen; man erhâlt

Nun gilt nach Schwarz

so dass aus (3.2) folgt

mit (2.4) daher, wie behauptet,

Anderseits gilt in (3.3) das Gleichheitszeichen genau für

p = P~’ in (3.4) also hôchstens für p = po.. Dass es für diese
Metrik tatsachlich gilt, entnimmt man Lemma 1.

4. Beweis von Satz 2

4.1. Nach (2.3) gilt für jede zulässige Metrik p = p(t):

denn l* kann nicht grôsser sein als die Lange eines die beiden
Randkreise von Z verbindenden Meridians. Aus (3.1) und (4.1)
folgt

somit für zunâchst beliebiges

Setzt man daher



100

so ergibt sich

Nun gilt nach Lemma 2

so dass (4.4) übergeht in

4.2. Sei zunâchst 0  Do  0. Wir setzen

mit

Dann liegt für die Funktionen

und h der Tatbestand von Lemma 4 vor.

Beweis. Es ist f, g, h eX’ und h = 1-Âg; ferner gilt
(f, g) = arc sin t. &#x3E; 0, 11/112 = Io.

Somit folgt

zweitens besteht wegen (4.9) und Lemma 3 in (4.5) die Gleich-
heit genau für die Metrik p = P~o’ in (4.6) also hôchstens für
P = p~o’.

4.3. Anderseits folgt aus (4.8) und ~o  0:
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Auf (4.3), (4.7) lâsst sich daher Lemma 5 mit t’ = to anwenden.
Es ergibt sich erstens die Gültigkeit von (4.2) bei der Wahl

(4.7) von h; zweitens folgt für das Integral linker Hand in (4.6):

Mit (4.10) und (4.11) geht nunmehr (4.6) über in

so dass mit (2.4) endlich folgt

Wie in (4.6) gilt hier das Gleichheitszeichen hôchstens für

p = Pl1o. Für diese Metrik gilt es aber in der Tat, was man leicht
anhand von Lemma 1 verifiziert.

4.5. Sei nunmehr 03B8  ~o  n. Wir setzen in (4.6)2

mit

Dann liegt für die Funktionen

und h der Tatbestand von Lemma 4 vor.

Beweis. Es ist f, g, h e H und h = 1-Âg (0  t  to), ferner

gilt

somit nach Definition von a:
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Endlich ist

was zusammen mit (4.15) in der Tat

liefert.

Aus (2.15) und (4.15) ergibt sich daher

zweitens besteht wegen (4.14) und Lemma 3 in (4.5) die Gleich-
heit genau für die Metrik p = Pa., in (4.6) also hôchstens für

p = Pa..

4.5. Gelten anderseits für k(r) die Relationen

so ist offenbar k(r) die zu (4.12) gehôrige Lôsung der Gleichung
(4.3). Wegen (4.13) lâsst sich nun auf (4.17) Lemma 5 mit t’ - a
anwenden. Es ergibt sich erstens zusammen mit (4.18) die

Gültigkeit von (4.2) bei der Wahl (4.12) von h; zweitens folgt
fur das Integral linker Hand in (4.6):

Mit (4.19) und (4.16) geht nunmehr (4.6) über in
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so dass mit (2.4) endlich folgt

Wie in (4.6) gilt hier das Gleichheitszeichen hôchstens für

P = pa . Für diese Metrik gilt es aber in der Tat; zum Beweis
verweisen wir wiederum auf Lemma 1.

5. Beweis von Satz 3

n n
5.1. Sei zunâchst 0  ~0  n . Es ist n-  0; somit ergibt

3 3

sich sofort aus Satz 2:

Gilt anderseits

so folgt mit (5.1)

und daher wiederum mit Satz 2: p pe.. Für diese Metrik ist

(5.2) in der Tat richtig, wovon man sich anhand von Lemma 1

leicht überzeugt (für t9o  n ist cos ~0 &#x3E; 1/2 ).
3 

n n
5.2. Sei zweltens n  ~o  n. Es gilt (4.4) erst recht, wenn

3 2

darin 11 durch 1 ersetzt wird:

wobei wiederum das zunâchst beliebige

und h(t) durch (4.3) zusammenhängen.

Anderseits ist auch (vgl. (4.1) und (2.2))
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denn es kann l2 nicht grôsser sein als die Lange eines Breiten-
kreises in Z. Aus (5.5) folgt für zunâchst beliebiges

und damit durch Addition von (5.3) und (5.7):

Wendet man auf die rechte Seite von (5.8) Lemma 2 an, so ergibt
sich

mit

5.3. Wir setzen

mit

Dann liegt für die Funktionen

und h* der Tatbestand von Lemma 4 vor.

Beweis. Es ist f, , g, h* eH und h* = f-Âg ( 0  t  to),
ferner gilt
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und somit in der Tat

Aus (2.15) und (5.14) ergibt sich daher

zweitens gilt wegen (5.13) und Lemma 3 in (5.9) das Gleich-
heitszeichen hôchstens für die Metrik p = pq.

5.4. Setzen wir ferner

so sind jedenfalls (5.10), (5.11) befriedigt. Ferner folgt sofort
aus (5.12):

.so dass auch die Bedingung (5.6) erfüllt ist.

Gelten anderseits für k(r) die Relationen

so ist offenbar k(r) die zu (5.16) gehôrige Lôsung von (4.3).
Wegen (5.18) lâsst sich nun auf (5.l9) Lemma 5 mit t’ = b an-
wenden. Es ergibt sich erstens zusammen mit (5.20) die Gültig-
keit von (5.4) bei der Wahl (5.16) von h; zweitens folgt zusammen
mit (5.20) und (5.17) für das Integral linker Hand in (5.9):
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Ersetzt man hier Â gemâss (5.12), so wird die rechte Seite gleich

Statt (5.21) erhalten wir somit

Mit (5.15) und (5.22) geht nunmehr (5.9) über in

so dass mit (2.4) endlich folgt

Wie in (5.9) gilt hier das Gleichheitszeichen hôchstens für

p = pp. Dass es für diese Metrik in der Tat gilt, entnimmt man
wiederum Lemma 1.

n
5.5. Sei endlich ~o = 2 und p (~) eine beliebige zulâssige

2

Metrik auf Z. Es ist nach (2.2)

so dass mit (2.4) folgt

Dies widerspricht der Annahme 1 &#x3E; 0.
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