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Uber Favardklassen von Summationsprozessen
mehrdimensionaler Fourierreihen

von

R. J. Nessel und A. Pawelke

1. Einleitung

Es sei R™ der n-dimensionale Euklidische Raum, dessen Ele-
mentewirmit z = (2, ..., @,), 4 = Uy, + « s Uy), V= (V15 + + 0, Vy)
bezeichnen werden. Das innere Produkt zweier Vektoren az,
v e R™ wird durch <{a,v) = >}, @;v;, gegeben, die Lange eines
Vektors & durch |z| = 4/{@, x>. Unter T™ verstehen wir den
Kubus {x e R": —n < 2; <&, 1 <j <n}. Bedeutet G die
Menge aller ganzen Zahlen, so bezeichnen wir mit G™ die Menge
aller Gitterpunkte des R", d.h. G = {ke R":k;eG,1 < j < n}.

Wir werden eine auf dem R" definierte Funktion f periodisch
nennen, wenn sie in jeder Variablen periodisch mit der Periode
27 ist. Unter C verstehen wir dann die Menge aller periodischen
und stetigen Funktionen, wihrend L?, 1 < p < oo, die Menge
aller periodischen und Lebesgue-meBbaren Funktionen bedeutet,
die fiir 1 < p < oo zur p-ten Potenz Lebesgue-integrierbar bzw.
fiir p = oo wesentlich beschrankt sind. Wir fithren in diesen
Réumen in der iiblichen Weise die entsprechende Norm ein durch

[If1le = sup |f(u)],
ueT?

(1.1) IAll, = [@=)=" [ fw)lrdu]” (1 =p < ),
[1lle = wes. sup If (u)l.

Im folgenden werden wir abkiirzend unter X einen der Raume
C oder L?, 1 < p < o, verstehen und dann z.B. ||f||x schreiben.
SchlieBlich bezeichnen wir mit M die Menge aller beschrénkten,
periodischen MaBe p und kennzeichnen mit ||u||y die totale
Variation von u iiber 7™ [8, p. 18].

Im Mittelpunkt dieser Arbeit werden singuldre Integrale vom
Fourierschen Faltungstyp
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(1.2) I(f; @) = (2n)™ [ fla—u)z,(u)du

stehen, wobei p ein positiver Parameter ist und die Funktionen
{x,} den Kern des singulidren Integrals (1.2) bilden, von dem
wir definitionsgemaB annehmen, daB er die folgenden Bedingungen
erfiillt [8, p. 20]:

1) llxlh=M (p>0),

(1.3) (i) [ zp(w)du = (2a)" (p>0),
Tﬂ

(ifi) lim z,(w)ldu =0 (0<6<am)

p—ood{ueTn:|u| =8}

Unter diesen Voraussetzungen existiert fiir f € X das singuldre
Integral (1.2) in X — d.h. falls X = C iiberall und falls X = L»
fast iiberall — und gehért wieder zu X. Insbesondere gilt:

(1.4) I12,(fs @)lIx < Mllfllx»
(1.5) lim 17, (f; @)—f(@)l|x = 0.
p—>00

Die Relation (1.5) wird den Ausgangspunkt fiir unsere Unter-
suchungen bilden. Sie besagt, daB das singulére Integral (1.2) ein
Approximationsprozess fiir die beliebige Funktion f e X ist. Es
liegt also nahe, Approximationsordnungen fiir diese Konvergenz
zu untersuchen und die Klassen von Funktionen zu charak-
terisieren, die eine vorgeschriebene Approximationsordnung in
(1.5) genau zulassen. Wir werden hier nur den Grenzfall der
bestméglichen Ordnung der Approximation durch ein singuldres
Integral, das sog. Saturationsproblem fiir (1.2), untersuchen, das
durch folgende Definition gestellt wird [16]:

DEeriniTION 1.6: Es sei ein singulires Integral I,(f; #) durch
(1.2) gegeben und fe X. Existiert dann eine monoton fallende
Funktion ¢(p) mit lim, . ¢(p) =0 und eine Klasse F CX
derart, daBB

a) aus [|I,(f; )—f(z)|lx = o(p(p)) folgt f = const.in X,

b) aus [|I,(f; 2)—f(@)llx = O(¢(p)) folgt fe F,

¢) aus f e F folgt |I1,(f; 2)—f(@)llx = O(¢(p)), (immer p — oo),
so nennen wir das singulére Integral saturiert mit der Ordnung
¢(p). Die Klasse F bezeichnen wir als die Favard- oder Satura-
tionsklasse von I,(f; #), wobei wir annehmen, da F mindestens
eine von der Konstanten verschiedene Funktion enthilt.
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Um dieses Problem fiir ein gegebenes singuldres Integral zu
16sen, miissen wir natiirlich etwas mehr iiber seinen Kern {y,}
wissen. Die wohl entwickelte eindimensionale Theorie [10], [11],
[19], [15], [12] legt es nun nahe, diese weiteren Bedingungen
auch hier im mehrdimensionalen Fall an die Fourierkoeffizienten
von {y,} zu stellen. Denn hier wie dort bedingt die Faltungs-
struktur von (1.2), daB eine Anwendung der endlichen Fourier-
transformation den EinfluB des Kernes von dem der Funktion f
separiert, was im Sinne des Problems liegt, da die Saturation eine
Eigenschaft des singuldren Integrals, also des Kerns, sein wird.

Dabei verstehen wir unter der endlichen Fouriertransformierten
einer Funktion f € X die Funktion f*, die iiber G" definiert und
dort gegeben ist durch

(1.7) k) = (2m) [ flw)e "9 du (k € G™),

d.h. f*(k) ist der k-te Fourierkoeffizient von f. Entsprechend ist
die endliche Fourier-Stieltjes-Transformierte eines MaBes u e M
definiert durch

(1.8) u (k) = (27)~" f € E 0 dp(u) (k e G*).

Die fiir die Behandlung der Saturationsaufgabe bendtigte Be-
dingung an den Kern {y,} ist nun die folgende: Mit einer Funktion
@(p), die fiir p — o0 monoton fallend gegen Null geht, und einer
Funktion y(k), die tiber G™ definiert ist und héchstens im Null-
punkt verschwindet, soll gelten:

(1.9) im 22— gy (k € G™).
pmoo  (p)
Ist diese Bedingung erfiillt, so kann Teil a) des Problems 1.6
und der Umkehrsatz — Teil b) von 1.6 — bewiesen werden,
was im néchsten Paragraphen geschehen soll. Die folgenden Ab-
schnitte behandeln als Beispiele das verallgemeinerte singulére
Integral von Weierstrass, die Besselpotentiale und das singuldre
Integral von Bochner-Riesz, die alle aus Summationsprozessen
mehrdimensionaler Fourierreihen herrithren. Dabei werden wir
nicht nur die Ergebnisse aus Paragraph 2 anwenden, sondern
auch den fehlenden Teil ¢) aus Definition 1.6 beweisen und damit
die Losung des Saturationsproblems vollstindig angeben kénnen.

Die Autoren méchten es nicht versiumen, an dieser Stelle

Herrn Professor P. L. Butzer fiir sein stetes Interesse und seine
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zahlreichen, féordernden Anregungen zu dieser Arbeit recht herz-
lich zu danken.

Diese Arbeit wurde im Rahmen eines von der Deutschen
Forschungs-Gemeinschaft geférderten Forschungsvorhabens un-
terstiitzt.

2. Der Umkehrsatz

In diesem Abschnitt beweisen wir den folgenden Satz:

SaTz 2.1: Es sei f € X und ein singulires Integral I ,(f; ) durch
(1.2) gegeben, dessen Kern {y,} die Bedingung (1.9) erfiillt.
Dann gilt:

a) Existiert eine Funktion g € X derart, daB

(2.2) lim || —— {Z,(f; 2)—f(a)}—g(@)|| =0
pooo || P(p) x

ist, so folgt
(2.3) p(k) ™ (k) = g" (k) (ke G").
Insbesondere erhalten wir aus
(2.4) [1L,(f; 2)—f(2)llx = o(@(p)) (p — 00),
daB3 f = const. in X ist.

b) Aus
(2.5) I,(fs @) —f(@)llx = O(9(p)) (p— )

folgt f e H [X; y(k)], wobei die Funktionenklasse H[X; p(k)] € X

folgendermaBen definiert ist (k € G"):

(2.6) HX; p(k)] =
{feC: Existiert ge L, so daB (k)" (k) =g"(k)}
{fe L' Existiert x e M, so daB y(k)f" (k) = u”(k)}
{feL? 1 <p < co: Existiert geL?, so daB y(k)f*(k)=g"(k)}.

Beweis: a): Da fiur f e X ||f|l; =< ||fl|x gilt, erhalten wir aus der
Voraussetzung (2.2)

. .
[@ {1, 2)— @)} —e(o)] (k)]

= o(1).
x

1
< H@ T, 2)—f(2)—g(@)
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Da nach dem Faltungssatz [I,(f; )]"(k) = x," (k) - " (k) gilt,
haben wir also
~(k)—1
lim %2 /7 (k)
P @(p)
woraus sich (2.3) unmittelbar aus (1.9) ergibt. Der Rest von
Teil a) ist der Spezialfall g = 0 in X und eine Anwendung des
Eindeutigkeitssatzes der endlichen Fouriertransformation [8,
p. 28].
b): Die Voraussetzung (2.5) bedeutet, daBl eine Konstante K
existiert, so daf

17 (k) = g~ (k) (keG™),

=
X

]lL T ,i; @) —(@)}
o(p)

fiir alle hinreichend groBen p gilt. Dann besagt aber der Satz
itber die schwache* Kompaktkeit im Falle X = C, daB eine Teil-
folge {p,;} mit lim; ., p; = oo und eine Funktion g e L* existieren,
so daB

(2.7)  lim It w)—f(w)

h(u)du = | g(u)h(u)du
imodrn  P(p;) T

fiir alle £ e L gilt. Nimmt man nun speziell
h(u) = (2x)~" exp {—i<k, u)},
so bedeutet (2.7) nach dem Faltungssatz gerade

(2.8) lim %21
im0 @(ps)
so daB aus (1.9) sofort folgt f e H[C; w(k)]. Der Beweis fiir den
Fall X = L? 1 < p < oo, ergibt sich genau so, nur daB jetzt
(2.7) fur alle h e L9, p~'+¢' =1, gilt und g e L? ist.

Auch der Beweis fiir X = L' verlduft analog. Setzen wir
nédmlich fiir eine beliebige Lebesgue-meBbare Menge E C T"

1) = g [ L1,

17 (k) = g"(k),

b

so wird hierdurch eine Menge {u,} von absolut stetigen MaBen
aus M definiert, fiir die nach Voraussetzung (2.5) gilt: ||u ||y = K
fir alle hinreichend groB8en p. Nach der mehrdimensionalen
Erweiterung des Satzes von Helly-Bray [8, p. 16] folgt hieraus,
daB eine Folge {p,} mit lim,_ ., p, = o0 und ein MaB ueM derart
existieren, daB fiir alle h e C
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(2.7%)  lm Lo (s w)—1(w)

jsood T* ®(p;)
gilt. Die Spezialisierung h(u) = (27)~" exp {—i<{k, )} und (1.9)
fiihren dann unmittelbar zur Behauptung f e H[L?; p(k)].

Das Ergebnis von Satz 2.1 legt es nun nahe, daB die Saturations-
klasse des singuliren Integrals (1.2) durch H[X; y(k)] gegeben
ist. Der dazu fehlende Teil ¢) der Definition 1.6 kann von uns
fiir allgemeine Funktionen y nicht bewiesen werden, doch scheint
es erwiahnenswert, da3 H[X; y(k)] nichttriviale Funktionen ent-
halt. Ist m e G™ beliebig, so ist z.B. exp {i{m, z)} € H[X; p(k)]
fir beliebige .

h(u)du = | h(u)du(u)
Tﬂ

3. Das verallgemeinerte singulire Integral
von Weierstrass

Als erstes Beispiel betrachten wir das verallgemeinerte singulire
Integral von Weierstrass einer Funktion f e X:

(3.1) W/ az)=(2n)‘”fT"f(w——u)wf(u)du (0 <k <2;t>0),

wobei « ein fester Index ist, dessen Werte wir auf 0 < k < 2

beschrinken, und die Funktionen wj(z) fiir ¢ > 0 durch die abso-

lut und gleichméBig auf 7" konvergierende Reihe

(8.2) wi(z) = 3 e it 0<k=2;t>0)
keG®

gegeben sind. Wir haben p = ¢-1/% gesetzt, so daB wir den Grenz-

wert (£ — 0+ ) untersuchen werden.

Da fiir 0 << k = 2 und ¢ > 0 die Funktionen w}(x) positiv und
stetig sind und insbesondere die Eigenschaften (1.8) eines Kernes
besitzen [6], existieren die Funktionen W(f; ) fiir jedes f e X,
0 < k <2 und ¢t > 0 als Elemente aus C, fiir die die Relationen
(1.4) mit M =1 und (1.5) fiir £ > 04 gelten. Auf Grund der
absoluten und gleichmiaBigen Konvergenz der Reihe kénnen wir
fiir das singulére Integral (8.1) insbesondere auch schreiben

(3.3) W:(f, m) = z e—lk]"tf/\(k)eKk,x)’
keGn

wodurch ein Summationsverfahren der Fourierreihe einer Funk-
tion f € X definiert wird ([5], [4]).

Eine andere Form von (8.8) wird durch
(3.3%) Wefsa) = 3 ,.lklnf,\(k)e«k,z)

keG®
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gegeben, indem wir e™* = r setzen und fiir 0 < » < 1 den Grenz-
wert (r — 1—) betrachten.

Satz 8.4: Fiir das verallgemeinerte singulidre Integral (8.1) von
Weierstrass einer Funktion f e X gilt:
a) Aus

(8.5) [IW5(f; @) —f(@)lx = o(t) (t—0+)

folgt, daB f = const. in X ist.
b) Die Relation

(8.6) [IWE(f; 2)—f(@)llx = O(t) (t—0+)

gilt dann und nur dann, wenn fe H[X; —|k|*] ist. Das verall-
gemeinerte singuldre Integral (8.1) von Weierstrass ist also in
X saturiert mit der Ordnung O(¢), und seine Favardklasse wird
gegeben durch H[X; —|k|*].

Beweis: Da natiirlich auf Grund von (3.2)
[wi]" (k) = exp {—|k|*#}
folgt, erhalten wir fiir (1.9)

et _1
(8.7) lim —— = —|k* (k e G™),
-0+ t
d.h. die Bedingung (1.9) ist mit p = ¢~1/* erfiillt fiir p(p) = p~* =t
und (k) = —|k|*. Mithin liefert Satz 2.1 den Beweis fiir Teil a)

und fiir die Umkehrrichtung von Teil b).

Sei nun f e H[X; —|k|*] und z.B. X = C; aus der Darstellung
—|k|*f* (k) = g~ (k) folgt dann mit dem Faltungssatz fiir alle
keG™
[W(fs @)—f(@) k) = (F™ 1)~ (k) = [ g~ (k)

= [, Ws(gs )" (k)dv = [ [ Wilgs a)dz]” (k),

wobei die fiir die letzte Gleichheit maBgebliche Vertauschung der
Integrationsordnungen durch

[ 1ws(gs @)l dr < [ llglleodr = tl]g]leo

und den Satz von Fubini gerechtfertigt ist. Mithin liefert der
Eindeutigkeitssatz der endlichen Fouriertransformation fiir jedes
feste £ > 0

(3.8) Wi(f; 2)—f(z) = [, Wi(g; @)de (zeT),
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woraus sich (8.6) sofort ergibt. Im Falle X = L?, 1 <p < o0,
fithren die gleichen Uberlegungen wieder zur Darstellung (3.8),
die nun mit einem g e L? fiir jedes feste ¢ > 0 fast {iberall gilt,
wiahrend wir fiir X = L! zu der Relation

(3.8*) We(fs 2)—f(@) = [, We(dp; )de

gelangen, die wieder bei festem £ > 0 fast iiberall gilt. Dabei ist
das MaB u € M durch die Voraussetzung f e H[L'; — |k|*] gegeben
und Wi(du; ) durch

(8.1%) Wi (du; @)=(2x)™" |

o 205 () dpa ()

definiert.

Es sei hier vermerkt, da der Beweis des direkten Teils des
Saturationssatzes 8.4 — Teil ¢) der Definition 1.6 — im wesent-
lichen auf der Halbgruppeneigenschaft der Operatoren (3.1) be-
ruht. Fir eine allgemeine Behandlung von Approximations-
problemen fiir Halbgruppen von Operatoren verweisen wir auf

(91, [2], [3].

4. Sphiirische Mittel

Wir werden in diesem Paragraphen einige weitere Hilfsmittel
zusammenstellen, die wir im folgenden benétigen werden. Ins-
besondere werden wir einen, allerdings sehr einfachen, direkten
Approximationssatz fiir den Fall der Saturation angeben.

Das sphérische Mittel einer Funktion fe X ist fir r > 0 defi-
niert durch

I'(n/2)

272

(4.1) S (f; z) = Ha+ru)du (r > 0).
Juj=1

Obwohl S,(f; ) kein singuldres Integral im Sinne von (1.2) ist,
gilt wie dort: Fir f e X existiert S,(f; ) in X, gehort wieder zu
X und geniigt

(4.2) 1S, 2)llx = Ifllx (r>0),
(4.8) lim ||S,(f; #)—f(@)||x = 0.

r=-0+
Mit den bisher benutzten Methoden 148t sich zeigen:

Satz 4.4: Fiir die sphérischen Mittel (4.1) einer Funktion f € X
gilt:
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a) Aus
(4.5) 1S:(f; @) —f(@)llx = o(r?) (r—>0+)

folgt, daBl f = const. in X ist.
b) Die Relation

(4.6) I15:(f; 2)—f(@)l|x = O(r?) (r—0+)

gilt dann und nur dann, wenn f e H[X; —1/2n |k|?] ist.
In der Tat folgt auf Grund des Satzes von Fubini

k|\ —(n—2)/2
@1) IS, )" (0) = (Tlwj2) (%) Joanlrlkl)] 1°(8)

(k e G™),
wobei J, die Bessellunktion A-ter Ordnung bedeutet. Da

7'|kl —(n—2)/2
I'(n/2) (7) Jn—2y2(rlk])—1
(4.8) lim - = — — [k[3
r—04 r 2')7/

ist die zu (1.9) analoge Bedingung erfiillt, so daB sich der Beweis
von Satz 2.1 sofort iibertragen 148t. Zum Beweis des noch fehlen-
den Teils von b) gehen wir wie in Abschnitt 3 vor. Anstelle von
(3.8) fiihrt die Voraussetzung f e H[X; —1/2n |k|?] jetzt z.B. fiir
X = C zu der Darstellung

(4.9) SAf; @)—f(x) = 2 [ <M. (g; x)dr,
wobei
r (g + 1)

(4.10) M,(f; z) =

nn/z,,.n

f fle+u)du (r>0)
lul =7

ein singuléres Integral vom Typ (1.2) ist, das in X saturiert ist
mit Ordnung O(r?), (r — 0+ ), und dessen Favardklasse durch
H[X;—1/(2(n+2))|k|?] gegeben ist. In [17] wurden die Mittel
(4.1) und (4.10) fiir fe L?(R"), 1 < p < 2, mit Hilfe der Fourier-
transformation genau untersucht, so daBl wir es hier bei der
skizzierten Behandlung des vollig analogen periodischen Falles
bewenden lassen kénnen.

Fiir das Folgende miissen wir nun kurz auf die Definition eines
Kernes im R" eingehen und auf die Moglichkeit, aus ihm einen
periodischen Kern zu gewinnen. Entsprechend zu (1.3) ist mit
einem positiven Parameter p ein Kern {*y,} im R" durch die
folgenden Eigenschaften definiert [8, p. 1]:
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@) @) [P lde=I*glh s M (p>0),
(411) (i) [, *x,)du = (27)" (p > 0),
(iii) lim [*2,(w)| du = 0 (8 > o).

p-oodul =4

Mit Hilfe eines Kerns {*y,} im R" werden, analog zu (1.2), singu-
lare Integrale im R™ fiir Funktionen feL?(R"), 1 <p < oo,
gebildet [8, p. 2], auf deren Eigenschaften wir aber hier nicht
weiter eingehen wollen.

Wir vermerken, dal jede Funktion *y e L'(R"), die durch

(4.12) f oy (w)du = (2m)"

normiert ist, durch {p™*y(pz)} einen Kern im R", d.h. im Sinne
von (4.11), definiert. Im Gegensatz zum periodischen Fall besitzen
diese besonders iibersichtliche Parameterabhéngigkeit praktisch
alle bekannten Kerne im R™.

Es sei nun {¥*y,} ein Kern im R". Setzen wir

(4.18) Zp(@) =szn*xp(w+2kn),

so folgt aus (4.11), (i), daB

[ 1= a2kl du = 3 [ oy, u-t2k)]du
T \keGn keGnrdJd T

(4.14)
- f g, (0)] dus
Rﬂ

gilt. Mithin ist die Reihe in (4.13) absolut majorisiert konvergent
fiir fast alle # € 7" und definiert dariiber hinaus einen periodischen
Kern im Sinne der Definition (1.8) [8, p.19]. In X gilt dann mit
derartigen Kernen {y,} fiir jedes f e X

(415) [ fe—w)y,(w)du = [ f@—u)*z,(u)du.
Insbesondere erhalten wir

(4.16) %p (k) = [*g,1" (k) (ke G™),
wenn wir die Fouriertransformierte von *y, durch

(4.17) [*2,1°(0) = (@) [ *y, ()™ du  (ve R7)

definieren [8, p.31]. Als erste Beispiele zur Definition (4.18) bzw.
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zur Formel (4.15) erhalten wir fiir das verallgemeinerte periodische
singuldre Integral (8.1) von Weierstrass im Falle x = 1 fiir jedes

feX
)

T /) G

was dem singuldren Integral von Cauchy-Poisson im R" ent-
spricht. Ebenso bekommen wir fiir k = 2 den Zusammenhang
mit dem speziellen singuldren Integral von Weierstrass im R":

(4.18) Wi(f; x

(419)  Wifsa) = @ fmf(w—u)e-*"*zf“du (e X)

(siehe [8, p. 82]), dessen Saturationsproblem wie das von (4.18),
aufgefalit als Integrale im R™, in [10], [18] geldst wurde.

Bevor wir nun in den néchsten Paragraphen weitere Beispiele
von periodischen Kernen, die sich mittels der Formel (4.13) aus
Kernen im R” ergeben, betrachten, wollen wir noch den folgenden
einfachen direkten Approximationssatz beweisen:

Sarz 4.20: Fir fe X sei ein singulires Integral I ,(f; #) durch
(1.2) gegeben, dessen Kern {y,} sich mittels (4.13) aus einem Kern
{*1,} im R™ herleiten 1dB3t. Wir nehmen an, daB *y () = p"*y(px)
fast tberall gilt, wobei die Funktion *y e L(R™) die Bedingung
(4.12) erfiillt und radial ist, d.h. es existiere eine auf (0, co0)
definierte Funktion «(r), so daBl *y(x) = «(|#|) fast iiberall gilt.
Existiert dann das (n+1)-te absolute Moment von «, so erhalten
wir fiir alle Funktionen f e H[X; —|k|?]

(4.21) I ,(f; 2)—f()llx = O(p™?) (p = ).

Beweis: (siehe auch [17]). Auf Grund von (4.15) und den Voraus-
setzungen tiber den Kern erhalten wir

I,(f; 2)—f(z) 2(pw)du

n

P

= G TE) f (pr)ri1S, (3 @)—f(a)

so daB sich auf Grund der Holder-Minkowski’schen Ungleichung
mit einer Konstanten 4

(s @)—=f(@)llx < 4p™ [ 7 I(pr) |72 [IS (f5 @) —f (@)l [ dr

ergibt. Nun wissen wir aus Satz 4.4, daB die Voraussetzung
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fe H[X; —|k|*] d4quivalent mit (4.6) ist, so daB wir insgesamt
mit einer anderen Konstanten 4’ auf

W, (f; 2)—1@)llx = A'P”fm | (pr)|r™+idr
= {47 [Tl dr) po2
schlieBen.

5. Periodische Besselpotentiale

Wir gehen aus von dem Kern {p™*g*(pz)} des Besselpotentials
im R", der durch die Funktion

n/2 —(n—a)/2
61w =) Keosle)  @>0

bestimmt wird [1, p. 416]. Hierbei ist K,(¢) die modifizierte
Besselfunktion dritter Art der Ordnung A:
@ Iy(t)—1,(0)
2 sin An

Ky(t) = 3 Ia(z) = eTR](i).

Die Funktion *g* hat u.a. folgende Eigenschaften [1], [20]:
(x> 0)

(i) *g*(x) = 0; (i) *g*(@) e LY(R™);

(iii) fR,.*g“(u)du——- (2m)"  (iv) [*g*]"(v) = (1+][v[?)~*2.

Die Eigenschaften (5.2) (i), (ii), (iii) sichern gerade, daB
{p™*g*(px)} ein positiver Kern im R™ ist, wihrend wir aus (5.2)
(iv) insbesondere fiir p > 0

(5.2)

—/2
(5.3) [ (pe))" (0) = (14| ) (x> 0)

erhalten. Der Kern {g;} des periodischen Besselpotentials ist
nun iiber (4.18) definiert durch

(5.4) g(z) = 2 p"*g*(p(a+2kn)) (x> 0)

und damit das periodische Besselpotential einer Funktion fe X
als das singulére Integral

(5.5) Gats w) = (22)~ [ Ha—u)gi(u)du (« > 0).

Auf Grund von (4.16) und (5.8) erhalten wir
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2)_0‘/2 (k e G»).

k
(5.6) g1 = (1+ };

Weiterhin haben wir fiir « > n

kl2\ -2
(5.7) &) =2 (1+ ’— ) e
keGn P
und also
k 2\ —a/2 .
(5.8) Gifs2) = X (1+ '; ) 1 (k)e' (0 > n),
keGn

wobei die Reihen in (5.4), (5.7) und (5.8) fiir « > % absolut und
gleichméBig konvergieren. Die Formel (5.8) unterstreicht die
Bedeutung der Besselpotentiale fiir die Summierung von mehr-
dimensionalen Fourierreihen.

Bevor wir nun Satz 2.1 und 4.20 auf die periodischen Bessel-
potentiale (5.5) anwenden, vermerken wir noch den Spezialtall
o = n—+1, fiir den wir in (5.1) haben

2" 17"2 [ (nf2) _,
_— €
I'(n)

2

(5.9) *grii(e) =

so daf wir nach (4.15) fiir fe X

I'(n/2)

(5.10) Gy (fs @) = 22 ()

" fe—u)e P dy

Rﬂ
erhalten. Das Integral (5.10), aufgefaBt als singuldres Integral
tiber den Gesamtraum R™, heiBt das singulére Integral von Picard,
dessen Saturation in [10], [17] behandelt wurde.

SaTz 5.11: Fir die periodischen Besselpotentiale (5.5) einer
Funktion f € X gilt:
a) Aus

(5.12) NGy (fs 2)—F(@)l|x = o(p™?) (p > ©)

folgt, daB f = const. in X ist.
b) Die Relation

(5.13) [1G5(f; 2)—f(@)llx = O(p~?) (p — )

gilt dann und nur dann, wenn f € H[X; —a/2|k|?] ist. Das perio-
dische Besselpotential (5.5) ist also in X saturiert mit der Ord-
nung O(p~2), und seine Favardklasse wird gegeben durch
H[X; —a/2|k]*].
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Beweis: Auf Grund von (5.6) erhalten wir fiir alle k € G*

(1 + 15 2)—‘1/2 —1
(5.14) lim BE)TL £

P00 P p=>00 P—2

= — Z |k
2

Mithin ist fiir den Kern {g7} die Bedingung (1.9) mit ¢(p) = p~2
und w(k) = —a/2|k|? erfiillt, was die Anwendung von Satz 2.1
ermoglicht. AuBerdem sind nach (5.2) und [1, p. 416]

(5.15) [T grOoeK ()} < o
die Voraussetzungen von Satz 4.20 durch den Kern {g7} alle

erfiillt.

6. Das Summationsverfahren von Bochner-Riesz

Das Summationsverfahren von Bochner-Riesz der Fourierreihe
einer Funktion f € X ist definiert durch

2)a“f'\(k)ei("’“”) (oc > %—1)

Da auf der rechten Seite fiir jedes p > 0 eine endliche Summe
steht, wird durch sie eine Funktion Bj (f; #) € C definiert, die
wir mit (1.7) auch in Form eines singuldren Integrals

(6.1) B(fia) = 3 (1 _ '_’“p_

kl=p

(6.2) Bi(f; ) = (2n)™ | fla—wu)bj(u)du (a > 'n_;})
Tﬂ
mit
o . ' _ E B\ ik, x)
(6.3) b (@) _lklzgp(l }P’) e

schreiben kénnen.

Die benétigten Eigenschaften von {b}} lassen sich nun wieder
wie bei den Besselpotentialen besonders einfach iiber den ent-
sprechenden Kern im R™ herleiten.

Wenn wir

||\ ~((#/2)+e) n—1
(6.4) *b*(x)= a2 (a+1) (?) ](,,,2)+a(|w|) (oc > —2—-)
setzen, so wird durch {p"*b*(pz)} ein Kern im R" definiert [5],
[18], fiir dessen Fouriertransformierte wir gerade
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(1_

[

2)m [v] =< p

nk ho ~ — P n
(65) [ b*(pe)](0) = . (v e R")
0 o] > p
erhalten. Nach (4.18) wird nun durch
—1
(6.6) b;(m) = zg Pn*ba(p(m+2kn)) (Oﬁ > ”’T)
keGn

ein periodischer Kern definiert, der mit (6.3) iibereinstimmt, da
die Fourierkoeffizienten der durch die Reihe in (6.6) detinierten
Funktion nach (4.16) gerade durch

kZa
@—k) k< p
(6.7) (b1~ (k) = P

fiir (keG")

0 k| > p

gegeben sind, und alle beteiligten Reihen fiir « > (n—1)/2 absolut
und gleichméBig in 7™ konvergieren [8, p. 84], [18, p. 54]. Mithin

Satz 6.8: Fir das singulare Integral (6.2) von Bochner-Riesz
einer Funktion f € X gilt fiir « > (n-+38)/2:
a) Aus

(6.9) [1B5(f; &) —f(@)llx = o(p~®) (p — )

folgt, daB f = const. in X ist.
b) Die Relation

(6.10) [1B,(f; ®)—f()llx = O(p?) (p = o)

gilt dann und nur dann, wenn f € H[X; —a|k|?] ist. Fiir o> (n-+38)/2
ist also das singuldre Integral (6.2) von Bochner-Riesz in X
saturiert mit der Ordnung 0 (p~2), und seine Favardklasse wird
gegeben durch H[X; —alk|?].

Beweis: Der Beweis ist erbracht, wenn wir zeigen konnen, dal3
die Voraussetzungen von Satz 2.1 und 4.20 erfiillt werden. Dazu
haben wir wegen (6.7) einmal

ba1N(k)—1
(6.11) lim L’L(:z-)—— = lim
P> P p—>00 P
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so daB der Kern {b} der Bedingung (1.9) mit ¢(p) = p~2 und
w(k) = —alk|? geniigt. Zum anderen gilt

n+3)

(6.12) f Pty () | oo (P) [} < 00 (“> 2

0

was zu beweisen war.

AbschlieBend ist zu sagen, daB die bisherige Charakterisierung
der Saturationsklassen insofern von indirekter Natur ist, als die
Klassen H[X; w(k)] durch Bedingungen an die Fourierkoeffi-
zienten der Funktion f festgelegt werden. Es bleibt die Aufgabe,
die Favardklassen durch direkte Bedingungen an die zu approxi-
mierende Funktion f anzugeben. Als ein erster Beitrag in diese
Richtung mag das Ergebnis von Satz 4.4 angesehen werden,
das besagt, daB z.B. die Favardklassen des singuldren Integrals
(6.2) von Bochner-Riesz und der Besselpotentiale (5.5) dquivalent
durch die Bedingung (4.6) tiber die sphéarischen Mittel der Funk-
tion f ausgedriickt werden konnen. Weiterreichende Charak-
terisierungen von Favardklassen, die insbesondere auch aus Dif-
ferenzierbaikeitsbedingungen an f bestehen, sind einer weiteren
Arbeit iiberlassen.
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