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Introduction

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, a une
algèbre de Lie de dimension finie sur k, T le groupe adjoint algébrique
de a, qui opère dans le dual a* par la représentation coadjointe. On
s’intéresse à la propriété suivante:

(P) Il existe une partie r-stable U de a*, ouverte et dense dans a*
pour la topologie de Zariski, telle que toute T-orbite contenue dans U
soit fermée dans a*.

La propriété (P) n’est pas toujours vraie. Dans (6) on l’a établie
lorsque le radical de a est nilpotent et la conjecture a été émise que
(P) est vraie lorsque a est unimodulaire. On a établi dans (4) la

propriété (P) lorsque a est résoluble et vérifie la propriété:

(P’) Il existe dans l’algèbre symétrique S(a) un élément semi-in-

variant, non nul, de poids x ~ -tr adax pour l’action adjointe de a

dans S(a).

La propriété (P’) est moins stricte que l’unimodularité. On démon-
tre ici que l’algèbre de Lie a vérifie la propriété (P) si elle vérifie la
propriété (P’). D’après le lemme 1.2 de (4), il suffit de démontrer que

lorsque a vérifie la propriété (P’), alors a* contient une partie T-stable
U de a*, dense dans a* pour la topologie de Zariski, telle que toute
T-orbite contenue dans U soit fermée dans a*. D’autre part, la

démonstration de (4, théorème 3.2) prouve que l’on peut se ramener
au cas k = C.
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On suppose dans ce qui suit k = C. On note g l’algèbre de Lie réelle
sous-jacente à a et G le groupe de Lie connexe, simplement connexe
d’algèbre de Lie g. Le groupe G opère dans a* via la représentation
coadjointe. On peut supposer que pour presque tout f dans a *, G.
f = T. f. D’après (15, théorème 2.2) et (6, théorème 2.2), il existe un

élément homogène, non nul, q de S(a), semi-invariant pour l’action de
a dans S(a) et tel que le complémentaire U de l’ensemble des zéros
de q dans a * vérifie les conditions suivantes:

(1) pour tout f dans U, G. f = T. f et l’orbite T. f est de dimension
maximale.

(2) pour tout f dans U, a contient une polarisation résoluble en f,
satisfaisant la condition de Pukansky.

Si 1£ est une mesure de Lebesgue sur a* alors il résulte de la

propriété (P’) que a * contient une partie V, T-stable, de com-

plémentaire li-négligeable telle que toute T-orbite contenue dans V
porte une mesure positive T-invariante qui définit une distribution
tempérée sur a*. Après avoir défini l’admissibilité (cf. 1.19) pour une
forme linéaire f sur a, on démontre que l’ensemble des formes

linéaires admissibles dont l’orbite sous T est tempérée (cf. 2.3) est
Zariski dense dans a*. Soit f une forme linéaire admissible sur a,
appartenant à l’ouvert U ci-dessus. A toute polarisation résoluble b

en f, satisfaisant la condition de Pukanszky, on sait associer une

représentation unitaire qui est somme finie de représentations uni-
taires irréductibles. En outre, si l’orbite T. f est tempérée, ces

représentations sont complètement continues. Utilisant un théorème
de J.M.G. Fell sur la continuité de l’induction, on démontre alors que
l’orbite T. f est fermée dans a*.
Ce travail comprend trois parties. Dans le première, on définit les

formes linéaires admissibles fortement régulières sur a. Dans la

deuxième, après avoir défini les orbites tempérées, on montre que la
réunion des orbites tempérées admissibles est Zariski dense dans le
dual de a, lorsque a vérifie la propriété (P’). Enfin, dans la troisième
partie, on démontre l’implication (P’) ~ (P).

§0. Notations et résultats preliminaires

0.1. Si V est un espace vectoriel, on note V* son dual et S(V) son
algèbre symétrique. Si V est réel ou complexe de dimension finie, et
si ¡.t est une mesure positive sur une partie borélienne de V, on dit
que ~ est tempérée s’il existe un entier k  0 tel que f (1 +
Ilx112) d03BC(x)  + ~ (où 11-il est une norme quelconque sur V); en parti-
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culier, li peut être alors considérée comme une mesure de Radon sur
V.

0.2. Si G est un groupe de Lie réel, on note D(G) l’ensemble des
fonctions complexes indéfiniment différentiables à support compact
sur G, K(G) l’ensemble des fonctions complexes continues à support
compact sur G, C*(G) la C*-algèbre de G, Prim C*(G) l’espace des
idéaux primitifs de C*(G), Go la composante neutre de G. Si g désigne
l’algèbre de Lie de G et si f est une forme linéaire sur un idéal de g,
on note G(f) et g(f) les stabilisateurs de f dans G et dans g.

0.3. Si a est une algèbre de Lie, on note U(a) son algèbre
enveloppante.

0.4. Si 8 est une algèbre de Lie réelle, on note gc sa complexifiée.
On appelle involution canonique de U(gc) l’unique antiautomor-

phisme antilinéaire de U(qc) qui transforme x en - x pour tout x E g.

0.5. Dans tout l’article, k désigne un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle.

0.6. Soient a’ une algèbre de Lie algébrique sur le corps k, a un
idéal de a’ dont l’enveloppe algébrique est égale à a’ (d’où [a, a] =
[a’, a’]). On dit que le couple (a’, a) vérifie l’hypothèse (*) s’il existe un
ouvert de Zariski, non vide, U de a * tel que pour tout f dans U et
pour tout f’ dans a’*, prolongeant f, on ait a’ = a’(f ’) + a.

0.7. LEMME: Soient a’ et a comme en 0.6. Notons r le groupe

adjoint de a’. Il existe un idéal a" de a’, contenant a, qui vérifie les
conditions suivantes :

(1) le couple (a’, a") vérifie l’hypothèse (*).
(2) Notons 7T l’application canonique de (a")* sur a*. Il existe un

ouvert de Zariski de Q* non vide U, 0393-invariant, tel que pour tout f"
dans ir-’(U) on ait: 03C0-1(0393.03C0(f")) = r . f".

On peut trouver un ouvert de Zariski, non vide, U’ de (a’)* et un
sous-espace vectoriel V de a’ tel que, pour tout f’ dans U’, V soit un
supplémentaire de a’( f ’) + a dans a’. Notons a" l’idéal V + a de a’ et 7T
l’application canonique de (a’)* sur a * . Soit U l’image de 0393 · U par

l’application canonique de (a’)* sur a*. La partie U de a* est un ouvert
de Zariski, non vide, 0393-invariant de a*. Si f" est dans 7T-t(U) et si f’ est
un élément de (a’)* qui prolonge f", alors il existe y dans r tel que
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a’ = a" + a’(03B3 · f’). Comme a" est invariant par T, a’ = a" + a’(f’). Le
couple (a’, a") vérifie donc l’hypothèse (*). De l’égalité a’ = a" + a’(f’), on
tire l’inclusion a"(f ") c a’(f’). Par ailleurs, a"(f ") C V + a. Comme la
somme de V et de a’(f’) + a est directe, on voit que a"(f") est contenu
dans a; d’où dim a( ’Tr(f")) - dim a"(f") = dim a" - dim a (5,1. 12.2). Par
suite, 03C0-1(0393 · 03C0(f")) = 0393 · f".

0.8. Considérons un couple (a’, a) comme en 0.6 et a" comme en
0.7. La condition (2) de 0.7 prouve que a vérifie la propriété (P) si a"
vérifie la propriété (P). D’autre part, si a vérifie la propriété (P’) alors
a" vérifie la propriété (P’). On peut donc se ramener au cas où le

couple (a’, a) vérifie l’hypothèse (*) pour prouver (P’) ~ (P).

1. Formes Linéaires fortement régulières et formes linéaires admissibles

1.1. On fixe une algébre de Lie complexe a. Si f est dans a*, on
désigne par 6(f) l’ensemble des X de a(f ) pour lesquels ad X est

semi-simple. Lorsque f est régulière, d’après (2, 1.7 p. 17) l’algèbre de
Lie n(f ) est commutative; 6(f) est donc une sous-algèbre de Lie de a.

1.2. DEFINITION: On dit que la forme linéaire régulière f sur a est
fortement régulière si l’algébre de Lie 6(f) est de dimension maximale.

Cette définition est due (dans le cas algébrique) à M. Duflo [11]. Les
résultats de ce chapitre sont énoncés sans démonstration dans [11] et
prouvés ici pour la commodité du lecteur.

1.3. On note Aut,(a) le groupe des automorphismes de a engendré
par les exp(ad X), où X E a et où ad X est nilpotent. Le groupe Aute(a)
opère dans a * via la représentation coadjointe.

1.4. PROPOSITION: (Les notations sont celles de 1.1 et 1.3).
L’ensemble des formes linéaires fortement régulières sur a est un

ouvert de Zariski de a*. Si f et f’ sont deux formes linéaires fortement
régulières, alors il existe a dans Aute(a) tel que l’on ait: 6(f’) = a(g(f)).

La proposition résultera du lemme 1.7.

1.5. Soit e une sous-algèbre de Lie commutative de a telle que pour
au moins une forme linéaire régulière f sur a, on ait 6 C 6(f). En
particulier, pour tout X dans 6, ad X est semi-simple. Désignons par
ao le centralisateur de e dans a. Soient À 1, ..., Àn les racines non
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nulles de a relativement à g, deux à deux distinctes. Désignons
par ai (i = 1,..., n) l’espace des vecteurs de poids Xi. On

a : a = a0~a03BB1~···~a03BBn et [e, a] = a Il (D ... (D a In. On regarde a 0
comme l’espace des formes linéaires sur a, nulles sur [g, a]. Si f est dans
ô, on note w (f) la forme bilinéaire sur [e, a] x [e, a] : (X, Y) ~
w(f)(X, Y) = (f, [X, Y]) et si b est une base de [g, a], Db(f) désigne le
pfaffien de 03C9(f), calculé dans le base b.

1.6. LEMME: (Les notations sont celles de 1.1 et 1.5). Soient b une
base de [g, a] et f dans a6.

(i) Le stabilisateur de f dans ao coïncide avec le stabilisateur dans
no de la restriction de f à ao.

(ii) La fonction Db est non nulle en f si et seulement si ao(f ) = a(f).
(iii) La forme linéaire f est régulière dans a* si et seulement si elle

est régulière dans a*0 et Db(f) est non nul.

L’assertion (i) résulte de l’inclusion [ao, [g, a]] C [g, a]. Il résulte

aussi de cette inclusion que le noyau de 03C9(f) est contenu dans a(f).
Comme e est contenu dans a(f), on a la décomposition: a(f) =
ao(f ) (D a(f ) fl [g, a], d’où (ii).

(iii) Notons S l’indice de a et So celui de ao. D’après la définition de
e, il existe une forme linéaire régulière f ’ sur a qui appartient à a 6.
D’après (2, 1.7 p. 17) n(f’) est contenu dans ao. Il résulte alors de (i)
que So est inférieur ou égal à S et de (ii), que Db(f’) est non nul.
L’ensemble des formes linéaires régulières de a*0 qui n’annulent pas
Db est donc un ouvert de Zariski non vide de a6. D’après (ii), pour
tout ~ dans cet ouvert, ao(é) = a(é) et dim ao( t) 2: S; donc S = So. Si f
est régulière dans ao et si Db(f) est non nul, d’après (ii), ao(f ) = a(f) et
d’après ce qui précède, f est régulière dans a*. Réciproquement, si f
est régulière dans a*, dim a0(f) ~ S car no(f ) est contenu dans a(f ).
D’après ce qui précède, dim ao(f ) = So ; donc f est régulière dans a6,
do(f) = a(f ) et Db(f) est non nul, d’après (ii).

1.7. LEMME: (Les notations sont celles de 1.1 et 1.5). Soient b une
base de [6, n] et 60 l’ensemble des formes linéaires régulières sur ao qui
n’annulent pas Db.

(i) L’ensemble ~ a · 00 est un ouvert de Zariski non vide de
a~Aute(a)

a * .

(ii) Si f est une forme linéaire fortement régulière sur a, alors il
existe a dans Aute(a) tel que a · f soit dans a*0.
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Il résulte de la démonstration de l’assertion (iii) de 1.6 que 00 est un
ouvert de Zariski non de vide de a Ó. Pour démontrer le lemme, nous
utilisons les idées développées par J. Dixmier dans le démonstration
de (5, thèorème 1.9.11). Si X ~ a03BBi (i = 1,..., n), adaX est nilpotent
car (adaX)(aÀJ) C a03BBj+03BBi (j = 1, ..., n); donc exp(adaX) est un élément
bien défini de Aute(a) (cf. 1.3). Soit T l’application de l’espace vec-
toriel a*0 x a ÀI  ··· x d’- dans l’espace vectoriel a * définie par:

Cette application est polynômiale. Soient f dans (5o et T l’application
linéaire tangente à T en (f, 0, ... , 0). On a:

(f’ E nô, Xl E aÀl,..., Xn E a03BBn). Si T(f’, X1,..., Xn) est nul, f’ et

(L 1=1 Xj) · f sont toutes deux nulles. D’après 1.6, (ii), X1,..., Xn sont
nuls; donc T est injective et par suite bijective. Désignons par (9’

l’ensemble des points a*0  a03BB1  ··· x a Àn en lesquels l’application
linéaire tangente à T est bijective. Notons P1,..., Pm des générateurs
de l’idéal de définition de a*BCo. Les fonctions P1,..., Pm se prolongent
trivialement en des fonctions polynômiales sur a*0 x a Àl x ...  a03BBn.

D’après ce qui précède, l’ouvert de Zariski

rencontre a*0 x {0} x ... x {0} suivant 60. L’image C de 6"’ par T est un
ouvert de Zariski de a*0. L’assertion (i) du lemme résulte alors de
l’égalité

(ii) Soit f une forme linéaire fortement régulière sur a. Considérons
le centralisateur ao(f) de 6(f) et O0(f) l’ouvert de Zariski de ao(f)*
défini comme O0 (on remarquera à cet effet que, d’après 1.6 (iii), O0 ne
dépend pas de la base b de [g, a]). Il résulte de (i) que U a - O0(f)

a Eiillte(A)
est un ouvert de Zariski de a *. Deux ouverts de Zariski non vides de

a* ayant une intersection non vide, on peut trouver a dans Aute(a) tel

que a . f soit dans Co.
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1.8. On note g l’algèbre de Lie réelle sous-jacente à a et G le

groupe de Lie réel simplement connexe d’algèbre de Lie q.

1.9. DEFINITION: (Les notations sont celles de 1.1 et 1.8).
(i) La forme linéaire f sur q est dite admissible s’il existe un

caractère unitaire de G(f)0 de différentielle if|g(f).
(ii) La forme linéaire a sur a est dite admissible si la forme linéaire

Re(a) sur g est admissible.

Cette notion d’admissibilité est équivalente à celle de (11, II.2) car g
est l’algèbre de Lie réelle sous-jacente à une algèbre de Lie complexe.

1.10. Reprenons les notations de 1.5. D’après 1.7 (ii), il existe une

forme linéaire fortement régulière x sur a telle que g(x) contienne e.

On suppose que e est l’ensemble des éléments de g(x) dont l’image,
par une représentation de dimension finie de q, est semi-simple. Soit S
l’adhérence dans G du sous-groupe analytique de G dont l’algèbre de
Lie est l’algèbre de Lie réelle sous-jacente à e. Le groupe S est

commutatif et connexe. Soient T le plus grand sous-groupe compact
de S, t son algèbre de Lie et (Xi,...,Xn) une base du réseau des
éléments de t dont l’image par l’application exponentielle de G est
égale à 1.

1.11. LEMME: (Les notations ont celles de 1.1, 1.6 et 1.10).
(i) L’algèbre de Lie t est contenue dans g.

(ii) La forme régulière f sur a, nulle sur [g, a] est admissible si et
seulement si Re(f, X1~,..., Re(f, Xn) sont des multiples entiers de 203C0Z.

Soit f une forme linéaire régulière sur a, nulle sur [e, a]. D’après (2,
1.7 p. 17), l’algèbre de Lie a(f ) est commutative. Soit t’ l’algèbre de
Lie du plus grand sous-groupe compact de G(f )o. Elle contient t et

elle est contenue dans a(f ). D’après 1.7 (ii), il existe une forme

linéaire fortement régulière y sur a telle que e(y) contienne g(f) et g
dans G tel que g - 6(x) soit égale à g(y). L’algèbre de Lie g - e est
l’ensemble des éléments de g(g · x) dont l’image par la représentation
de g, considérée en 1.10, est semi-simple; donc g - e = 6 puisque e est
contenue dans g(g · x). L’algèbre de Lie t’ est contenue dans

puisque t’ est contenue dans q(g - x) et tous les éléments de l’algèbre
de Lie d’un sous-groupe compact de GL(V) (V espace vectoriel réel
de dimension finie) sont semi-simples. Par suite, t’ = t et T est le plus
grand sous-groupe compact de G(f )o. La restriction de l’application
exponentielle de G à g(f) est un homomorphisme du groupe abélien
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g(f) sur G(f )o et f est admissible si et seulement si le caractère

unitaire X ~ exp(i~Re f, X~) de qU) est trivial sur le noyau de cet

homomorphisme, d’où (ii).

II. Orbites temperees

2.1. On fixe une algèbre de Lie complexe algébrique a’, un idéal a
de a’ dont l’enveloppe algèbrique est égale à a’ (d’où [a’, a’] = [a, a]).
On note T le groupe adjoint de a’.

2.2. LEMME: (Les notations sont celles de 2.1). Si f est dans a*,
alors il existe sur T. f une mesure positive, 0393-invariante, unique au
scalaire multiplicatif près.

Soit y dans 0393(f). La forme bilinéaire (X, Y) ~ ~f, [X, Y]) sur a

définit par passage au quotient une forme symplectique sur a/a(f),
invariante par y ; donc det Aday = det Ada(f)03B3. Par suite, la restriction
à 0393(f) de la fonction module de T est égale à la fonction module de
G(f); donc il existe sur r . f une mesure positive, 0393-invariante, unique
au scalaire multiplicatif près.

2.3. DEFINITION: L’orbite r. f est dite tempérée si toute mesure
positive r-invariante sur r - f est tempérée (cf. 0.1).

2.4. Soit f une forme linéaire régulière sur a. On suppose que pour
tout X dans a(f), tr adaX est nul. D’après (2, 1.7 p. 17), l’algèbre de
Lie a(f) est commutative; donc il existe un sous-groupe résoluble

connexe maximal B de r, contenant 0393(f)0. Comme 0393(f)0 est d’indice
fini dans B(f), pour tout b dans B(f), on a Idet Adabl = 1; d’où

l’existence d’une fonction positive À sur B . f qui vérifie la condition
03BB(b · y) = |det Adab|-203BB(y), pour tout y dans B · f et pour tout b dans
B.

2.5. LEMME: (Les notations sont celles de 2.1 et 2.4). Soit b l’algèbre
de Lie de B.

(i) Il existe une mesure positive, relativement invariante, v sur B . f,
de multiplieur b ~ idet Adbb B-2.

(ii) Il existe un sous-groupe compact maximal K de r tel que

l’application (k, b) - kb de K x B dans r soit surjective.
(iii) Désignons par dk la mesure de Haar de masse totale 1 du
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groupe compact K. Alors la mesure, notée 03BC,

sur F ’ f est positive et 0393-invariante.
(iv) L’orbite 0393 · f est tempérée si et seulement si la mesure À . v est

tempérée.
(v) L’orbite 0393 · f est fermée si et seulement si l’orbite B . f est

fermée dans a*, pour la topologie usuelle.

(i) Comme B(f)o est commutatif et d’indice fini dans B(f), B(f )
est unimodulaire. L’assertion (i) résulte alors de ce que la fonction
module du groupe B est b ~ |det Adbb|-2.

(ii) Désignons par R le radical de T et par 7r l’homomorphisme
canonique de T sur rIR. Le groupe 7T(B) est un sous-groupe de Borel
du groupe semi-simple 0393/R ; donc il existe un sous-groupe compact
maximal K’ de 0393/R tel que l’application (k, b) ~ kb de K’ x ir(B) dans
rIR soit surjective. Soient R’ le radical de 7T -l(K ’), T un sous-groupe
compact maximal de R’ et K un sous-groupe compact maximal de

7r-’(K’) contenant T. Comme R’/R est compact, R’ = TR. Le groupe
7T-t(K’) étant à radical cocompact, 03C0-1(K’) = KR’ et 7T-t(K’) = KR car
K contient T. Le groupe K est un sous-groupe compact maximal de 0393

car K’ est un sous-groupe compact maximal de 0393/R. Le group B étant
résoluble connexe maximal, il contient R ; donc l’application (k, b) ~
kb de K x B dans T est surjective. Notons () l’algèbre de Lie réelle
sous-jacente à a et t l’algèbre de Lie de K (f est une sous-algèbre de
Lie de g). On montre de façon analogue que g = l + b (somme
d’espaces vectoriels réels).

(iii) Soit db une mesure de Haar à gauche sur B. Prouvons que la
mesure

est une mesure de Haar à gauche sur T. D’après (ii), les espaces

homogènes KBr et K ~ BBB sont homéomorphes. Le groupe K ~ B
est donc connexe et contenu dans un tore maximal S de B. Soit U le

groupe des éléments unipotents de B. Le groupe B est le produit
semi-direct de S par U et l’espace topologique K ~ BBB est le

produit de KnBBS par U. Le groupe K n B est un sous-groupe

compact maximal de B car K ~ BBS est simplement connexe. Il
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existe un tore S’ connexe simplement connexe tel que l’on ait S =
(K n B)S’ (S’ est un groupe réel). Posons B’ = S’ U et notons b’
l’algèbre de Lie de B’ (b’ est une sous-algèbre de Lie de g). Il résulte
de (ii) que g est la somme directe de t et de b’ et que l’application
(k, b) ~ kb de K x B’ dans r est surjective. Comme K ~ B’ = {e} et
l ~ b’ = g, cette application est un difféomorphisme de K x B’ sur r.
Notons dt la mesure de Haar de masse totale 1 sur le groupe compact
K n B et 8b la mesure de Haar à gauche sur B’ telle que l’on ait:

pour toute 0 dans L1(B). D’après (14, Lemme 1.10) la mesure

est une mesure de Haar à gauche sur T. Soit 0 une fonction continue
à support compact sur T. On a :

La mesure dk étant invariante à droite, le membre de droite de
l’égalité ci-dessus est égal à

Comme pour tout b dans B, on A : Idet Adbb|2 = )det Adb, b 1, il vient:

La mesure

est donc une mesure de Haar à gauche sur h.



283

On rappelle que le groupe F(/)o= B(f)o est unimodulaire. On note
dh une mesure de Haar sur B(f)o. Désignons par db la mesure

positive, relativement invariante, de multiplieur b ~ |det A dbb|-2, sur
JB/B(f)0 telle que pour toute fonction ~ continue à support compact
sur B, on ait:

L’espace B/B (f )o est un revêtement fini de B · f car B (f )o est d’indice
fini dans B(f ). Notons v’ la mesure sur B - f relle que pour ~ continue
à support compact sur B - f, on ait:

La mesure v’ est positive, relativement invariante, de multiplieur
b ~ Idet Adbb 1-2 . Elle est donc proportionnelle à v. Soient (hl,..., hm)
un système de représentants de 0393(f)/0393(f)0 et ~ une fonction continue
à support compact sur T. La fonction

définit par passage au quotient une fonction continue à support
compact t/1 sur F - f. On a:

Il résulte alors de ce qui précède que la mesure

sur 0393 · f est invariante, d’où (iii).
(iv) Le groupe K étant compact, il existe une norme sur a *, in-

variante par K ; donc (iii) ~ (iv).
(v) Il est clair que si B · f est fermé, F ’ f est fermé dans a* pour

la topologie usuelle de a*; donc r. f est fermé dans a* pour la
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topologie de Zariski car il est localement fermé pour cette topologie.
Réciproquement, si 0393 · f est fermé dans a*, r - f contient l’adhérence
de B - f et pour tout x dans F ’ f, dim B(x) ~ dim B(f) car B(x) est
contenu dans T(x) et dim B(f) = dim 0393(f); donc B - f est fermé.

2.6. LEMME: (Les notations sont celles de 2.1). On suppose que le
couple (a’, a) vérifie l’hypothèse (*) de 0.6. Il existe un ouvert de

Zariski O de a* non vide, invariant par T, contenu dans l’ensemble des
formes linéaires fortement régulières de a* et tel que pour tout f dans
C et pour tout f’ dans a’* prolongeant f, les conditions suivantes
soient satisf aites :

(1) f’ est régulière et a’ = a’(f’) + a.
(2) pour tout X dans a’(f ), tr adaX est nul.
(3) il existe une polarisation résoluble en f’ qui vérifie la condition

de Pukanszky.
Dans ces conditions, l’algèbre de Lie b = b’ ~ a est une polarisation
résoluble en f satisfaisant la condition de Pukanszky.

D’après (15, théorème 2.2), il existe un ouvert de Zariski (J" de a’*

non vide, T-invariant, contenu dans l’ensemble des éléments réguliers
de a’* et tel qu’en tout point de O", il existe une polarisation résoluble,
contenue dans a’, vérifiant la condition de Pukanszky. D’après (6,
théorème 4.6), il existe un ouvert de Zariski V de a*, non vide,
T-invariant, contenu dans l’ensemble des formes linéaires fortement
régulières de a* et tel que pour tout f dans V et pour tout X dans
a’(f ), tr adaX soit nul. Comme le couple (a’, a) vérifie l’hypothèse (*)
de 0.6, il existe un ouvert de Zariski (9’ de a’*, non vide, T-invariant,
tel que pour tout f ’ dans (9B on ait: a’ = a’(f’) + a. Désignons par (9
l’intersection de V et de l’image de O’ ~ O" par l’application
canonique de a’* sur a*. Il est clair que C est un ouvert de Zariski,
T-invariant de a*. Soient f dans O et f’ une forme linéaire sur a’ qui
prolonge f. Comme f’ est dans O’ + al (al. est l’espace des formes
linéaires sur a’, nulles sur a), a’ = a’(f’) + a et il existe en f ’ une
polarisation résoluble b’, contenue dans a’, qui satisfait la condition de
Pukanszky. L’algèbre de Lie b = b’ n a est résoluble, subordonnée à f
et t/ = a’(f’) + b car b’ contient a’( f ’) et a’ = a’(f’) + a; donc b est une
polarisation en f. Si v est une forme linéaire sur a, nulle sur b, elle se
prolonge en une forme linéaire w sur a’, nulle sur b’ et il existe y dans
T tel que 03B3 · f ’ = f’ + w car b’ vérifie la condition de Pukanszky; donc
03B3 · f = f + v et b vérifie la condition de Pukanszky.

2.7. Fixons f dans l’ouvert (9 de 2.6, f’ un prolongement de f à a’, f/
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une polarisation résoluble en f ’ satisfaisant la condition de Pukanszky
et b une sous-algèbre de Lie résoluble maximale de a’, contenant b’.
Notons B et H’ les sous-groupes analytiques de T d’algèbre de Lie b
et b’. Ces sous-groupes sont fermés dans T car les algèbres de Lie b et
b’ sont algébriques. Choisissons des mesures de Haar à gauche db sur
B et dh sur H’. Sur l’espace des fonctions ~ sur B vérifiant

~(bh) = ~(b)~(h) b E B, h E H, où ~(h) = |det Adb/b’ h|2, il y a une

"mesure" B-invariante

telle que l’on ait:

pour toute fonction intégrable a sur B. Choisissons une mesure v sur
B · f positive, relativement invariante, de multiplieur b ~ idet Adbb 12.
Notons 6 l’ensemble des éléments semi-simples de a(f). Comme f est
régulière, aU) est commutative et 6 est une sous-algèbre de Lie de a.
Soient ao et a’ 0 les centralisateurs de e dans a et a’.

2.8. LEMME: (Les hypothèses et notations sont celles de 2.1, 2.6 et
2.7).

(i) Pour toute mesure de Lebesgue dt sur fjl et pour toute fonction
borélienne positive 0 sur B - f, on a :

pour b dans B et h dans H’. Il existe une mesure de Lebesgue et une
seule dt sur b~ telle que l’on ait:

pour toute fonction 03BD-intégrable ~ sur B . f.
(ii) L’intersection 6 ~ ([6, 6] + [a’0, a’0] + [g, a]) est nulle.
(iii) Si v est une f orme linéaire sur a, nulle sur [6, 6] + [a’0, a’0] + [g, a]

alors B . (f + v) est contenu dans B . f + v.




