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Plan

Notations

X voisinage ouvert de C2
Cx catégorie des faisceaux de C espaces vectoriels sur X
D(Cx) catégorie dérivée associée.

Pour 5" complexe d’objet de Cx, on note:
hi(F~) son ième groupe de cohomologie
57,* sa fibre en un point x de X
57’[k] complexe égal à Fk+n en degré n dont la différentielle est celle due 57’ 

multipliée par (-1)k
E faisceau constant de fibre E

rA foncteur de Cx - Cx est égal pour A fermé au foncteur section à
support A et pour A ouvert à i* i -1 où 1 : A  X est l’inclusion
ouverte

FA est aussi défini pour les localement fermés de façon que

rA rB - rAf1B
RrA foncteur dérivé de 0393A.
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Introduction

Ce travail fait suite aux articles [3, 4, 5, 6, 7]. Son objet est de donner une
description de la catégorie Perv0394(2) des faisceaux pervers relativement à
une courbe plane A ou du complexe des solutions d’un -9-Module holonome
dont la variété caractéristique se projette sur A. L’équivalence entre ces deux
points de vues résulte de [1, 12, 13, 18, 19, 20]. La méthode d’étude consiste
à introduire une coupure H de C2 et une coupure M de la coupure H. Les

propriétés de ces coupures sont telles que le foncteur a

est un isomorphisme fonctoriel de Perv0394(2). On décrit alors précisémment
(F~) en remarquant que c’est un complexe de faisceaux constructibles
relativement à une stratification de (2, H, M). Afin de simplifier l’exposé,
nous insisterons sur la version topologique. Nous renvoyons le lecteur à [8]
pour sa version analytique et le lien entre les deux versions.

R. MacPherson et K. Vilonen, J.L. Verdier et L. Narvaez traitent par
d’autres méthodes dans [15, 16, 17, 21, 24] de problèmes analogues.

0. Définition d’un faisceau pervers relativement à une courbe plane

Soit X un voisinage de l’origine de C2 et A un germe de courbe plane de
{x, YI.

0.1. DÉFINITION: un élément F~ de D(X) est dit pervers relativement à la
courbe plane A si les conditions I, II sont vérifiées

1 h’(F~)|X-0394, h’(F~ )|0394-{0}, h’(F~)0 sont des systèmes locaux
h’(F~) = 0 pour j e {0, 1, 2}
h1(F~)|2-0394 = 0 h2(F~)|2-{0} = 0

II même condition que 1 pour R H omX (F~, Cx)
Dans [3], on montre le résultat suivant:

0.2. PROPOSITION: Dans la définition 0.1, on peut remplacer les conditions II,
au choix par les conditions IIbis ou IIter :

IIb is) ’BIx ~ 0394 - {0} R20393{x}F~ = 0
R00393{0} F. = R10393{0}F. = 0.

IIter) R03930394F. n’a de la cohomologie qu’en degré , 1

R0393{0} F. n’a de la cohomologie qu’en degré  2.
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1. Coupures associées à A et énonces des resultats

Soit S03B5 la sphère de rayon e centrée à l’origine dans e2. Soit L un entrelacs
de S03B5 associé au germe de courbe plane A. On peut prendre L = SE n A.
Nous dessinerons L dans un tore de R3 d’axe Oz au moyen d’une projection
stéréographique. Pour obtenir des dessins réalisables, on peut prendre pour
L la tresse associée à A.
En A, on représente l’entrelacs associé à la courbe A d’équation

y7 - x5 = 0 et en B à la courbe irréductible paramétrée par (x = t6,
y - t9 + t10).

Si C(L) désigne le cône sur L de sommet l’origine de C2, on a l’homéomor-
phisme de paires:

Désormais nous identifierons ces deux espaces topologiques.

LI. Coupures associées à L1

Notons 0) l’origine de R3. Quitte à faire un homéomorphisme de la paire
(R3, L), on peut supposer que la projection de centre 03C9 de L sur une grande
sphère de R3 centrée en w n’a que des points doubles ordinaires. Notons c5
le nombre de ces points doubles.

I.1.1. DÉFINITION DES OEILLETS: Associons à L, les c5 points (tl, t2, ... , ta)
nommés oeillets qui verifient la propriété suivante.

1) La demi-droite [03C9, tk [ rencontre L en un unique autre point tk . Ce point
est de plus extérieur au segment [03C9, tk[.
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2) Si 1 est un point de L distinct de tk et tk, [0, l [ ne rencontre L qu’au point
l.

Orientons maintenant L dans le sens des arg X croissant. Soit tk un
oeillet, Ttk et Ttk les tangentes orientées de L en tk et t’k. On peut supposer
que tous les trièdes (Ttk, Tt’k, 0tk) sont indirects pour l’orientation
canonique de C x R (c’est bien le cas si on prend pour L la tresse associée
à A, voir aussi [8] page 20, remarque 1.5.6).

1.1.2. Notation: c(L) = U’eL [0), l], le cône compact de centre w de R3 sur
L (plus exactement son image réciproque par la projection stéréographique).

c(L) est stratifiée de la façon suivante:

Donnons quelques propriétés de ces strates
1) R3 - c(L) est simplement connexe.
2) L - 03B4k=1 {tk} a 03B4 composantes connexes. En effet suivant notre
orientation de chaque point tk part une composante connexe de
L - 03B4k=1 {tk}. Notons Jk cette composante connexe. On désignera par
Zk un point de lk -
3) c(L) - 03B4 k=1 [03C9, tk] - L a ô composantes connexes, on notera

c(k, L) la composante dont l’adhérence contient Jk et par yk un point de
c(k, L).
4) On désignera enfin par xk un point de ]0, tk[.
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I.1.3. DÉFINITION: On appelle coupure associée à

le cône de sommet l’origine de c(L) dans 2. On appelle accident de H:

1.1.4. DÉFINITION: On note E la stratification suivante de (2, H, M): E =
{2 - H, H - (M~0394), 0394 - (M~0394), M~0394 - {0}, M - (M~0394) -
C({03C9)}), C({03C9}) - {0}, {0}}, A = C(L) et C(03C9) désigne la demi-droite

[0, 03C9[. X - H est simplement connexe; d’après les propriétés de la stratifi-
cation de c(L), H - (M u A), A - (M n A), M - M n A - C({03C9}),
M n 0394 - {0} ont chacun 03B4 composantes connexes.

1.1.5. Notations
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1.2. Enoncé des résultats X = e2

1.2.1. RÉSULTAT: Si F. est un faisceau pervers relativement à A, les com-
plexes R0393X-HF., R0393H-MF., R0393MF. sont respectivement concentrés en
degré 0, 1 et 2.

On déduit en utilisant comme pour la preuve du théorème 1.2.4 les lemmes
de l’appendice A que le foncteur :

est un isomorphisme fonctoriel de Perv0394(X).

1.2.2. RÉSULTAT: Si 57* est un faisceau pervers relativement à A, le complexe
(F.) est constructible par rapport à 1.
Pour décrire un tel complexe constructible, on est amené à introduire la

catégorie C(A).

1.2.3. DÉFINITION: Les objets de cette catégorie sont la donnée de 03B4 + 2

espaces vectoriels de dimension finie reliés par des morphismes

où k décrit {1, 2, ... , 03B4} assujettis à vérifier les conditions

1) vkuk + 1 d ’--. Mk est un isomorphisme
2) v’ku’a(k) = ukva(k)

v’ku’k(k)  - ocb(k),k est un isomorphisme
v’ku’k = 1 d

v’ku’c = 0 si e k, a (k), b(k)}
3) Ma(k)vb(k) = Vk(Xb(k),k
4) 03A303B4k=1 Mkvkv’k = 0
5) 03A303B4k=1 u’kuk = 0,

où a(k) et b(k) sont définis en II.3.8 et Mk est un produit de M défini en
II.5.3.2.

1.2.4. THÉORÈME: Les catégories Perv’(,V) et C(0394) sont équivalentes.

On démontrera ce théorème en décrivant à l’aide de C(0394) le complexe
constructible de 1.2.2. On obtiendra ainsi un foncteur a Perv0394(X) ~ C(0394)
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dont on construira un quasi-inverse 03B2. Pour démontrer 1.2.1, 1.2.2, on

supposera vérifiées des propriétés topologiques du type suivant: soit par
exemple x un point de M, B(x, e) n (H - M) est une réunion disjointe
d’ouverts de H - M et ces ouverts se rétractent sur des points de H - M
en respectant la stratification E. Cela ne pose pas de problèmes vu la
construction de H et M.

1.2.5. REMARQUE: "Un mot sur le cas analytique". Dans [8], on montre que
l’on peut choisir pour H

où f (x, y) = 0 est une équation de A dans un bon système de coordonnées.

II. Triangles associes à un faisceau pervers relativement à A

A tout faisceau pervers 57* de perviB(X), associons les deux triangles:

II.1. Les complexes R0393X-HF., RrH-M!F., R0393MF. sont concentrés
respectivement en degré 0, 1 et 2

Soit i l’inclusion ouverte de X - H dans X. Rappelons que 0393X-H = i* i -1.
La condition de perversité 1) de 0.1 entraîne:

On a donc un isomorphisme fonctoriel en

B(x, e) désignant une boule de centre x et de rayon e, on a:
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B(x, e) - H est, pout tout x et pour tout 8 petit une réunion disjointe
d’ouverts contractiles. Puisque 0 est disjoint de ces ouverts, h0(F.) en
restriction à chacun de ces ouverts est un faisceau constant. On a donc:

Par suite, on obtient l’isomorphisme fonctoriel en F. de D(Cx):

//.7.7. R0393X-HF. ~ i*i-1h0(F.)
D’autre part,

La restriction à e2 - A de h0(F.) étant un système local, on a l’égalité:

D’après la condition de perversité Ilter) de la proposition 0.3, ce dernier
faisceau est nul. On a ainsi montré que

F. n’ayant de la cohomologie qu’en degré 0, 1 et 2, la suite exacte longue
du triangle horizontal se réduit à

II.1.2. REMARQUE: R0393HF. n’a donc de la cohomologie qu’en degré 1 et 2,
et R2rH!F. est isomorphe à h2(F.) faisceau supporté par {0} (d’après la
condition Iii) de la définition 0.1).

Soit j l’inclusion ouverte de H - M dans C2 :
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le deuxième isomorphisme se déduit de II.1.2). Soit x un point de 2:

En II.2, nous établissons que les restrictions de R00393X-MF. aux strates de E
sont des faisceaux localement constants d’espaces vectoriels de dimension
finie. En utilisant la suite exacte longue du triangle horizontal et la condition
1 de la définition 0.1, on obtient que cette propriété est encore vraie pour
R10393HF.. Soit x un point de M, B(x, e) n (H - M) est une réunion dis-
jointe d’ouverts de H - M. Ces ouverts se rétractent sur des points de
H - M en respectant la stratification E. Du lemme 2 de l’appendice 2 de
[11], on déduit que la fibre de Rkj*(j-1R10393HF.) en un point de M est somme
de fibres de ce faisceau en des points de H - M. Comme pour x dans
H - M et k non nul:

La suite exacte longue du triangle vertical se réduit donc à

R0393MF. ne peut donc avoir des groupes de cohomologie non nulle qu’en
degré 1 et 2. Appelons m l’inclusion fermée de M dans X.

Soit x un point de M - A - C({03C9}); comme x n’appartient pas à A et
d’après la condition 1 de la définition 0.1, on a les isomorphismes:

En II.3, on montrera que RI r H-M!F. est constant en restriction aux strates
de E . En utilisant la suite exacte longue du triangle vertical, cette propriété
étant vérifiée pour R10393HF. et R20393HF., on l’a déduit pour R10393MF. et

R20393MF.. On a donc:
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Or R0393x(m-1R0393MF.) = R0393xF. n’a de la cohomologie qu’en degré 4. La
suite spectralle de ce foncteur composé montre que (R10393MF.)x = 0. Par
suite, R10393MF. est supporté par 1B u C({03C9}).

Soit x un point de C({03C9}), on a

D’autre part R00393MF. = 0; et comme x n’appartient toujours pas à A,
R0393{x}F. est concentré en degré 4. La suite spectralle du foncteur composé
0393{x} = 0393{x}(m-10393M) permet alors d’affirmer que R10393MF. est supporté par 0394.

Soit x un point de A - {0}, on conclut par le même argument que
R1rMff. est supporté par {0}, car d’après les conditions de perversité II de
la proposition 0.3, R0393xF. n’a de la cohomologie qu’en degré supérieur ou
égal à 3.
Comme R00393MF. = 0, on a donc:

Ce dernier faisceau est nul d’après la condition II de la proposition 0.3.

II.1.6. REMARQUE: Soit F. un complexe vérifiant les conditions 1 de la

définition 0.1. Alors R0393X-HF. est concentré en degré zéro et si R0393H-MF.
et R0393MF. sont concentrés respectivement en degré 1 et 2, 3’° est pervers
relativement à A.

II.2. Le faisceau R00393X-HF. ~ 0393X-Hh0(F.) = i*i-1(h0(F.))

(i désigne l’inclusion ouverte : X - H  X).

h0(F.)|X-H est un faisceau constant, X - H étant simplement connexe:

0393X-Hh0(F.) ~ i*(E).

Pour e assez petit et 0  8’  8, B(x, e) - H se rétracte par déformation
sur B(x, 8’) - H. Si n(x) désigne le nombre de composantes connexes de
B(x, e) - H, on en déduit
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11.2.1. r E n(x)
Avec les notations de 1.1.2, projetons c(L) sur une sphère de R3 de grand
rayon et de centre l’origine par rapport à l’origine de R3. La courbe obtenue
est un graphe à c5 points doubles. Ce graphe est connexe, B(cv, 8) - H a
donc c5 + 2 composantes connexes. En suivant les notations de 1.1.5, on
obtient le tableau:

Soit x un point d’une strate de E, B(x, e) - H se rétracte par déformation
en respectant Y- sur B(x’, 8’) - H, où x’ est un point de la même strate de
E que x, assez proche de x, et 03B5’ assez petit. On en déduit la proposition
II.2.2.

II.2.2. PROPOSITION: Les restrictions de 0393X-Hh0(F.) aux strates de 1 sont des
faisceaux localement constants d’espaces vectoriels de dimensions finie.

Le faisceau 0393X-Hh0(F.) est donc déterminé par sa restriction aux strates de
X et par les morphismes de recollement entre strates. Soit S et S’ deux strates
de E. Supposons S incidence à S’. Soit x un point de S, B, , B2 , ... , Bn(x)
les n(x) composantes connexes de B(x, e) - H. Pour y proche de x dans S,
B( y, 8’) - H a n( y) composantes connexes: B’1, ..., B’n(y). Pour 8’ petit,

~j~i; B’j c Bt.

II.2.3. PROPOSITION: Avec les notations précédentes, le morphisme de recolle-
ment entre la strate S et la strate S’ s’exprime par

où e’j = ei si B’j ~ Bl.
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II.3. Le faisceau R1rH-M!F.

Soit j l’inclusion de H - M dans X, on a vu en II.1 que R10393HF. est un
faisceau localement constant en restriction aux strates de E et que

R10393H-MF. ~ j*j-1R10393HF..

Le même argument que pour II.2.2 permet d’affirmer:

11.3.1. PROPOSITION: Les restrictions de R1rH-M:F. aux strates de 1 sont des
faisceaux localement constants d’espaces vectoriels de dimension finie.

II . 3 . 2. DÉFINITION: Fk = R10393HF. (1Bk)
(R10393HF.|0394k est donc isomorphe au faisceau Fk).

11.3.3. DÉFINITION: h0(F.)|X-0394 est un système local. Soit Mk le morphisme
de franchissement de Hk de sa face négative vers sa face positive associé à
ce système local. Cette orientation est fixée par le dessin suivant:

dessin: dessin dans Co(H) n S,

Soit B( yk, e) une boule centrée en yk de rayon 03B5; B( yk, E) - H a deux
composantes connexes: B+(yk, e) (resp. B-(yk, 8)) placé du côté positif de
Hk (resp. négatif). h0(F.) étant un système local, on a les isomorphismes:

Mk est alors l’isomorphisme qui fait commuter ce diagramme.
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D’autre part yk n’appartenant pas à A, on a le diagramme commutatif
entre suites exactes courtes:

où E+ = E- = E, le + indiquant par exemple que le morphisme de
recollement de 0393X-Hh0(F.) entre Hk et un point placé du côté positif de Hk
est la projection:

Du lemme des cinq, on déduit une identification de (R10393HF.)zk avec E et
l’isomorphisme de faisceaux constants.

II.3.4. R10393HF.|Hk ~ E
Hk et 1Bk étant disjoints de M, on a donc:

Déterminons maintenant (R10393H-MF.)0:

B(0, e) n (Hk ~ 0394k) se rétracte par déformation, en respectant X, sur

B(0, 03B5’) n (Hk U 0394k) pour 0  03B5’  e et 8 petit:

Hk U Ok se rétracte par déformation sur un système fondamental de voisi-
nage de 1Bk’ on en déduit un isomorphisme canonique:
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11.3.8. Numérotation des strates de E

Utilisons pour cela le dessin de c(L):

(en suivant I.1.5).

REMARQUE: Si le nombre de Milnor de la courbe est strictement supérieur
à 1, c’est-à-dire si la courbe est non lisse ou différente de y2 - x2 = 0, les
trois nombres de {1, 2, ..., 03B4}: 03BA a(k), b(k) sont distincts.

IL3.9. Calcul de la restriction de R1rH-M:F. aux strates Sk, Dk, D
(en utilisant les mêmes arguments de déformation-rétraction).

IL3.9.1. Restriction à Dk

11.3.9.2. Restriction à Sk : Xk désignant un point de Sk, B(Xk, 9) n (H - M)
a quatre composantes con-

nexes, numérotées dans le

dessin suivant a, fi, y, ô. Ces
composantes connexes sont

incluses respectivement dans

Ha(k), Ha(k), Hk , Hb(k). On en
déduit l’isomorphisme
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où par exemple E03B1 = E et où le morphisme de recollement entre la strate Sk
et un point proche de xk sur la composante oc est la projection sur E03B1.

II.3.9.3. Restriction à D. 03C9 étant un point de D, B(co, a) n (H - M) a 203B4

composantes connexes. Pour tout k de {1, 2, ... , 03B4} et pour xk proche de
co sur Sk partent deux composantes connexes de B(03C9, e) n H - M l’une
contenue dans Hk, l’autre dans Ha(k).

On obtient ainsi:

où Ek = Ea(k) = E et où le morphisme de recollement du faisceau

R10393H-MF. entre la strate D et le point Yk est la projection sur Ek.

IL3.10. Les morphismes de recollement entre strates du faisceau
R10393H-MF.

II.3.10.1. DÉFINITION: Pour tout k de {1, 2, ..., 03B4}, on note vk : Fk ~ E le
morphisme de recollement du faisceau R10393HF. entre les strates 1Bk et Hk
déduit des isomorphismes II.3.2 et II.3.4.

II.3.10.2. REMARQUE: A l’aide de E, Fk, vk, on reconstitue un faisceau H
isomorphe à R10393HF.|H-M. On a alors

Par les isomorphismes II.3.5 et II.3.6, le morphisme de recollement de
R10393H-MF. entre les strates 1Bk et Hk s’exprime par le morphisme:
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Les morphismes de recollement de R10393H-MF. entre les strates (D, Hk),
(D, Sk), (Sk’ Bk), (Sk’ Ha(k)), (Sk’ Hb(k)) et (Dk, 1Bk); (Dk, 0394b(k)), (Dk’ Ha(k))
s’expriment avec nos identifications par des projections évidentes. De même
pour le morphisme entre les strates (0, 1Bk).

Etant donné leur commutativité, les morphismes de recollement entre les
autres strates s’expriment à l’aide des Vk.

II.3.10.3. Morphisme de recollement de R10393H-MF. entre (Dk, Hk),
(Dk, Hb(k)) et (Dk, Sk)
Ces morphismes s’expriment respectivement par:

II.3.10.4. Morphisme de recollement entre (0, Hk), (0, D), (0, Dk ) et (0, Sk)
Ces morphismes s’expriment respectivement par:
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IL4. Le morphisme:

U est la composée ÜU, où Ci et !7 apparaissent dans les suites exactes
longues de nos deux triangles

11.4.1. Restriction de U à 0394k (définition): On note

le morphisme qui rend commutatif le diagramme suivant:

II.4.2. Restriction de U à Hk
Cette restriction est donnée par l’isomorphisme II.3.4, elle s’exprime par la
formule:

En utilisant la commutativité de U avec les morphismes de recollement
entre les strates de X, on obtient les restrictions de U aux autres strates, en
fonction de E, Fk, Mk, uk .
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II.4.3. Fibre à l’origine de U

II.4.4. Restriction de U à Dk
Avec la numérotation de II.3.8, soit tk un point de Dk.

où Eb(k) = Ek = E et où le morphisme de recollement de 0393X-Hh0(F.) entre
Dk et la strate 0394b(k) (par exemple) est la projection sur Eb(k).
La restriction cherchée s’exprime par

II.4.5. Restriction de U à Sk
Soit Xk un point de Sk, numérotons par {1, 2, 3, 41 les composantes con-
nexes de X - H au voisinage de Xk

conformément à la numérotation de II.3.9.2. Notre morphisme s’exprime
par:

IL4.6. Restriction de U à D

Soit w un point de D. Pour xk appartenant à Sk proche de 03C9, le secteur (y, a)
délimite une composante connexe de B(03C9, e) - H. Indicions par k cette
composante connexe. Indicions par 1 (resp. II) la composante connexe de
B(03C9, 8) - H contenant un point proche de w, sur l’axe des z et au-dessus
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de 03C9, dans c(L) (resp. en dessous). U03C9 s’exprime par:

où par exemple si Ha(k) est adhérent aux composantes r et k.

IL4.7. Condition exprimant que U est un morphisme de faisceau
La commutativité de U au morphisme de recollement entre les strates Ak et
Hk se traduit par la commutativité du diagramme suivant:

Cette commutativité s’exprime par la relation

Nous laissons le lecteur se convaincre que le fait que U commute aux
recollements entre les autres strates n’apporte aucune autre relation.

ILS. Le faisceau R2r M!F. 

Ce faisceau est supporté par M. En utilisant la suite exacte longue de l’un
de nos triangles, on déduit que comme h2(F.), R10393HF., R10393H-MF., le
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faisceau R20393MF. est constant en restriction aux strates de 03A3: (0), D, Dk , Sk
incluses dans M.

dessin d’un
morceau de M

IL5.1. Restriction de R20393MF. à Sk
Considérons les deux suites exactes courtes

(R10393HF.)xk est donc isomorphe à E3 et (R20393MF.)xk est isomorphe à E. Pour
préciser ce dernier isomorphisme, nous allons déterminer l’image UXk’ donc
l’image de Uxk . Avec les notations de II.4.5, (8a, 8p, 03B503B3, 03B503B4) appartient à
Im Uxk s’il existe (ei , e2, e3, e4) vérifiant:
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Im Uxk étant de dimension 3 dimc E, on en déduit qu’une équation de cette
image est

les Mk étant alors nécessairement reliés par la relation

II.5.1,1. Ma(k)Mb(k) = MkMa(k)
On reviendra plus loin sur cette relation. Nous obtenons ainsi le diagramme
commutatif suivant entre suites exactes horizontales

Du lemme des 5, on déduit un isomorphisme:

IL5.2. Restriction de R2 r M!F. à Dk
Considérons les deux suites exactes suivantes:
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D’autre part zk et Zb(k) désignant deux points proches de tk respectivement
sur 0394k et 1Bb(k). On a les morphismes des suites exactes courtes

Les morphismes verticaux des extrémités du précédent diagramme sont des
isomorphismes, car les restrictions à 0 - {0} de h0(F.) et h1(F.) sont des
systèmes locaux. On en déduit

On a donc

(R20393MF. )tk est alors isomorphe à Fk , pour déterminer un tel isomorphisme,
nous allons calculer Im Utk.

Puisque Oü = U, Im Utk c Im Utk.

{(Ma(k)eb(k) - ek, Ub(k)(eb(k)), uk(ek))} est donc inclus dans lm Ulk’
Posons Hk - Hk lJ Sk U Hb(k)
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Nous avons encore un diagramme commutatif:

Tout comme on a montré que R10393HF. est constant en restriction à Ok, on
peut montrer que R10393HkF. est constant en restriction à Ok U 1Bb(k) U (Sk n 0394).
Cette remarque explique que les deux flèches verticales 03B3+ et y - soient des
isomorphismes. On en déduit un isomorphisme.

11.5.2.1. ab(k),k : Fb(k) -+ Fk
Soient f’b(k) un élément de Fb(k) , s la section que détermine f’b(k) dans
(R10393HkF.)tk par (03B3-)-1. D’après l’identification II.3.9.1, Utk(03B3(s)) s’identifie
à

(0, f’b(k), 03B1b(k),k(f’b(k))) E E ~ Fb(k) 0 Fk

{(0, fb(k), 9 ab(k),k (fb(k))} est donc inclus dans Im Utk.
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Comme le faisceau (R10393HF. )tk est isomorphe à Im tltk, ce dernier faisceau
est de dimension: dimc Fb(k) + dimc E. On a donc:

Une équation de Im Ulk c E ~ Fb(k) Q+ Fk est donc:

Comme on a vu que (Ma(k)(eb(k)), ub(k)(eb(k)), 0) E lm Utk, on obtient la

relation:

IL5.2.2. ukMa(k) = 03B1b(k),kub(k)
Considérons alors le diagramme commutatif entre suites exactes horizon-
tales :

On en déduit par le lemme des 5, une identification

11.5.3. Restriction de R20393MF. à D
Ecrivons les deux suites exactes courtes
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On en déduit successivement que (R10393HF. )03C9 est isomorphe à E’+’ et que
(R20393MF.)03C9 est isomorphe à Eb-l.
Avec les notations de II.3.9, rappelons que le morphisme de recollement

du faisceau R10393H-MF. entre la strate D et S, se lit comme un morphisme de
projection

II.5.3.1. Notation: Pour c appartenant à {1, 2, ... , 03B4}, on notera A, le
morphisme

où

Soit zko un point de L adhérent à la composante connexe 1 de B(co, 8) - H
(voir II.4.6). Considérons alors l’application:

Chaque ek ou ea(k) apparaît exactement deux fois dans

On en déduit en se déplaçant sur L que les lignes de la matrice donnant
~c~k0 Ac sont indépendantes. Cette matrice est donc de range (03B4 - 1)
dimc E. Or lm U. = lm CJ. et Im U03C9 c Ker (~c~k0 Ac) (utiliser II. 5.1 et le
fait que U commute aux morphismes de recollement entre strates de 1).
Comme dimc Im U03C9 = (03B4 + 1) dimc E, on en déduit
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Nous avons donc le diagramme suivant entre suites exactes horizontales:

Par le lemme des cinq, on obtient l’identification:

{(ek, ea(k))k~{1,2,...,03B4}; Ak0((ek, ea(k))) = 01 contient lm U03C9. L’endomorphisme
Ako s’écrit donc comme combinaison linéaire (à coefficients dans End (E))
unique des autres A,, .

11.5.3.2. DÉFINITION DE Mk : B(03C9, 8) - H a pour 8 assez petit à + 2 com-
posantes connexes, fixons k dans {1, 2, ...,03B4}.

Soit Yk un chemin partant d’un point de la composante connexe de

B(03C9,03B5) - H adhérente à Xk numéroté 4 ci-dessus, allant dans la com-
posante 1 de B(W,8) - H (voir 11.4.6) et évitant H+ = f (x, y + i03BB);
(x, y) ~ 0394 et À ~ R+}. Suivre une section de h0(F.)(X - H) le long de 03B3k
définit un isomorphisme de h0(F.)(X - H) que l’on notera Mk. Par un
argument d’homotopie, Mk ne dépend pas du chemin 03B3k choisi.

11.5.3.3. PROPOSITION: 03A3c~{1,2,...,03B4} cAc = 0.

Preuve: Nous allons montrer que les coefficients de ek et ea(k) qui apparaissent
dans 03A3c~{1,2,...,03B4} cAc((ek, ea(k)) sont nuls
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Le coefficient de ek est

alors Mk - Mk.. Mais

Mk - Ûk car la com-

posante connexe 4 associée
à k et à k’ est la même.

Le coefficient de ek est alors

Mk - Mk,Ma(k’). Ce coef-

ficient est nul, car la com-

posante 4 associée à k est la

composante 2 associée à k.

Le coefficient de ea(k) est

alors Mk Mk - Mk. qui est
nul puisque la composante
4 de k’ est la composante 1
de k.

Le coefficient de ea(k) est alors

Mk Mk - Mk,Ma(k’) qui est nul
puisque la composante 2 de 4’
est la composante 1 de k.
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1/.5.4: Notation: La fibre en zéro de R20393MF.

//.5.5: Morphismes de recollement de R20393MF.
Donnons, sous forme d’un tableau, les définitions des morphismes de recol-
lement de R2 r M!F. entre les strates {0}, Dk, Sk et D.

Exprimer que G est un faisceau se traduit par la seule condition sur les
morphismes de recollement:

II.5.5.5. ~k ~{1, 2, ... , 03B4} w"kv"k = w’kv’k
Nous montrerons en II.6 que les morphismes wk, v" et wk s’expriment à
l’aide des Vk, vk et Mk .

II.6. Le morphisme U’: R10393H-MF. ~ R20393MF.

U’ est le morphisme issu de la suite exacte longue de l’un de nos triangles.

II.6.1. DÉFINITION: Muni des identifications précédentes, on note u’ =
~k~{1,2,...,03B4} uk le morphisme faisant commuter:

Aux paragraphes II.5.1, II.5.2, II.5.3, nous avons donné l’expression des
restrictions de R20393MF. aux strates de 2 ainsi que l’expression des restric-
tions de U’. Il reste à traduire que U’ est un morphisme de faisceau et que
U’ U = 0.
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11.6.2. U’ commute au morphisme de recollement entre (0) et Dk
Cette condition se traduit par la commutativité de

On a donc

11.6.1.

II.6.3. U’ commute au morphisme de recollement entre Dk et Sk
Le diagramme suivant est commutatif

On a donc
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Compte tenu de la relation II.4.7 (VkUk + 1 d = Mk), ces relations équiv-
alent à

11.6.4. U’ commute au morphisme de recollement entre les strates {0} et D
Le diagramme suivant est commutatif:

On a donc, ~k ~ ko :

Cette égalité se traduit, pour tout k différent de ko, par:
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II.6.5. U’ commute au morphisme de recollement entre D et Sk
Le diagramme suivant est commutatif

La surjectivité de ~c~k0 Ac assure l’unicité des wk qui font commuter ce
diagramme. Pour k =1= ko, on obtient ainsi

Pour k = ko, comme k0 = 1d et d’après la formule II.3.5.4:

IL6.6. Relation traduisant ILS.5.5
1 er cas k =1= ko : On obtient l’expression de v"k:

2ème cas k = ko : On obtient

Comme Mk0 = 1d, cette relation s’écrit:

IL6.6.1. 03A3k~{1,2,...,03B4} kvkv’k = 0.
Compte tenu de l’expression des v"k, les relations obtenues en II.6.4

s’écrivent:
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II.6.7. Traduction de U’U = 0

U’U = U’UU = 0, car 0 et C sont deux morphismes consécutifs d’une
suite exacte longue de triangles. A l’origine cette nullité se traduit par la
relation

11.6.7.1. 03A3k~{1,2,...,03B4} UkUk = o.

En restriction aux autres strates, la nullité de U’ U se traduit, par construc-
tion de U’, par les relations II.5.1.1 et II.5.2.2

II.7. Conditions sur E, Fk, G, uk , Uk, vk, vk exprimant que
R00393X-HF. ~ R10393H-MF. ~ R2 est un complexe de faisceau

Elles expriment que, avec la définition 1.2.4,

un élément de C(A). Les relations II.4.7, II . 6.2.1, II.6.3.1, II .6. 6.1, II.6.7.1 ne
sont respectivement autres que les relations 1, 2, 3, 4, 5, de C(A).

D’autre part ces relations 1, 2, 3, 5 entraînent en effet la relation II.6.6.2
ainsi que les relations:

III. Théorème d’équivalence de catégorie

111.1. Catégorie C(0394) et foncteur oc

Au chapitre II, nous avons construit un foncteur
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de la catégorie des faisceaux pervers relativement à A, vers la catégorie
C(A).

///.2. Le foncteur 03B2: C(0394) ~ Perv0394(X)

///.2.1. Les faisceaux A, B, G associés à cet élément de C(0394)
i désignant l’inclusion ouverte de X - H dans X, considérons E le faisceau
constant de fibre E sur X - H et notons:

j désignant l’inclusion de H - M dans X, Je le faisceau sur H - M
obtenu en recollant les faisceaux E et Fk sur Hk et Ok par le morphisme vk .
Notons:

Recollons les faisceaux G, Eb-1, E, Fk sur respectivement {0}, D, Sk, Dk par
les morphismes de II.5.5 exprimés à l’aide des Uk, vk, uk, vk grâce aux
formules données en II.6. La relation II.5.5.5 étant vérifiée, on obtient ainsi
un faisceau sur M. Son prolongement par zéro sur X définit un faisceau que
l’on notera W.

III.2.2. Le complexe d 
Les morphismes U et U’ sont constants en restriction aux strates de E. Leurs
restrictions à ces strates sont données pour U par les formules II.4.1 à II.4.6
et pour U’ par les formules II.5.1 à II.5.3 et II.6.1. Les relations entre uk, uk,
Vk,v’k permettent d’établir facilement que U et U’ sont des morphismes de
faisceaux et que U’ U = 0.

III.2.3. Définition et propriétés du foncteur 03B2
A notre objet de C(A), associons le complexe:
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où A est placé en degré zéro. Notons ce complexe:

PROPOSITION: est pervers relativement à 0, et f3 définit

un foncteur de C(0394) ~ Pervl1 (X).

Seule la perversité est délicate à établir. Elle résultera des paragraphes
111.2.3.1 à 111.2.3.4, où on posera

III.2.3.1. h0(G.)|X-0394, h0(G.)|0394-{0}, hO(r;g.)o sont des systèmes locaux
h0(F.) = Ker U. Par le calcul, on peut montrer directement que h0(F.)|X-0394
est un faisceau localement constant de fibre E. Ce calcul est un peu pénible
en un point de D où il faut utiliser la relation 6 de II.7. Soit Yk un lacet

entourant Ok une seule fois, de point base (par exemple) le point (0, i03B5),
traversant Hk de sa face négative vers sa face positive, ne traversant aucun
autre Hk. On peut alors remarquer que pour k décrivant {1, 2, ... , 03B4}, les
lacets Yk engendrent 03C01(X - 0394) et que les relations entre les Yk sont engen-
drés par

Cette remarque, le fait que U ne dépend que de E et Mk, qu’il existe un
faisceau pervers 3F’ dont h0(F.) est une représentation arbitraire de

03C01(X - A) permet de démontrer sans calcul que h0(F.)|X-0394 est un système
local associé à la représentation de 03C01(X - A)

Déterminons maintenant h0(F.)|0394-{0}. h0(F.){0394k est le faisceau constant de
fibre Ker uk; h0(F.)|Dk est le faisceau constant de fibre

La relation ukMa(k) = 03B1b(k),kub(k), où (Xb(k),k est un isomorphisme, montre que
les morphismes de restriction entre les strates (Dk , 0394k) et (Dk, 1Bb(k») sont des
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isomorphismes:

h0(G.)|0394-{0} est donc le faisceau localement constant de fibre Ker Uk sur 1Bk.
Le morphisme de franchissement de la strate Dk n’est autre que Mk .

h0(G.)0 = Ker 
k ~ {1,2,... , uk est bien un espace vectoriel de dimension finie.

III.2.3.2. h1(G.)|X-0394 = 0; h1(G.)|0394-{0} et h1(G.)0 sont des systèmes locaux

(!4 étant supporté par H, pour montrer que h1(G.)|X-0394 = 0, il suffit de le

montrer fibre à fibre sur H - A. Sur Sk le calcul Im U ~ Ker U’ est facile.
Sur D, on peut éviter tout calcul en utilisant le caractère universel de notre

construction, puisque U’ et U ne dépendent que de E et Mk.
Déterminons h1(G.)|0394-{0}; h1(G. )|0394k est le faisceau constant de fibre

Fkl(’M Uk), h1(G.)|Dk est le faisceau constant de fibre la cohomologie du
complexe suivant:

Les morphismes de restriction de h1(G.) entre les strates (Dk, 1Bk) et

(Dk, As) sont

De la relation ukMa(k) = 03B1b(k),kub(k), où (Xb(k),k est inversible, on déduit que ces
morphismes sont des isomorphismes. Plus précisément, h1(G. )|0394k est le fais-
ceau constant de fibre Fk /(Im uk ) et le morphisme de franchissement de la
strate Dk est (Xb(k),k.
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h1(G.)0 = (Ker EB uk)/(Im EB uk) est bien un espace vectoriel de dimen-
sion finie.

//1.2.3.3. h2(cg.) est supporté par 0 et h2(G.)0 est un espace vectoriel de
dimension finie

Comme W, h2(G.) est donc supporté par M. Les formules donnant U’
mettent en évidence la surjectivité de la restriction de U’ à Sk et Dk. Pour D,
on peut par exemple utiliser le caractère universel de notre construction.

est bien un espace vectoriel de dimension finie.

III.2.3.4. Vérification des conditions de perversité sur G.

LEMME: RF,-,W* ~ A, R0393H-MG. ~ A[-1], R0393MG. ~ E[-2].

Preuve: Notons Je. , le complexe 0 - B ~ E ~ 0. On a alors le triangle de
D(X):

Comme ff. est supporté par H, on en déduit que RrX-Hn est un isomor-
phisme de D(Cx). Par le même argument qu’en II.1, on établit aisément que
le morphisme de complexe

est un quasi-isomorphisme. Comme = i*(E), le morphisme

est un isomorphisme. En composant ces applications, on obtient l’isomor-
phisme de D(CX)
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(Â2 est le morphisme du triangle: RrHd --. a/ - R0393X-HA). On a donc
pour les morphismes naturels de diagramme commutatif dans D(C,):

On a donc le diagramme commutatif de D(C,):

On en déduit un isomorphisme ç de e* vers Rr Ht;g., tel que (qJ, =,
À2(Rrx-Hn)-1) soit un isomorphisme de triangles.

Considérons maintenant le triangle:

Les complexes de ce triangle étant supportés par H, on a le diagramme

E étant supporté par M, Rr H-Mn’ est un isomorphisme. e étant supporté
par H, morphisme de complexe
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est un quasi-isomorphisme. Par le même argument qu’en II.1, on établit que
le morphisme de complexe suivant est un quasi isomorphisme

Par construction de A (B = j*(H), où / est un certain faisceau supporté
par H), le morphisme

est un isomorphisme. Du diagramme commutatif

on déduit l’existence d’un isomorphisme y de D(X) rendant commutatif le
diagramme:

On en déduit un isomorphisme 03C8 de R0393MF. vers E[- 2], tel que (03C8, À, y)
soit un isomorphisme de triangles. En utilisant l’isomorphisme ~, on obtient
l’isomorphisme de triangles

Le lemme est ainsi démontré.

D’après 111.2.3.1 à 111.2.3.3, rg. vérifie les conditions 1 de perversité
relativement à 0 de la définition 0.1. La remarque II.1.6 et le lemme
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montrent que G. appartient à Perv’(X). On peut également remarquer que
les conditions II.Ter de perversité de la proposition 0.3 sont facilement
vérifiées. En effet

111.3. THÉORÈME: Les deux foncteurs oc et fi

sont quasi-inverses.

Preuve: Le théorème pourrait se démontrer mot pour mot comme celui de
[3] après avoir remarqué que l’on a étudié les sommets du carré:

Un lemme de [2] et un lemme que m’a communiqué B. Malgrange permet-
tent de donner une version plus esthétique de cette démonstration.

111.3.1. a 03B2 est isomorphe au foncteur identité
Notons encore:

0393X-H = i*i-1, Je. = (Q ~ B ~ E) est supporté par H, i* est l’adjoint de
i-1, on a donc
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D’après le lemme A.l, l’isomorphisme ~: H. ~ R0393HG. construit en

111.2.3.4 tel que (~, =, 03BB2(R0393X-H03C0)-1) soit un isomorphisme de triangles est
unique. Par le même argument, W étant supporté par M,

L’isomorphisme 03C8: R0393MH. ~ E[-2], construit en 111.2.3.4, tel que

(03C8, À, fl) soit un isomorphisme de triangles est unique. On en déduit l’exis-

tence d’isomorphismes de triangles fonctoriels en .

En passant aux morphismes de suites exactes longes, on obtient un isomor-
phisme fonctoriel entre 1d et 03B103B2.

111.3.2. pa est isomorphe au foncteur identité
Soit Je* un élément de Perv0394(X), 03B1(F.) =

En tronquant les complexes R0393H-MF. et R0393MF. et en utilisant les défini-
tions de B, C, U’, on obtient les isomorphismes dans les triangles suivants
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R Hom (R0393H-MF., W [ - 2]) n’a de la cohomologie qu’en degré strictement
positif, puisque R0393H-MF. n’a de la cohomologie qu’en degré supérieur à 1.
Pour les mêmes raisons qu’en 111.3.1,

D’après le lemme A.2, il existe un unique isomorphisme de D(Cx)

tel que le diagramme ci-dessus soit un morphisme de triangles.

03C4 est le morphisme de tronquature évident. Nous allons montrer que
03BB[+ 1]0 = Ui. Considérons pour cela les morphismes entre les 4 triangles
suivants:
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Le morphisme entre les deux triangles 1 et 3, provient du carré donné en
IIL.3, et on a rU = 03C4’[+ 1]U’.
Comme HomD(X)(R0393X-HF., W[- 1]) = HomD(CX)(0, é3) = 0, du lemme

A.2, on déduit 03BB[+ 1]U = Ui. Les hypothèses du lemme A.2 sont encore
vérifiées pour le diagramme *, on en déduit un isomorphisme unique

qui permet de compléter * en un isomorphisme de triangles. D’où le résultat,
car toutes ces opérations sont fonctorielles en F..

IV. Exemples et applications

IV.1. Extension de Deligne ou complexe d’intersection

IV.1.1. Rappels
Si F. désigne un élément de Perv0394(X), les axiomes Ax 1 définis dans [9] se
traduisent par

Dans [9] est démontré que le foncteur d’extension de Deligne (à un décalage
de 2 près):

Systèmes locaux sur Faisceaux pervers relativement
X - A  à A vérifiant Ax 1

"Perv0394(X) n Ax 1"

est une équivalence de catégorie. Un foncteur quasi-inverse est le foncteur

(P est aussi noté I.C).

IV.1.2. Traduction sur 03B1(F.) des conditions Ax 1
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Il est facile [8], de voir que ces conditions se traduisent par: ~k ~ {1, 2,
... , 03B4}, Uk est surjective.

~ Fk  G est surjective.
k~{1,...,03B4}

Vj ~ {1, 2, ..., 03B4} vk est injective.

IV.1.3. Description d’un foncteur isomorphe à 03B1oP
Soit fil un système local sur X - 0, notons (X 0 P(G):

Les Uk, uk, Vk, vk vérifient les sept relations de II.7 et d’après IV.1.2,

Vk ~ {1, 2,..., 03B4} Uk est surjective, Vk est injective

u’ = Et) uk : Et) Fk --. G est surjective

v’ = Et) v’k: G ~ Et) Fk est injective.

LEMME: Si un morphisme d’espace vectoriel u: E ~ F est surjectif et un
morphisme v: F ~ E est injectif, on a le diagramme commutatif:

On en déduit donc des relations entre les uk, u’k, vk, vk les diagrammes
commutatifs suivants:
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On en déduit que 03B1P(G) est isomorphe à

où K est avec la numérotation de II.3.8, le sous-espace vectoriel
d’équation:

Notre construction et les résultats rappelés en IV.1.1 s’énoncent:
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PROPOSITION: Soit G un système local sur X - 0, E = G(X - H), Mk:
E  E les morphismes définis par le franchissement des Hk (voir II. 3.3).

est un foncteur de

Systèmes locaux ~ C(0394)
sur X - 0

isomorphe à (X 0 P.

IV.2. Calculs de multiplicités et autres applications

Soit CI, C2 , ..., Cs les s composantes irréductibles de 1B, N la multiplicité
de Ci à l’origine. Soit F. un faisceau pervers relativement à 1B, mØ, mj et mo
les multiplicités de !F. le long de T*XX, T*cjX et T*{0}X. Dans [8], on montre
que

On montre ensuite que

Cela permet de donner une preuve du résultat, bien connu suivant: T*0394X est
la variété caractéristique d’un faisceau pervers si et seulement si les com-
posantes irréductibles de 0394 sont lisses. On montre enfin comment donner à

partir de notre description de C(A) une démonstration topologique élémen-
taire d’un théorème de prolongement de solution (proposition 4.6.1 de [14]
ou de la proposition page 76 de [22]).

Reconnaissance

Je remercie J. Briançon, M. Granger, B. Malgrange et F. Pham pour les
fructueuses discussions échangées avec eux.
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A. Appendice: Deux lemmes sur les catégories triangulées

(Les résultats et démonstrations de cet appendice m’ont été communiqués
par B. Malgrange).

Soit K une catégorie additive triangulée, T son foncteur de translation.
Considérons le diagramme suivant entre deux triangles distingués:

où yv = v’03B2. D’après l’axiome TR2 et TR3, il existe un morphisme a, tel
que (a, 03B2, y, T(a)) soit un morphisme de triangles (se reporter à [10] ou [23]).

A.1. LEMME: Si Hom, (A, T-1(C’)) = 0, a est unique.

A.2. LEMME: Si HomK (B, T-1(C’)) = HomK (C, B’) - 0, a est unique.

Preuve de A.1: C’est une partie de la proposition 1.1.9 de [2].

Preuve de A.2: On a le diagramme commutatif entre suites exactes

Par hypothèse, les morphismes (.(- T-1(v))) = HomK(- T-1(v)), T-l(C/))
et (-T-1(v’).) = HomK(T-1(C), -T-1(v’)) sont injectifs. Si (a, fi, y) est
un morphisme de triangle, l’image de a dans HomK(A, B’) est u’a = pu et
dans HomK(T-’C, A’) est - a T -’(w) = - T - 1 (w ") T -’(y). Ces images ne
dépendent donc pas de a. Pour démontrer le lemme il reste à chasser dans
le diagramme.
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