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TENSEURS ET MACHINES

par René GUIT ART

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol XXI-1 (1980)

&#x26;n hommage reconnaissant et respectueux à Charles Ehresmann

INTRODUCTION.

Le but de ce travail est de munir certaines catégories d’algèbres
KP au-dessus d’une catégorie monoi’dale (K , ® , ... ) d’une structure mo-

noidale, i.e. d’un bon produit tensoriel ®. Une application au non-déter-

minisme est donnée.

a) Tout d’abord au n° 1 du Chapitre 1 on montre que les lois distri-

butives D: @ =&#x3E; P d’un tenseur @: K X K -&#x3E; K sur une monade P : K =&#x3E; K

sont aussi bien des extensions ® de ® à Kl P (catégorie de Kleisli de

P ) que des relèvements P de P à Klo ( catégorie des «algèbres » de

0 ). Avec trois équations de plus (5 , 6 , 7, n° 11 ) on aboutit exactement

aux monades monoidales , i. e. aux monades dans la 2-catégorie Mon des

catégories monoidales (voir [l0] et [20] ).

b) On prouve ensuite au n° 1.2 le :

THEOREME A. 10 Pour toute monade monoidale (P, D) et tout 9-monoi*de

M on a une loi distributive (au sens d’Applegate - Beck ) (-)@M =&#x3E; P .

20 P se relève aux 9-monoides, et si de plus K est à sommes dé-

nombrables, on a une loi distributive (conjecturée par Kock dans [20])

(-)*=&#x3E; P, avec (- * la monade dont les algèbres sont les 0-monoides.

Arbib -Manes [1] et E. Burroni [8] ont montré la nécessité dans

l’étude du non-déterm inisme d’avoir une structure de monade P sur le pro-

cessus P «donnant du flou », et une loi distributive (-)*=&#x3E; P. En vue

de fonder la théorie catégorique des automates non-déterministes ils ont

donné dans des cas particuliers les lois distributives du Théorème A. On

les obtient ici en général et surtout on voit qu’elles découlent de la don-

née plus fondamentale D: @ =&#x3E; P .

c) Comme exemples de monades monoïdales, on cite en 1.3 les mona-
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des (-) @M avec M un 0-monoide commutatif, et les monades fortes
commutatives sur les catégories (K , ® , ... ) mono’idales symétriques fer-

mées (suivant Kock [20]). En particulier on a sur Ens la monade PLI
des parties L-floues (avec PL (X) = LX, ... ), où L est un monoïde abé-

lien complet.

d) En 1.4 on rappelle les constructions connues des produits tenso-

riels utiles à l’intelligence de la suite, notamment en termes de bimorphis-
mes (Banachewski-Nelson [2], Foltz [12], Kelly ) ( voir n° 1.5.2,3), en
termes de costructures doubles (Foltz - Lair [ 13, 21] ) ( voir n° 1.5.4). On

rappelle aussi les résultats de Porst-Wischnewsky [23] , de A . et C.Fh-

resmann [3] , de Day [9], Grève [14], Linton (cité dans Manes [22] ).

e) En 1.5 on montre (Proposition 16) comment la formule du produit
tensoriel d’espaces vectoriels s’étend au produit tensoriel d’algèbres
d’une monade arbitraire. C’est le point de départ du

THEOREME B. Soit (P, D) une monade monoidale sur une catégorie mo-
noidale (K, 18, ... ).

10 Si K 1’ ( catégorie des algèbres de P ) est à conoyaux ( par exem-

ple si K est à conoyaux et K P -&#x3E; K à quasi-quotients ), alors il existe

@ sur KP classifiant les D-bimorphismes, donné par un conoyau simple
dans K P :

On a alors (K@)P = (Kp) @.
20 Si de plus (P , D) est coh érente ( i. e. si d X E Ko , (-) ® L X pré-

serve les conoyaux de

(La ®L B, sA ®L B) et (1(A,a)®LB, 1(A,a)@sB)
pour tout (A, a ), (B, B) de (KP)0, et si L X®(-) préserve les co-

noyaux analogues) alors (KP @, ... ) est monoidale, et même le fonc..
teur UP: (Kp, @) -&#x3E; (K, 0) est une factorisation monoidalé finale de (PD).

30 En particulier si (K , ®, ... ) est monoidale symétrique fermée à
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noyaux, si (P, D) est une monade monoïdale symétrique (ce qui.. suivant

Kock [20] équivaut à dire que (P, D) est une monade forte commutative)
et si KP est à conoyaux, alors @ étant adjoint à Hom, (P, D) est co-
hérente, si bien que, KP étant fermée suivant Kock [20 ], on a:

( K P , ,0, ... ) est monoidale symétrique fennée.
On améliore ainsi des résultats de Kock [20], Porst - W’ischnew-

sky [23], Day [9], A. et C. Ehresmann [3], Foltz-Lair [13, 211, et de

Keigher [18]. Ce dernier en particulier obtenait 3 mais sous l’hypothèse

supplémentaire que P soit «adjointe », i.e. de la forme (- )@M avec M

un monorde abélien.

En Février 1979 j’ai exposé ce Théorème B à Kock; il m’a appris

que Day lui avait indiqué dans une lettre un résultat assez semblable à

3, résultat que Day ne semble pas avoir publié.

f) Si (K 0 ...) est une catégorie monoi’dale et P : K -&#x3E; K un fonc-

teur, une machine (resp. une machine P-floue) d’entrée X et sortie Y,
où X et Y sont des objets de K , est un couple de morphismes de K : 

Comme l’ont montré de nombreux auteurs (voir dans Ehrig &#x26; al [11] et

Mânes [22] de multiples références) un outil algébrique indispensable à

la simulation en Sciences expérimentales est la notion de machine non-

déterministe, ou machine P-floue (e.g. machine partielle, relationnelle,.

floue, stochastique, etc... ) avec entrée et sortie des ensembles, des mono-

i’des, des monoïdes flous.

Au n° 2.1 on indique comment les concepts les plus généraux de

machines non-déterministes ( avec, même, entrées et sorties des catégo-
ries P -floues et des bicatégories P-graduées ) sont en réalité juste des

enrichissements (au sens de Eilenberg-Kelly [10]) dans (KP, @) de

la notion ordinaire (déterministe) de machine.

g) Au n° 2.2 on montre que la mise en série des machines P-floues
dans (K, X) donne une bicatégorie de machines, comme dans le cas dé-

terministe, plus précisément parce que, (P, D) étant m ono 1°da le , ( Kl P , X )
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est monoi’dale, de sorte que les P-relations ternaires forment une bicaté-

gorie (KlP , x )-graduée .

h) Dans le n° 2.3 on résume des résultats de Fhrig &#x26; al [11] sur l’é-

tude du comportement des machines non-déterministes (voir aussi le der-

nier chapitre de Manes [22] ) et sur la minimisation de ces machines.

Ensuite on montre que, pour les machines Po-floues dans un topos
de Grothendieck, la minimisation est possible ( Proposition 40).

i) De notre point de vue, l’idée des catégories pseudo-fermées de [11]

consistait à se placer dans (KlP, x ) , ce qui - littéralement - était in-

complet ( e . g. sans calcul d’images, de lim ite s ). L’observation fonda-

mentale que nous voulons faire est la suivante : Tous les exemples de

P-flous envisagés sont décrits par des monades monoidales cohérentes,
de sorte qu’en appliquant le Théorème B on dispose de la catégorie mo-

noidale (KP , ê ) . En conséquence, on peut espérer obtenir les divers thé-
orèmes d’observabilité et minimisations des machines P-floues de [11] par

s imple lecture dans ( KP , ® , ... ) des théorèmes déterm inistes de [ 11 ]

valables dans (K, ® , ... ) ( les machines P-floues dans (K , ® ) étant

des machines déterministes particulières dans (KP , ® ) ). Nous montrons
que ceci est possible (Propositions 42, 43 ), grâce au

THEOREME C. Soit (K, @) monoidale ferrrcée symétrique à sommes dé-

nombrables, à images régulières, à conoyaux et noyaux. Soit P une mo-

nade forte commutative régulière sur K telle que KP soit à conoyaux.
Alors (Kp , ®) est monoidale fermée symétrique à sommes dénom-

brables, à images régulières, à conoyaux et noyaux. Par suite les résul-

tats de Ehrig &#x26; al [77] s’appliquent dans (KP , ®).

En conclusion notre position est la suivante : s’il ne fait pas de

doute que le concept de P-flou soit utile pour permettre aux expérimenta-
teurs une analyse plus naturelle et plus fine des situations à simuler, il

apparait que la partie mathématique est en fait très simple puisque, dès

que l’on se place dans le cadre «complet » naturel (KP , ® ) , ceci se ré-
duit à un calcul déterministe classique.



9

Les autres problèmes qui ne se laissent pas réduire par le Théo-

rème C, et sont donc effectivement non-déterministes, constituent la

partie fine de la théorie des P-machines, qui se trouve ainsi mieux cer-
née.

j) Pour terminer nous voudrions indiquer que Mon est de la forme

D-Cat ( catégorie des D-pseudo-algèbres ) pour un club convenable D sur

Cat , que la donnée d’une monade monoidale ( P , D ) revient à la donnée
d’un 2-foncteur P : A -&#x3E; Mon , et que le 2 du Théorème B ( = Proposition
28 du Paragraphe 1.6) montre que, suivant D. Bourn [7], (KP , ®) est
un objet d’Eilenberg-Moore de ( P,D ) ( = 2-catalimite de ( P,D ) ). On
résoud donc par le Théorème B un cas spécial du problème général sui-

vant :

Pour un club D, détermin er les 2-foncteurs F : A - D-Cat ayant une

2-lim prés erv ée par D-Cat -&#x3E; Cat .
-

Ce type de problème relève due [191. Sa résolution générale se-

rait imitation du cas spécial vu ici, en traduisant tout précisément en

termes de lax-limites et de 2-esquisses. En effet, A. Ehresmann nous

a fait remarquer à juste titre que les Propositions 1, 2,3,5, 8 se prouvent

plus «conceptuellement» en termes de lax-limites, de commutation de

lax-limites, puis que :

Kl P = colax-colim P, KP = lax-lim P , K® = lax-lim 0

Néanmoins comme le calcul des 0 peut intéresser des lecteurs non au

fait des techniques des lax limites, nous en restons ici aux preuves «à

la main ».

N .B . Les principaux résultats ont été annoncés dans trois conférences

en 1979:

- à Paris 7, en Mars, au Séminaire de Catégories Guitart - Lair-

Coppey- Foltz = Exposé n° 15,
- à Oberwolfach, en Juillet, au meeting «Kategorien»,
- à Arnsberg, en Octobre, au Nordwestdeutsches Kategorienseminar.
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1. TENSEURS.

1.1. Lois distributives D: ® =&#x3E; P et monades monoidales.

Les lois distributives d’ Applegate - B eck (cf. [4]) sont utilisées

dans [1,8] pour l’étude des automates. Dans le même but nous intro-

duisons ici un type différent de loi distributive (déjà noté en [16] ).

DEFINITION 1. Soit (K , ® ) une catégorie K munie d’un bifoncteur

0 : K XK - K et soit P = (P, a, S) une monade sur K. On appelle loi

distributive de 0 sur P la donnée, pour tout X, Y e K0 ( = classe des

objets de K ) d’un morphisme

tel que

1. Pour tout f : X - Y, f’: X’ -&#x3E; Y’ de K,

2. Pour tout X, X’ E Ko ,

3. Pour tout X , X’ f Ko ,

P ROPOSITION 1. L a donnée d’une loi distributive D: @ =&#x3E; P équivaut à

la donnée d’un foncteur 0: Kl P X KI P , Kl P tel que
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PREUVE. Kl P étant donc la catégorie de Kleisli de la monade P et

L P le foncteur qui à f : X - Y associe aY . f : X -&#x3E; Y dans Kl P (en

notant r : X Y le morphisme de Kl P défini par r: X - P Y E K ), la

vérification des axiomes est omise et repose sur l’écriture de tout mor-

phisme r: X -&#x3E; Y de Kl P sous la forme

où « o » désigne la loi de composition dans la catégorie Kl P .
- Si D est donné, on obtient 0 par :

- Si 0 est donné, D se définit par

Soit @ la catégorie des «algèbres de 0 , dont les objets sont

les (A, B, C; h) avec h: A ®B -&#x3E; C , et où un morphisme de (A, B, C; h)

vers ( A’, B’, C’; h’) est un triplet ( a, b, c ) avec

dans K tels que h’. (a® b = c , h . On note U®: K® -&#x3E; K3 le foncteur

qui oublie h .

PROPOSITION 2. La donnée d’une loi distributive D: ® =&#x3E; P équivaut
à la donnée d’une monade p = (P, Ci, S) sur K® telle que

c’est-à-dire telle que:

PREUVE. Si P est connu, on obtient D par l’égalité
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Si D est donné, on obtient P par

Les éléments de (K@)P ou P-algèbres s’identifient aux qua-

druplets ((A, a), (B, b), (C, c); h) , où (A, a), (B, b) et (C, c) sont

des P-algèbres et où h : A @ B -&#x3E; C est un morphisme de K tel que

PROPOSITION 3. Si Kp est à conoyaux, alors on a un bifoncteur @ sur
K P tel que (K@ )P = ( K P ) @ 
PREUVE. Voir paragraphe 1.5.7, après la Proposition 16.

Fn vue de décomposer la loi distributive D : @ =&#x3E; P on pose

On a alors les formules l’, 2’, 3’ suivantes ( et des formules duales 1",

2" , 3" pour 1 ) :

l’. P our tout

2’. Pour tout

3’. P our tout

Fn effet, l’ et 2’ résultent immédiatement de 1 et 2, et pour 3’ on a:
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Une famille rX,X’ vérifiant l’, 2’ et 3’ est dite loi distributive

droite de 0 sur P . Une famille lX ,X’ vérifiant 1", 2" et 3" est dite loi

distri butive gauche de 0 sur P .
r et 1 étant définis à partir de D comme ci-dessus, on vérifie :

Si r et 1 sont deux lois distributives droite et gauche arbitraires de 0

sur P , on dit que r et 1 sont commutantes si on a la formule 4.

PROPOSITION 4. Etant donné une monade P sur une catégorie K et un

foncteur 0: K X K - K, il y a équivalence entre la donnée d’une loi dis-
tributive D: 0 =&#x3E; P et la donnée d’un couple (r, 1 ) constitué d’une loi

distributive droite r et d’une loi distributive gauche l avec r et 1 com-

mutantes.

P R EUV E. On observe si l’on part de D que dans la formule 4 les deux

membres valent DX,X’ ; donc réciproquement, partant de r et 1 commu-

tantes, on définit D grâce à 4, et on montre que

Ensuite, vu ce qui a été montré ci-dessus, il reste surtout à vérifier les

formules 1, 2 et 3. Pour 1 c’est évident, et pour 2 on a:

Et pour trouver 3, il faut calculer DA,B . ( SA ® SB) , ce qui vaut suc-
cessivement :
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Si de plus 0 est unitaire, associative ou symétrique, les isomor-

phismes naturels d’unitarité, d’associativité et de symétrie seront notés

PROPOSITION 5. Supposons donn é pour tout X, X’, X"f K0 un morphisme

tel que

. Pour tout

Pour tout ,

Alors dans KI P on a, pour tout
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En particulier, si (K, ®, a ) est associative et si D vérifie 1, 2, 3 et

A 2, alors (Kl P , o , Lp (a )) est associative.

PROPOSITION 6. Pour que 0 soit unitaire ( resp. associative, resp.

symétrique) avec comme isomorphismes naturels LPk, Lpp (resp.
L Pa , resp. Lp K), if faut et il suffit que l’on ait, en plus de 1, 2, 3 (ou

1’, 2, 3’, 1 ", 2’, 3", 4), 5 et 6 (resp. 7, resp. 8), avec:

5. Pour tout A E Ko , rA I . p PA = P (PA).
6. Pour tout A E K0, ll A ’ kP A = P (kA).
7. Pour tout A, B e Ko ,

S. Pour tout

COROLL AIRE 7. Si (K, ® ,p, h, a , k) = K est une catégorie monoïdale

symétrique et si P est une monade sur K, il existe une structure mono-

i’dale symétrique 0 sur Kl P prolongeant celle de K ssi il existe

une famille

rA,B: PA® B -&#x3E; P(A®B)
de morphismes de K indexée par Ko X Ko , vérifiant les formules 1’, 2’il

3’ , 4 (avec 1 défini par 8), 5 et 7 ( avec D défini comme la valeur com-
mune des deux membres de 4).

Suivant Filenberg-Kelly [10] page 475, Théorème 1.3 on désigne

par Mon la 2-catégorie des catégories monoïdales.

DEFINITION 2. Soit (K, ® ,p , k , a ) = K une catégorie monoïdale. On

appelle monade monoidale sur K la donnée d’une monade dans Mon sur

l’objet K . On définit de même les monades monordales symétriques.

PROPOSITION 8. La donnée d’une monade monoidale sur K équivaut à

la donnée d’un couple ( P D), où P est une monade sur K et D : 0 =&#x3E; P

une loi distributive de 0 sur P ( conditions 1, 2, 3) vérifiant les con-
ditions 5, 6, 7 de la Proposition 6. Si de plus K est symétrique, ( P , D )
est symétrique ssi la condition 8 de la Proposition 6 est vérifiée. Sui-

vant la Proposition 6, (P, D) est une monade monoidale ssi, avec
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on a

est un foncteur monoidal au sens d’Eilenberg-Kelly [

1,2. Lois distributives usuelles associées.

Une loi distributive D: ® =&#x3E; P permet donc d’étendre canonique-
m ent tout h : A ® B -&#x3E; C en

Ainsi, pour P = P dans Ens , toute loi de monoide k: A x A -&#x3E; A « s’é-

tend aux parties » en une loi de monoide k : P A x P A -&#x3E; P A , déterminant
un 9-monoi°de, cas spécial de J-catégorie ( cf. paragraphe 2.1). Nous

allons voir ici que cela permet de retrouver les exemples de lois distri-

butives au sens d’Appelgate -Beck utiles en théorie des automates, i.e.

les exemples cités en [8] .
On rappelle qu’une loi distributive

entre deux monades T et P sur K consiste en une transformation na-

turelle d : TP - P T telle que:

On sait (voir [4] ) que ceci revient à la donnée d’un relèvement P de

P sur KT , ou encore (voir [8] ) à la donnée d’un prolongement T de T
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à KL P . (On comparera ici aux Propositions 1 et 2. )

H YPOTHESES. Soit (K, @ a, p, k ) = K une catégorie monoïdale, et

D : ® =&#x3E; P une loi distributive de 0 sur une monade P = (P , a, S) ( don-

née sur K ) faisant de ( P ,D ) une monade monoïdale. On suppose aussi

que K est à sommes dénombrables et que (D commute avec ces sommes

( ce qui est bien sûr le cas si (K, 0) est fermée).

Sous ces hypothèses, on note I l’unité de 0 , pour tout objet
A de K on pose

avec 1 1 : An- A* 1’«injection » canonique. On pose, en particulier,

Avec

on définit par récurrence ypA+1,q comme étant le composé

et on définit

pour tout

puis par:

et par récurrence,

Il est bien connu que « -)*, u, m ) est une monade dont les algèbres
sont justement les ®-monoïdes, A * étant le 0-monoîde libre engendré

par A . On pose alors:
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et par récurrence

Enfin on introduit dA : (P A)*-&#x3E; P(A*) par:

PROPOSITION 9. Sous les hypothèses ci-dessus, on a une loi ’distribu-

tive : d: ((-)*, u, m) =&#x3E; P .

P R EU V E. On vérifie d’abord avec 1, 2 et 3 que, pour T = (-)n et d = a

on a D1 et D2 (par récurrence), et puis à nouveau par récurrence - en

calculant les composés avec les on vérifie D1 et D2 pour

L’axiome D3 n’est autre que la définition de d. it A . Pour vérifier l’a-
xiome D4 on compose les deux membres avec i’ +1 et descendant par
récurrence on réduit D4 à la condition :

composant ensuite les deux membres avec les quantités ( qui sont col-

lectivement épimorphes) i pP A ®iqP A , on doit vérifier :

On prouve ceci par récurrence sur p ( pour q fixé arbitrairement): pour

p = D, c’est la condition 6 sur D , et ensuite la récurrence marche grâce
à la naturalité des a-...,o , à la naturalité de D et à la condition 7 sur

D ( = A2 dans Proposition 5 ).

On peut remarquer que, puisqu’une loi distributive d: T » P est
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aussi définie par un relèvement P de P aux T-algèbres, avec

puisque

et puisqu’ici les (-)*-algèbres sont les 0-monoïdes (un ®-monoïde

(M,e,k) est de la forme

pour une unique ( - )*-algèbre 8 ), on a nécessairement le

COROLLAIRE 10. La fonction

est un relèvement de P aux @-monoïdes. 

REMARQUE. Ce Corollaire 10 pourrait s’obtenir directement sans suppo-
ser l’existence de sommes dénombrables dans K et en particulier sans

supposer que U : ®-Monoïdes -&#x3E; K admet un adjoint.

De même une démonstration directe que nous ne détaillerons

pas donne :

PROPOSITION 11. Avec les hypothèses de la Proposition 9, soit M =

( M , e , k ) un 0-monoide dans K et (-)0 M la monade sur K asso ci ée.

Alors r M: (-)®M =&#x3E; P est une loi distributive, de sorte que

est un relèvement de P aux M-objets.

1.3. Cas d’une base monoidale fermée symétrique, et autres exemples.

Rappelons, ce qui nous sera indispensable par la suite, que sui-

vant A. Kock (cf. [20] ) si K==(K,0,H,...) est monoïdale fermée

symétrique, une monade forte sur K est un couple ((P, a, S), st) d’une

monade ( P , a, S) = P et de la donnée, pour tout A , B f Ko , d’un mor-

phisme
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faisant de P un K-foncteur, a et S K-naturelles (voir [20], pages 466,
444-445 ). En fait, comme observé dans [20,4], page 406, st est alors

naturelle, d’après la Proposition 111-7-6, page 546 de [10]. On définit

t"A,B : A ® P B -&#x3E; P ( A ® B ) comme transposée, dans l’adjonction de 0
et H (d’unité ev et counité il ) de

et on pose

On définit alors :

et on dit - avec Kock - que (P , st ) est commutative si Dt’,t" = Dt",t’ .
D = D t’ t" t" t’...En prenant D = D ’ - D ’ il vient, avec les notations du

Paragraphe 1.1, t" - l, t’ = r , La commutativité de ( P , st ) équivaut
à ce que S soit D ’ -monoidale, ou encore à ce que S soit D ’ -mo-
n oidale. Alors ( K ock [20] ) on observe que s t fait de P un K-foncteur

équivaut sur t" = 1 aux conditions : 1", 6 et 7" (induite de 7 pour 1 ).
Ceci lui perm et d’établir:

THEOREME (Kock [20]). Soit P = (P, a, S) une monade sur K, caté-

gorie sous-jacente à une catégorie monoidale fermée symétrique. Alors

il y a une bijection entre les familles st faisant de (P, st) une monade

forte commutative, et les familles D faisant de ( P, D) une monade mo-

noidale symétrique.

Ceci va nous fournir la plupart des exemples de monades mo-

noidales.

EXEMPLE 1. Si K = Ens et 0 = X , toute monade sur Ens étant forte,

pour toute monade P = ( P , a , S ) on peut introduire
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et on peut introduire de même 1A B - On obtiendra alors une structure
D ssi r et 1 sont commutantes, i. e. la monade commutative au sens ci-

avant, ce qui signifie que toute opération de la théorie P «commute»

avec toute opération de la théorie P .

Exemple 1,a. Si P A = R(A) est la monade donnant les R-espaces

vectoriels, on a une loi distributive

où l’écriture àl g signifie «somme formelle finie sur l’indice i ». Alors

( P , D ) est mono’idale précisément parce que R est commutatif.

Exemple 1, b. Soit L = (L, , @) un monoïde abélien complet, par
exemple

(voir notre article «Calcul des relations inverses » dans Cahiers Topo.
et t Géorra. Diff. XVIII - 1 (1977), pages 20-21 et puis page 30). Prenons

P = Pj - (PL, Y , Sup) avec

Ainsi P 2 = P , monade des parties sur Ens . On a :

qui fait de ( P , D ) une monade monoîdale. Notre Proposition 8 permet
d’étendre x en x , structure m onoïdale sur Kl PL = L-rel.

EXEMPLE 2. En fait pour P2 = P dans l’Exemple 1 .b, D peut s’obtenir

comme adjoint à droite du morphisme canonique :

Ceci se généralise par exemple à un topos élémentaire de Lawvere-

T ierney. On obtient DX,Y : Q X x Q Y -&#x3E; !1 X x Y par la formule




