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ABSTRACT : We show that the karoubian envelope of the category
of correspondances is equivalent to the category of sup-compatible
mappings between complete completly distributive lattices.

On sait que l’enveloppe karoubienne per met de ramener les notions se-
mi-fonctor ielles à des notions fonctorielles, et en particulier produit des ca-
tégories car tésiennes fer mées à partir de catégories faiblement cartésiennes
fermées, ce qui est utilisé en théorie des dolnaines pour obtenir des modèles
de la logique linéaire. Voir [2], [3].

On sait aussi que la modélisation et la manipulation algébrique de sys-
tèmes informatiques fait appel à des correspondances de Galois analysables
et génér alisables en termes de transversalité de correspondances difonction-
nelles. Voir [9].

Enfin on sait que Raney a établi un lien étroit entre les "tight" correspon-
dances de Galois et les treillis co1plètement distributifs, qui sont des treillis
continus particuliers. Voir [5, 6, 7] et [1].

Le lien entre ces divers aspects est élucidé ici par la description concrète
de l’enveloppe karoubienne de la catégorie des correspondances Cor = KlP.

Pour toute catégorie C on appelle enveloppe karoubienne de C (voir [4]) et
on note 1(C ou K(C) la catégorie ayant pour objets les couples (C, e) où e :
C -&#x3E; C E arC est idempotent (i.e. e.e = e), et pour morphismes de (Ci, el )
vers ( C2 , e2 ) les f : Cl -&#x3E; C2 E arC tels que f . e 1 = f = e2 . f . Un ob j et
(C, e) de KC est dit scindable s’il existe, dans C, r : C -&#x3E; I et s : I -&#x3E; C

1 Paris 7 et Paris 5
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tels que s.r = e, et r.s = Id,. Alors I = ker(IdC, e) = coker(1de,e) est noté
e[C]. On note Ksc C la sous-catégorie pleine de C ayant pour objets les objets
scindables de KC. Le foncteur canonique can : C -&#x3E; KC qui à C associe
( C, Idc) est à valeurs dans Ksc C et détermine une équivalence entre C et Ksc C,
mais en général ces deux catégories ne sont pas isomorphes. En général KC
n’est ni complète ni cocomplète, mais dans Ii C tout idempotent se scinde (i.e.
tout objet de K(KC) est scindable) , et si F : C -&#x3E; C’ est un foncteur vers
une catégorie C’ où les idempotents se scindent, alors F se factorise à travers
can en un unique F : Ii C -&#x3E; C’ donné par F(C, e) = F( e) [F(C)] . De plus,
le foncteur can est pleinelnent fidèle et co-pleinement fidèle, et donc préserve
et reflète toutes les limites et colimites (voir [11]). Enfin, le plongement de
Yoneda yoii : C - c se factorise en yoii = kyort o cart où kyon : KC -&#x3E; C
est donné par kyoii(C, e) = HomKC (can(-), (C, e)), et kY012 identifie IiC à la
sous-catégorie pleine de C ayant pour objets les rétractions de représentables.

Etant donnée une monade T = (T, n, 03BC) sur une catégorie C, soit un

foncteur T : C -&#x3E; C et deux transformations naturelles ij : Idc -&#x3E; T et

M : T2 - T avec 03BC. nT = 03BC.Tn = I dT et J-l.J1’T = /-LT /-", on appelle catégorie
de Kleisli de T et on note KlT ou Kl (T ) la catégorie ayant pour objets ceux
de C, et pour morphismes de C1 vers C2 les f : C1 -&#x3E; TC2 e arC (appelés
T-relations), et où le composé de f avec g : C2 -&#x3E; TC3 est 03BCC3. Tg.f :
Ci -&#x3E; T C3 .

On appelle catégorie d’Eilenberg-Moore de T et on note EM(T) la caté-
gorie ayant pour objets les ( C, k ) avec C objet de C et k : T C -&#x3E; C E arC
vérifiant À.17c. = IdC et k. T k = k. 03BCC (un tel objet est appelé T-algèbre
de support C et de loi A), et pour morphismes de (Ci, Ai) vers ( C2, k2 ) les

f : Cl -&#x3E; C2 E C tels que k2.T f = f . k 1. On note 1, : Kl (T ) -&#x3E; EM(T)
le foncteur qui à C associe O( C) = (T C, 03BCC ) (qui est la Y-algèbre libre
engendrée par C), et qui à f : Cl -&#x3E; TC2 E arC morphisme de Kl(T) de Cl
vers C2 associe I&#x3E; (f) = Il’C2.T(f) : TC1 -&#x3E; TC2 morphisme de I&#x3E;(C1) vers
I&#x3E; ( C2 ) . On désigne par UT : EM(T ) -&#x3E; C le foncteur d’oubli qui à ( C, A)
associe C.

Un objet (C,A) de EM(T ) est dit UT-projectif si pour tout

morphisme de EM(T ) tel que UT(g) admette une section (coiiune morphisme
de C), et pour tout h : (C,A) -&#x3E; (Cl, Ai) morphisme de EJB1(T), il existe
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k : (C, A) -&#x3E; (C2, k2) morphisme de EM(T) tel que h = g.k. On désigne
par EMproj (T) la sous-catégorie pleine de EM(T) ayant pour objets les UT-
projectifs.

Proposition 1 Soit (C, À) un objet de EM(T). Alors les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

1. (C, k) est UT-porojectif ;

2. Il existe un objet X de C tel que (C, À) soit une rétractions dans EM(T)
de I&#x3E;(X), c’est,-à-dire des morphismes dans EM(T),

et

tels que

3. (C,À) est une rétractions dans EM(T) de I&#x3E;(C) ;

4. Il existe s : C - TC E ai-C tel que À.8 = Idc et 8.À == 03BCC.Ts (si on
dispose de (t, r) de 2- ci-dessus, alors s = T(r).T(nX).t).

Proposition 2 Soit C à idempotents scindables et T = (T, 17, 03BC) une mo-
nade sur C avec T injectif. Alors EM(T) est à idempotents scindables et
-1) : K(Kl(T)) - EM(T) défirai par I&#x3E;(C,e) = I&#x3E;(e)[I&#x3E;(C)] établit une

équivalence

Correspondances idempotentes scindées. Soit désormais C = Cor =
Kl’P avec P = (P, {}, U) la monade des parties sur Siis, un objet de Cor étant
un ensemble E et un morphisme de E vers F étant un triplet ( E, R, F ) = r
où R C E x F. On sait qu’une P-algèbre ( E, o- ) s’identifie à un ensemble
ordonné complet ( E,  ) avec a = sup(E, )- Si (E, r) est un objet de KCor 
avec r = (E, R, E), alol I&#x3E; ( E, r ) est le sous-ensemble ordonné complet

de (P(E),c) où A(E,i-) = {A c E; UaEA{x E E; (a, x) E R} = AI.
Alors le foncteur de Ensop vers ens qui à F associe kyon(E, T)(F, IdF) est
représentable par A(E, T).
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Proposition 3 Soit (E, r) icic objet de Cor. Alors (E, r) est scindable si

et seulement si I&#x3E;(E, r) est atomistique, et alors I&#x3E;(E, r) = (P(r[E]), C), où
r [E] est le scindage de (E, r).

Proposition 4 Une correspondances r = (E, R, E) est un idempotent scin-
dable dans Cor si et seulement si, en écrivant x -&#x3E;R y pour (x, y) E R,on
a:

Le scindage T’[E] s’obtient alors comme

avec x ~ y si et seulerrzent si .

Proposition 5 Si r = (E,  , E ) est un préordre, alors

et (E, r) est scindable sz et seulement si  est une équivalence sur E .

Si r = (E, R, F) est une correspondance on pose 1"° == (F, R°, E) où R’
est la correspondance converse de R définie par ( y, x) E RO si et seulement si
(x, y) E R. Cette correspondance r est dite difonctionnelle (voir [8], p.131,
[10], p.78) si elle vérifie 1".1"°.1" = r, ou bien, ce qui est équivalent, s’il existe
une famille (Ei )iEI de parties deux à deux disjointes de E et une famille
(Fi )iEl de parties deux à deux disjointes de F telles que R = UiEI Ei X Fi .

Proposition 6 Soit r = (E, R, F) une correspondance. Si r.r° et r° .r sont
des idempotents, alors ils sont scindables, et alors r : (E, r° .r) - (F, r.ro)
est un morphisme inversible de KCor si et seulement si r est difonctionnelle,
et dans ce cas l’inverse de r est 1"° : (F, r.r°) -&#x3E; (E, r° . r ) .

Pour ( E, ) un ensemble ordonné complet (sup-treillis complet), on note
J(E, ) le sous-ensemble ordonné complet (J(E, ), C) de l’ensemble or-
donné (P(E), c) où
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On dit que (E, ) est un treillis complet cornplètement distributif si l’une des
trois conditions équivalentes suivantes est satisfaite:

- L’application croissante sup(E, ) : J(E,  ) -&#x3E; (E,  ) admet une ad-
jointe à gauche g(E,) (qui alors commute aux sups).

- L’application croissante sup(E, ) : J(E, ) - (E, ) (qui commute
toujours aux sups) commute aux infs.

- si (xj,k)jEJ,keK est une famille double d’éléments de E, on a :

On sait aussi que ( E,  ) complet est complètement distributif si et seule-
ment si (E,  ) est continu et tout élément de E est un sup d’éléments co-
premiers (voir [1]).

L’inclusion i(E,) de J(E, ) dans (P(E), C) commute aux sups; et

comme elle commute aussi aux infs elle admet une adjointe à gauche r(E, ) ,
qui commute aux sups . Si ( E,  ) est complet complètement distributif on a
sup(E,).r(E,) = sup(E, ) et on pose S(E,) = i(E,).g(E,). Pour ce S(E,) la
dernière condition de la proposition 1 est satisfaite.

Proposition 7 Les ordonnés complets complètements distributifs sont iden-
tiques aux rétractions dans EM(P) des objets (P(E), C), c’est-à-dire sont

identiques aux objets U-p-projectifs de EM(P).

Proposition 8 Soit CD la catégorie ayant pour objets les ordonnés complets
coml)lètements distributifs, et pour morphismes les applications qui commu-
tent aux sups. Le foncteur -1) de la proposition 2, dans le cas T = P,
détermine une équivalence de catégorie

Ainsi Cor s’identifie à la sous-catégorie pleine de CD ayant pour objets les
ordonnés complets complètement distributifs booléens, et le calcul des corres-
pondances difonctionnelles est inclus dans celui des isomorphismes entre ces
objets.
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