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DIAGRAMMES VOLUME 18 , 1987

LE SECRET DE LA PYRAMIDE

Christian Velpry

De méme que le rayon lumineux ou l'onde de gravitation se
déforment & 1'approche d'une masse, de méme l'onde de la pensée
peut se trouver infléchie ou arrétée par certains objets
exceptionnels rencontrés dans son champ,

Le calcul par lequel les Hellénes ont démontré la formule du
volume de la pyramide - et qui fut la premiére application du
principe infinitésimal - a, en inaugurant une nouvelle
instrumentation des mathématiciens, déchargé d'une part de leur
sens symbolique les pyramides construites par les Egyptiens, les
"merveilles" de Gizah, et détourné les générations suivantes,
jusqu'a nous, d'envisager de ces volumes quelque autre principe
de calcul,

(Notons qu'un intervalle de temps considérable - quarante-cing
siécles ! - nous éloigne de la construction de la pyramide de
Khufu (Chéops), qui est le premier monument relevant précisément
du type géométrique appelé pyramide, L'invention du calcul

infinitésimal, qu'on doive la rapporter & Eudoxe - selon
Archiméde - ou & Archiméde lui-méme, se situe au beau milieu de
cet intervalle, Platon, & mi-parcours entre Chéops et nous ,,,)

Le calcul des volumes de la pyramide et du céne est le
premier objet sorti de cet "atelier" que fut la longue et
mouvementée discussion entre les Grecs sur la rigueur du discours
géométrique de 1'infini, La nouveauté produite paraissant un
point de passage obligé, la question des calculs relatifs au
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LE SECRET DE LA PYRAMIDE

volume de la pyramide chez les peuples plus anciens s'est
trouvée, jusqu'a présent, suspendue, Pourtant, et bien qu'il n'y
ait pas trace de véritable procédure infinitésimale en
Mésopotamie, ni en Egypte, la formule du volume de la pyramide
est attestée chez 1'une et l'autre, L'attitude, simpliste et
lache, d'un grand nombre d'érudits (du XX*~= siécle) devant
1'interrogation posée par ces faits consiste a prétendre que la
formule proviendrait de “calculs empiriques", sans chercher a
documenter davantage la gquestion, Il1 faudrait au moins se
demander quels calculs empiriques furent faits, chercher quels
fragments peuvent attester une quelconque étape de tels calculs,

Les choses s'aggravent encore, si 1l'on peut dire, avec la
découverte - et a4 Babylone, et en Egypte - de calculs du volume
de troncs de pyramide, LA, une différence apparait entre les
corpus babylonien et égyptien, qui fait comme un écho a la
différence, visible, des deux architectures, En Mé&sopotamie, ou
il n'y a pas de pyramide (au sens géométrique) monumentale, les
calculs du volume du tronc de pyramide ("nalbantu") sont des
calculs approchés reposant sur une formule non exacte, En Egypte,
au contraire, on trouve un calcul reposant sur une formule exacte
(celle-1a méme la plus usuellement citée chez nous, appliquée au
cas d'une pyramide tronquée de base carrée): on en a un seul
exemple, celui du papyrus Golenischev - dit encore papyrus de
Moscou,

Je ne prendrai pas la responsabilité de décider si la formule -
horrifiquement fausse, d'un point de vue géométrique - des
Babyloniens a é&té obtenue par une méthode empirique., La seule
chose certaine, c'est qu'au rapport de son utilisation elle a pu,
4 bon droit, étre jugée satisfaisante dans les cas ol on
1'appliquait, En effet, pour un tronc de pyramide & bases
carrées, de cdtés repectifs a et b , de hauteur h , le volume
V est donné par la relation (exacte):

(1 v

1
S h @ +ab+ b

la formule appliquée par les Babyloniens donne un volume approché
V' défini par:

1
(1bis) V' = 5 h (a® + b*) ;

pour un "nalbantu" pris suffisamment loin de la pointe,
1'approximation est excellente;
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3 b V= 1

si -<-<1 ,alors 0 {—m {( — ,
4 a v 72
9 b v-y 1

si —<{-4<¢<1 ,alors O0— {— ,
10 a v 500

Je donne ces calculs pour faire sentir, précisément, que la
formule (1), gqui ne se signale ni par son évidence, ni par sa
simplicité, est nécessairement difficile aussi a atteindre par
voie empirique,

Cela nous améne & penser que les Egyptiens avaient do élaborer un
calcul exact - un calcul géométrique abstrait, au sens ou nous
1'entendons - de ce volume du tronc de pyramide; et un tel calcul
repose sur la connaissance préalable de la formule exacte du
volume de la pyramide elle-méme, Cette hypothése - ce n'est pour
1'instant qu'une hypothdse - nous commande de rechercher dans le
domaine é&gyptien la trace de tels calculs et de nous employer &
les restituer, Cette recherche peut et doit, & mon avis, &tre
menée par les deux bouts:; il faut, d'une part, interroger les
documents (en trouver de nouveaux et relire ceux déja
répertoriés), d'autre part se lancer dans ce que j'appellerais la
recherche théorique a priori et qui consiste & prévoir - avant
lecture de documents - les cheminements mathématiques qu’auraient
pu suivre nos ancétres égyptiens,

Avant de présenter mes calculs, je désire rendre hommage a

W, W, Struve qui a publié en 1930, aux "Quellen und Studien zur
Geschichte der Mathematik" (J, Springer, Berlin), sa trés belle
étude sur le papyrus de Moscou:

Mathematischer Papyrus des staatlichen

Museums der Schénen Kinste in Moskau,
qui reprenait et amplifiait le travail, interrompu par la mort,
de B, A, Turaev,
W, Struve nous indique que le document, provenant d'une tombe
royale du Moyen-Empire, est la copie d'un original daté de 13900
av, J,-C, environ (la copie a &té faite un siécle plus tard), Il
y a tout lieu de croire, d'aprés son analyse, que l'original
était la composition rédigée par un éléve-scribe pour 1l'obtention
de son (ou d'un) dipléme, Ceci permet de comprendre que
1'application, faite au cas de valeurs numériques
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particuliérement simples, de la formule (1), ci-dessus, renvoie &
la présence de ladite formule dans 1'enseignement dispensé aux
scribes en formation, A cette époque, S'agissait-il d'une étape
déja spécialisée de l'enseignement ? On ne sait, Le moins qu'on
puisse dire, tout de méme, c'est que cela donne un élément pour
une évaluation minimale du niveau scientifique atteint par les
chercheurs de ce temps, Signalons de plus que le hasard veut
(mais est-ce un hasard ?) que dans le méme document se trouve
aussi un calcul de la surface de la demi-sphére ,,, Cette
conjonction d'événements devrait ébranler les plus décidés
contempteurs de la mathématique &gyptienne (pharaonique),

Devons-nous désespérer de mettre jamais la main sur des documents
livrant les travaux des meilleurs scientifiques de ce temps, et
nous contenter des copies d'examens de leurs éléves 7?7 .,
W, Struve rappelle, dans son commentaire, la hauteur de vue,
1'acuité de jugement de ces savants, Il remarque notamment gque ce
sont eux qui ont - les premiers, semble-t-il - mis en lumiédre la
relation de dépendance de 1'organisme humain par rapport au
cerveau et le réle prééminent de celui-ci, Il appelle ses
lecteurs a faire des recherches en vue d'une plus juste
évaluation de la science, et notamment de 1la mathématique,
égyptienne, '

I1 faut reconnaitre qu'il a été peu suivi; toute la faveur semble
s'étre attachée au papyrus Rhind dont le contenu, bien que nous
apportant de précieuses informations, ne nous livre rien d'aussi
estimable que les performances tri-dimensionnelles du
Golenischev,

La question, toujours ouverte, est; comment les Egyptiens du
Moyen—Empire s'y sont-ils pris pour calculer;

- le volume du tronc de pyramide,

- la surface de la (demi-)sphére ?
Struve doute que les formules aient pu étre trouvées
empiriquement,

(N, B, Dans les extraits de son ouvrage, donnés en photo pp, CV 6
et CV 7, on trouve la reproduction de la section du papyrus
relative au tronc de pyramide (écriture hiératique), sa
transcription en hiéroglyphes par Turaev, sa traduction en
allemand par Struve, Notons le nom "mr" (vocalisation inconnue)
par lequel les Egyptiens désignaient ce que les Grecs ont appelé
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"pyramide", reprenant un mot désignant primitivement chez eux un
gateau,)

Je dois dire que c'est avant d'avoir lu Struve que, me fiant
a des hypothéses analogues aux siennes, j'ai établi les calculs
ci-dessous, Ils s'inscrivent dans ce que j'ai appelé la recherche
théorique a priori, et concernent le tronc de pyramide et la
pyramide,

Je veux dire un mot des circonstances dans lesquelles je suis
venu a les produire, J'avais, dans mon cours "Mathématiques de
1'Antiquité" (en 1=~ Cycle, Université Paris VII), traité a
minima de 1'Egypte, soulignant que la documentation actuelle ne
permettait vraisemblablement pas une juste évaluation de la
science pharaonique, Or 1'Egypte é&tait trés présente oans les
mémoires que m'ont, A& la fin, remis les é&tudiants, En
particulier; Melle Dianata Batola avait insére dans sa
composition des photos des pyramides de Saggarah, Dahchour,
Gizah; M, Emilio Aparicio citait, lui, le papyrus de Moscou et ia
formule du tronc de pyramide; Melles Valérie Vestris, Dina el
Biblawi, Laurence Marzin faisaient de méme dans leur travail
rédigé en commun, L'offrande des étudiants, qui semblait
prolonger le geste difficilement lisible pour nous des anciens
Egyptiens, la double instance, qui la constituait, de la figure
et de la formule me firent venir quelques germes d'angoisse,
quelgques bizarres picotements a la cervelle, Un jour enfin,
j'éclatai: ¢ non!, ce n'est pas vrai ces racontars de
1'égyptologie ordinaire, "Ils" ont calculé ! », Je me jetai dans
les calculs, avec la claire résolution de retrouver ceux que les
Anciens avaient pu faire, et de balayer ainsi un domaine dans
lequel puissent apparaitre, tét ou tard, des coincidences avec
les documents, J'ai repris - je les présente ci-dessous dans le
méme ordre - les calculs sur le tronc de pyramide, puis sur la
pyramide,

Plus lointainement, le désir de reprendre le calcul du volume de
la pyramide reposait en moi depuis l'adge de mes quinze ans:
l'exposition par mon professeur d'alors de la méthade
infinitésimale, la joie due & l'acquisition d'une voie de calcul
nouvelle pour moi fut vite hypothéquée par cette question - alors
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Die Pyramidenstumpf{-Volumen-Aufgabe. M 1% 135

Aufg. Nr. 14. Kol. XXVII —-XXIX.
Kol. XXVIL
. Form der Berechnung eines Pyramidenstumpfes*’,
. wenn man dir nennt cinen Pyramidenstumpf von™ 6 (Ellen*)
von der Hohe (,,Fliche*®)
3. zu® 4 (Ellen) auf der Unterseite”, zu® 2 auf der Oberseite®.
4. Rechne du mit dieser™ 4, quadriert (als Voriibergehendem"). Es
entsteht 16.
5. Verdoppele? du 4. Es entsteht 16.
6. Rechne du mit dieser 2, quadriert (als Voriibergehendem*'). Es
entsteht 4.

N -

Kol. XXVIII.
1. Addiere? du zusammen diese™ 16
2. mit dieser™ 8 und mit dieser™ 4.
3. Es entsteht 28. Berechne du .
4. [y von 6. Es entsteht 2. Rech-
5. ne du mit 28 2mal. Es entsteht 56.
6. Siehe: er ist™ 56. Du hast richtig gefunden.

Kol. XXIX.

1. 2 quadriert 4

2. 1 28
3. 6 1, 2

4. 2 56 .
5. 56

6, 4 o 4

7. quadriert 16 \ 2V 8 Summe 28.

a) Turajeff ersetzt in seiner Edition der Aufgabe (Anc. Eg. 1917, S. 101)
in der Ubersetzung den Terminus durch das Piktogramm eines Trapezes,
das im hieratischen Text statt des Wortes fiir Pyramidenstumpf steht?).
Der iigyptische Name fiir den mathematischen Begriff ,,Pyramiden-
stumpf* wird etwa mr iw.t tp-f, ,,eine Pyramide, die nicht ihre Spitze
hat”, heiBen kénnen. Das Wort imr, das in der dgyptischen Sprache seit
uralter Zeit die Pyramide bezeichnete, wird auch das Wort sein, auf das
das griechische wvoauls zurickgeht. Freilich nehmen die meisten gyp-
tolozen seit Eisenlohr an, daB das griechische wvgauis von dem Ter-

1) Das tnt auch Tzinserling, L. c. 3. 366.

fac-sinmilé
V, Struve, op, cit,: traduction du texte de la page ci-contre,

N, B, Le nombre "16" en Kol, XXVII, ligne 5 est une erreur de Struve;
il faut lire "e¥,
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tenue secréte, je crois - de savoir s'il était vraiment
indispensable de passer par une telle voie pour obtenir 1le
résultat dont il s'agissait,

(Enfin le calcul !)

Soit & chercher des calculs (exacts) du volume du tronc de
pyramide, en supposant connue la formule de celui de la pyramide,
(Nous nous restreignons ici, comme les Egyptiens, au cas d'une
pyramide & base carrée,)

Proposons d'abord, pour donner idée de la multiplicité des voies
d'approche, une liste de formules, Soient V le volume, h la
hauteur, a et b 1les cdtés des bases d'un tronc de pyramide;
parmi 1'infinité de formules exprimant le rapport V/h (forme
quadratique en a et b ), retenons celles—ci:

v 1
(n - = - (a® + ab + b2) (cf. p. 4),
h 3
1
(2) "= g T+ (@b
1 sa®-b°
(3) "= - ,
3 ( a-b )
atb\2 1 /a-by
(4) "= (——) + -(—) ,
2 3\ 2
1
(5) " = ab+ - (a-b)2 ,
3
1
(6) "= g asd)® - ab)
2a+b
¢3! " = a% - (T (a-b) ,

(8) "

1 atb \ =2
—ca2+4(—) + b2) |
6 2

cv B8
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Ces formules expriment autant de nuances géométriques de la
question, Passer de l'une a3 une autre n'avait rien
d'insurmontable pour les Anciens (je veux dire avant 1'invention
du calcul symbolique; aussi bien ici, nous n'utiliserons le
symbole que comme abréviation), Le calcul du papyrus de Moscou
semble se rattacher a (1),

Je présente ici des approches directes de (2) et (4),

Calcul de (2},

Je considére la pyramide de base carrée (de cété a ), & sommet
sur l'axe, de hauteur k , et le tronc de pyramide obtenu en la
coupant & hauteur h : la petite base est de cété b (fig, « ),
Je considére également (mé&me figure) le prisme droit de base
carrée, de cdté a , et de hauteur k et le petit prisme, qui
lui est semblable, sur base de cété b , également, Le volume du
tronc de pyramide, différence des volumes de la grande et de la
petite pyramide, est égal au tiers de la différence des volumes
du grand et du petit prisme, Examinant la figure des prismes,
séparons la partie complémentaire du petit dans le grand en deux
morceaux: celui compris entre les niveaux 0 et h a pour
volume a%h ; le morceau du haut, de volume a3L- b3L est
équivalent & un prisme de volume (a+b)(a-b)L : il s'y raméne par

Figure a

cv 9
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un découpage-recollement qu'on peut suivre d'aprés sa trace sur
la face supérieure (voir fig, B ): il correspond au calcul
classique de 1'égalité a=-b= = (a+bl)(a-b),

Ce nouveau prisme présente une face aux dimensions (a-b)L ; un
calcul de différences d'aires montre (fig, Y ) que x =x';
c'est-a-dire (a-b)L = bh ; ce dernier calcul se trouve dans la
Géométrie d'Euclide (Elément 2) avec la méme figure; il est d'une
importance fondamentale car il transcrit en termes de similitude
le résultat arithmétique "quatre nombres a , b, ¢ , d sont en
proportion si et seulement si ad =bc ", On sait que les
Egyptiens étaient des maitres dans la question de la similitude,
également dans celle de la mesure des aires: tout laisse penser
qu'en la matiére les Grecs ont é&té héritiers des Egyptiens; mais
ceux—ci ont-ils su (et su utiliser ici) 1'égalité entre x et
x' 7 C'est une question que nous laissons posée, Pour achever le
calcul, rassemblons les morceaux: le volume total s'exprime par;

1
5 (a®h + (a+b)(a-blL)

b a-b
a b
L \‘ X
a-h > \,
- -—— ‘\
i ////// Y
h X \,
a-b \
face \
face supérieure avant y
Figure B Figure ¥

ou encore par;

1 1
5 (a=h + (a+b)bh) = = (a® + (a+b)b)h

L]

w

(Struve donne aussi cette formule avec des jalons de la présente
démonstration),

Ccv 10
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Calcul de (4); cette formule est belle; symétrique (en a et
b ) et gaussienne, Elle permet de calculer le volume en ne
faisant que trois multiplications (comme (2), (5) et (6) du
reste),
Nous considérons un quart du tronc de pyramide, situé entre 1'axe
et 1' aréte, et contenant deux demi-faces (fig, & ), Nous en
faisons une coupe & mi-hauteur
N \ (l'aréte est coupée en son milieu
M ) et nous coupons encore par deux
plans verticaux passant par M et
‘ paralléles chacun & 1l'une des
' directions des c8tés des bases, On
détache ainsi, dans la partie du
T ) bas, un prisme carré, deux prismes
: 1. triangulaires T et Tz et une
T— petite pyramide A (A& une aréte
élévation f verticale), Faisons pivoter autour
' de leur aréte haute (horizontale)
: b . . thacun des prismes Ta et
€& 5 —% o T= :faisant un demi-tour ils
T ' viennent se coller contre la partie
supérieure pour donner un prisme
ath carré (base (atb)/4 ); & ceci
4 Tz prés que 1'opération est
physiquement impossible car il y a
N M un excédent; celui-ci, qui est
a-b T 4 1'intersection des figures des
prismes Ta et T= aprés
pivotement, est égal A la pyramide
A et est précisément le symétrique
de A par rapport a M,
Figure § Comptons: le volume du quart du
tronc de pyramide donné est é&gal au
volume du prisme carré de méme hauteur, de cdté (a+b)/4 ,
augmenté du double du volume de A , Si nous rassemblons les
quatre petites pyramides homologues de A dans le tronc de
pyramide donné (dont chaque quart a subi le mé&me traitement), on
obtient une petite pyramide centrée, de hauteur h/2 , de cdté
(a-b)/2 , Au total, nous trouvons pour volume du tronc de

pyramide;
atb\* 1 hya-by\*
SCOREHHC
4 32\ 2

!‘——NI:*NI:

e
.

o
—
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c'est-a-dire:

a+b \* 1 ra-by
AR CON
2 3\ 2

Cette seconde démonstration est plus simple, au plan théorique,
que la premiére, Nous nous sommes appuyés, pour la produire, sur
des figures qui ont assez peu de chances de se rencontrer dans le
domaine égyptien, Toutefois les mathématiciens - et géométres -
de ce temps, s'ils é&taient moins nombreux que leur actuelle
descendance, avaient aussi plus de moyens & leur disposition: ils
étaient architectes, avaient des tailleurs de pierre auprés
d'eux, et ils fabriguaient gquand ils le voulaient des figures en
pierre, et en trois dimensions, Précisément le calcul que nous
venons de faire pour obtenir la formule (4) est un calcul de
tailleur de pierres (avec, notons-le tout de méme, la subtilité
de la soustraction: on enlédve - on excise - la symétrique de A
de la somme T.1+T= ),

Venons—en maintenant & la grande question: le calcul du
volume de la pyramide,
Infinitésimal, donc, il est chez les Grecs, L'impossibilité
éprouvée alors (et démontrée depuis) de découper la pyramide
comme un puzzle (& bords plans) du parallélotope fondamental ne
laissait la voie qu'a un calcul reposant sur une analyse plus
puissante ou plus subtile, Les Grecs y sont parvenus par le
procédé que l'on sait, $S'agissant de démontrer 1'existence -
comme nous disons de nos jours - du volume de la pyramide, c'est-
a-dire le prolongement & l'ensemble des pyramides de la
fonctionnelle volume définie sur les parallélotopes, le recours a
1'infinitésimal est difficilement évitable: si l'imposition de la
mesure implique qu'on réduise en puzzle 1'objet A mesurer et que,
d'autre part, le puzzle ne puisse se réaliser en un nombre fini
de piéces, le probléme parait irréductiblement infinitésimal,
Toutefois une remarque s'impose: quelque respect que méritent les
démonstrations d'existence, on peut imaginer de calculer en s'en
passant, ou du moins, comme ont fait les mathématiciens depuis
que le monde existe, de ne pas en faire un préalable, Poser la
question de 1'existence d'un objet créé conceptuellement est
toujours un acte aprés-coup; ¢a vient quelquefois longtemps aprés
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