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SPECTRE MAXIMAL D'UNE ALGEBRE DE KRASNER

par Alain ESCASSUT

Introductione

Cet article a pour objet d'étudier les idéaux maximaux de codimension infinie
d'une algdbre d'éléments analytiques au sens de KRASNER. Soit un infraconnexe fermé
borné D d'un corps algébriquement clos ultramétrique complet X ; en utilisant
les résultats de [2] concernant la caractérisation des semi-normes multiplicatives
continues de 1l'algdbre de Krasner H(D) par des filtres circulaires de D , et
grice aux résultats de [ 8] montrant que tout idéal maximal de H(D) définit au
moins une semi-norme multiplicative continue, nous chercherons a4 associer a chaque
idéal maximel de codimension infinie T un filtre circulaire particulier § tel
que M soit 1'idéal des éléments f € H(D) tels que limg f(x) =0 . On retrou-
vera naturellement les problémes classiques d'analycité, et on utilisera fréquem-
ment la notion de T-filtre [ 3].

Ce probldme est en rapport avec celui évoqué par B. GUENNEBAU) concernant l'exis-
tence de plusieurs valeurs absolues continues dans une extension T' de K munie
d'une structure de K-algtbre de Banach, et nous tenterons de confirmer, dans le
cas des algdbres H(D) , sa conjecture selon laquelle si le corps résiduel de K
ou si le groupe des valeurs de K est non dénombrable, alors I' n'admet qu'une

seule valeur absolue continue.

I, Caractérisation des idéaux maximaux.

le Les idéaux maximaux de codimension 1 .
bt i

Considérons une algdbre de Banach d'éléments analytiques H(D) sur un fermé
borné D, de K dont 1l'application identique sur D est notée x , Il est clair
que, pour tout point a € D , 1l'idéal 3(a) des éléments de H(D) , nuls au point
a , est un idéal maximal de codimension 1 et, d'aprds le théoréme IV.2 de [1] et
le théordme 1.3 de [4], il est clair que 3(a) est engendré par le polyndme x - a
si aed , €t que (a) n'est pas de type fini si a € D - D . Réciproquement,
pour tout idéal maximal I de codimension 1 de H(D) , 1l'homomorphisme ¢ de
H(D) sur K , tel que Ker ¢ = , est continu, et si 1'on note a = ¢(x) , 11 est

clair que o(f) = 0 si, et seulement si, f(a) =0 , donc M =3(a) .

2. Rappels.,

Rappelons trés bridvement quelques résultats et définitions de [2]. Dans tout cet

article, on désignera par K un corps algébriquement clos ultramétrique complet.
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Soit A une K-algdbre normée dont la norme est notée |lo|| « On notera

Mult(a , n.“) 1'ensemble des semi-normes multiplicatives de A continues pour la

norme o

Il est clair que l'ensemble Ker ¢ des x € A tels que o(x) = 0 (pauat(al.]))

1)

est un idéal premier. On notera Multm(A , H.”) 1'ensemble des ¢ € Mult(a ,

tels que Ker ¢ soit un idéal maximal de A , et 1'on notera Multa(A ) eIl
1'ensemble des ¢ € Mult(a , ||.|

mension 1 .

) tels que Ker ¢ soit un idéal maximal de codi-

Le théoréme 1 de [8] a pour conséquence la proposition I.l.

PROPOSITION I.1. = Pour tout idéal maximal d'une K-algdbre de Banach A , le

corps I = Aﬁm , muni de sa structure de K-algébre de Banach quotient, admet au

moins une valeur absolue continue |.| et, si § désigne la surjection canonique

de A sur T, l'gpplication ¢ ¢ X == l@(x)l est telle que Ker o =T «

désigne la

L'étude de Mult(H(D) , “‘“D) (ou D est un fermé borné et ol H"D
norme de la convergence uniforme sur D ) a été faite dans [2] et [6]. Nous allons
en rappeler les principaux résultats qui utilisent notamment la notion de filtre

circulaire.
Précisons quelques notations.

Soient a €KX , et r >0 . On notera i(a , r) 1l'ensemble des E € R tels que

!g - a| < r , appelé disque circonférencié de centre a de diamétre r . On notera

c(a , r) 1l'ensemble des & € K tels que |§ - a| = r (appelé cercle de centre a

< .
£T,

On notera I'(a , T r2) l'ensemble des £ € K tels que T, < le - &] < T, .

de rayon ), Enfin, soit a € K , et soient rl ’ r2 € R tels que 0 < r1

D'autre part, on appellera classe d'un disque circonférencié ou d'un cercle de
diamdtre r tout disque non circonférencié de diamdtre r inclus dans ce disque

ou ce cercle.

On appelle filtre circulaire de K wun filtre de K qui admet un systéme généra-

teur de la forme & v 3 (que 1l'on nomme systéme générateur canonique), ou & est

une suite strictement décroissante de disques circonférenciers dn (oh 1'on note
r = lim diamnﬁm(dn)) , et oy & est la famille des couromnes I(a , Ty r2)
telles que a € nde$ d et r <r<r,. Le nombre r est appelé diamdtre de & ;
on note A(%) 1'ensemble nneN dn , et les points de A(%) sont appelés centres
de % . De plus, on dit qu'un filtre circulaire est large si son diamétre est > O

(c'est-3-dire si ce n'est pas un filtre de Cauchy).

Nous résumerons les résultats de [2] et [6] par le théordme I.2.

THFOREME T.2. — Soit D un fermé borné. Pour tout @ € Malt(H(D) , [|.|l;) » il

existe un filtre circulaire unique ﬁb sécant & D , tel que o(%) = 1im§nD|f(x)|.

et 1l'application o -e»$¢ est une bijection de Mult(H(D) , H’”D) sur l'ensemble
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des filtres circulaires de K sécants & D . De Elus, 9 E Multa(H(D) ’ H.lD) si,
et seulement si, $¢ est un filtre de Cauchy ; alors, si @ € Multa(H(D) ’ [.]D) R

% ND est le filtre des voisinages d'un point a €D , et l'on a o(f) = If(a)l
pour tout f e H(D) .

Nous considdrerons uniquement des filtres circulaires sécants & l'ensemble D
considéré, et il est immédiat de voir que si deux filtres circulaires de K ont

une m8me intersection avee D , ils sont égaux. On nommera donc filtre circulaire

de D 1'intersection avec D d'un filtre circulaire de K sécant & D , et on
pourra confondre sans inconvénient tout filtre circulaire de K sécant & D avec

son intersection avec D .

Alors si % est un filtre circulaire de D , on notera A(% , D) 1'ensemble

A(3) A D (o 1l'on considdre § comme filtre circulaire de K )e

D'autre part, nous dirons ici qu'un filtre circulaire 3 est entouré par un

filtre circulaire © si 1l'un des éléments de 5 est inclus dans A(8) .

Enfin, on a défini dans [ 2] 1a notion de filtre monotone de X que 1l'on peut ré-
sumer de la facon suivante : un filtre © de K est décroissant s'il admet un
systéme générateur de la forme & n Ca(8) , ob § est un filtre circulaire large
de K , et un filtre 9 est croissant s'il admet un systime générateur de la forme
$nd, ot § est un filtre circulaire et ou d est 1l'une des classes du disque

A(B) . Alors d est le plus petit disque appartenant & S .

Enfin on appelle filtre monotone de K wun filtre croissant ou décroissant. Alors
il est clair qu'avec les notations ci-dessus, le filtre & servant & définir le
filtre décroissant ou croissant 9 est le seul filtre circulaire sécant & 9 . On

1'appelle filtre circulaire associé & ¢ , et nous dirons ici qu'un filtre mono-

tone © est entouré par un filtre circulaire &' si son filtre circulaire associé
% est entouré par ' . De méme nous dirons que $§' est entouré par 8 si &

est entouré par § .

Alors si D est un fermé borné de K , on appelle filtre monotone de D 1'in-

tersection avec D d'un filtre monotone de K sécant & D . D'autre part, si $
est un filtre décroissant de D et si § est son filtre circulaire associé, on
appelle plage de § 1l'ensemble ®(8) = A(% s D) 3 si & est un filtre croissant
de D, et si & est son filtre circulaire associé, an appelle plage de & 1l'en-
semble ®(8) = (Cd) n D) , o d est le plus petit disque appartenant & @ . Enfin,
pour tout filtre monotone & de D , on appelle chapeau de & , noté ¢(%) , le
complémentaire de ®(8) dans D .

On dit qu'un élément f € H(D) est annulé par un filtre § de D si
limg f(x) =0 3
alors 1'idéal des éléments annulés par § sera noté 3(5) .

On a défini dars [ 27 1texpression wg(f . “) associde 3 un filtre décrotssant &
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que 1'on utilisera fréquemment, ainsi que les notions d'é1léments strictement annu-

1és et auto-annulés par un filtre monotone [3]. On sait qu'un filtre monotone

admet des é1éments strictement annulés et des éléments auto-annulés si, et seule-

ment si, c'est un T-filtre ([3], théoreme 1.6).

3. Piltres circulaires distingués.

Nous allons caractériser les idéaux maximaux de codimension infinie par les fil-

tres circulaires distingués que nous allons définir.

Nous dirons qu'un filtre circulaire & d'un infracomnexe D est sous-distingué

s'il possdéde les deux propriétés suivantes :

(i) a(5 , D) est vide ou égal & la réunion d'une famille de chapeaux de T-

filtres croissants,

(ii) Tout T-filtre décroissant de A(% , D) est sécant & au moins un chapeau de
T—filtre croissant de A(5 , D) .

De plus, nous dirons qu'un filtre circulaire sous-distingué est distingué s'il
posséde la propriété (iii).

(iii) A(8 , D) est égal & D , ou bien & la plage d'un T-filtre décroissant de
D , ou bien & 1'intersection d'une suite décroissante de plages de T-filtres dé-

croissants de D .

LEMME I.3. - Si & est un filtre circulaire distingué d'un infraconnexe fermé

borné D, &(%) n'est inclus dans aucun idéal maximal de codimension 1 .

Preuve., = On a vu que tout idéal maximal de codimension 1 est de la forme 3(a)
(o a€Dd). Or, pour tout a € A(S , D) il existe un T-filtre & croissant de
A(% , D) de centre a , et il existe donc un élément f € H(D) auto-annulé par
G, tel que f(a) # O , de sorte que f € 3(5) et 3(5) X I(a) . De méme, pour
tout a€ D - A(5, D) , grice 3 la condition (iii), il existe un T-filtre décrois-
sant ©' entourant 5 , tel que f(a) # 0 de sorte que f e 3(8) et 3(F)N3(a) .

LEMME I.4. - Deux filtres circulaires distingués distincts définissent des idéaux

incomparebles.

Preuve, - Soient 51 et 32 deux filtres circulaires distingués distincts. Sup~-
posons d'abord 31 entouré par 32 « Alors A(Sl s D) # D, done A(ﬁ2 , D) , qui
contient strictement A(%1 , D) , admet au moins un T-filtre décroissant © non
sécant a A(ﬁl , D) , et & est donc sécant & un chapeau de T-filtre croissant $
de A(ﬁ2 , D) . Alors il existe un é1ément f € H(D) , auto-annulé par $ , et non
annulé par G , de sorte que f £ 8(51) et f e 3(52) , et il existe g € H(D) ,
auto-annulé par % , et non annulé par $ , de sorte que g # 3(32) et g € 3(52),

ce qui prouve que 8(31) et a(sz) sont incomparables.
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IEMME I.5, = Soient & et 8 deux filtres circulaires de diamdtres R et s

d'un infraconnexe fermé borné D tels que 8 entoure § . Alors on a

3(3) >3(8) (resp. 3(8) = 3(9))

si, et seulement si, § n'est entouré par aucun T-filtre croissant de diamétre

re JR, 8) (resp. décroissant de diamdtre r e (R, S() .

Preuve, - Soit & un T-filtre croissant entourant $ et de diamdtre re)R,S) 3
il existe des éléments f € H(D) auto-annulé par & , donc anmulés par @ et non
annulés par (8) , de sorte que 3(%) # 3(8) . Réciproquement, si S n'est entourd

par aucun T=-filtre croissant de diametre =r € )R ’ s) s, la relation
ws(f s = log S) =
implique Ws(f ’ u) = + o pour tout p € (- log S , - log R( s dfou
we(f 5 -~ log R) =+ = et 3(8) c 3(5) ,

De m8me, si & est un T-filtre décroissant entourant & , de diamdtre re(Rr,s(,
il existe un élément f € H(D) auto-annulé par & , et donc annulé par $ mais
non par 9 , de sorte que 3(3F) ¢ 3(8) , et si § n'est entouré par aucun T-
filtre décroissant de diamdtre r € (R, S( , alors 3(3) < 3(8) ; le lemme I.5 est

donc établi,

ILEMME I.6, = Soit & un filtre circulaire maximal d'un infraconnexe fermé borné

D tel que 3(%) soit un idéal maximal de codimension  , Alors § est sous-

distingué, et il existe un filtre circulaire distingué 9 qui entoure &, tel que
3(8) = 3(s) .

Preuve, —= Nous allons montrer aue & satisfait nécessairement (1) et (ii). En
effet, pour tout a e A(% , D) il existe f € 3(8) tel que f(a) # 0 ; mais on a
évidemment v (f sy — log R) = + « ; soit B, le plus grand des nombres  tels que
v (f ’ M) =+ o , Alors f est strictement annulé par un T-filtre croissant G
de centre a , de diametre p Ha < r de sorte que A(%, D) o G(Gg) e Or par defl_
nition UaEA(ﬁ,D)C(Ga) > A(% , D) , donc la condition (i) est satisfaite.

Supposons maintenant que la condition (ii) ne soit pas satisfaite, Alors

A% , D) #8 , et il existe un T-filtre décroissant & de A(F , D) , de diamdtre
r 5 qui n'est sécant & aucun chapeau de T-filtre croissant de A(% , D) . Alors,
pour tout f € 3(%) , ona f € 3(%) , car WG(f , = log R) =+ o , donec W (fy)=+m
pour tout y € (- log R , - log r) puisque & n'est sécant & aucun chapeau de T-
filtre croissant. Donc 3(%) < 3(%) . Or puisque & est entouré par & , il est
clair que tout élément f € H(D) , strictement annulé par & n'appartient pas a
3(5) ce qui contredit le fait que 3(5) soit maximal. Donc la condition (ii) est

satisfaite, et %  est sous-distingud.

Supposons maintenant que $ ne soit pas distingué ; alors il ne satisfait pas la

condition (iii). Supposons dtabord que F ne soit entourd par ancun T-filtre
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décroissant, et soit R' le diamdtre de D . Soit ©' 1le filtre circulaire de D
de diamdtre R' , qui entoure § . Alors on a 3(5) c 3(9') d'aprés le lemme 4,
donc 3(8) = 3(9') puisque I(F) est un idéal maximal. Supposons enfin qu'il
existe des T-filtres décroissants qui entourent % , et soit R" 1la borne infé-
rieure de 1l'ensemble de leurs diamdtres. Alors le filtre circulaire 8" de diamd-
tre R" qui entoure 5 est tel que 3(5) = J(8") (toujours gréce au lemme I.4),
et le filtre © =8' ou ©" que nous avons fait apparaitre est sous-distingué
puisque 3(8) est maximal, et il est clair que ¢ satisfait la condition (iii)

par définition, ce qui prouve le lemme I.6.

PROPOSITION I.7. — Soit $ un filtre circulaire distingué d'un infraconnexe

fermé borné D . Alors 3(5) est un idéal maximal de codimension infinie de 2(D) .

Preuve de la proposition. — Soit M un idéal maximal contenant 3(S) . Alors M

est de codimension infinie, car sinon M serait de la forme 3(a) (od a €D )y
et on aurait donc f(a) = 0 pour tout f € 3(5) , ce qui contredit le fait que &
soit distingué. Alors, d'aprés le lemme I.6, R est de la forme 3(8) , ob 9 est
un filtre circulaire distingué. Mais, d'aprds le lemme I.4, ona 8 =3,

THEOREME I.8. = L'application @ induit une bijection de 1'ensemble des filtres

circulaires distingués sur l'ensemble des idéaux maximasux de codimension « ..

Preuve. — Grfice su lemme I.4 et & la proposition I.7, il est clair que 3 induit
une injection de 1l'ensemble des filtres circulaires distingués dans l'ensemble des
idéaux meximaux de codimension o . Mais grfice & la proposition I.7 et au lemme I.5
tout idéal maximal de codimension « de H(D) est de la forme 3(%) , ou & est

un filtre circulaire distingué, ce qui prouve le théoréme I.8.

COROLLAIRE I.9. - Un idéal maximal d'une algébre de Banach H(D) sens idempotent
différent de 0 et 1 esat

ou bien principal, de codimension 1 , de la forme 3(a) = (x - a) g2(D) » OU

a €D

ou bien de type infini, de codimension 1 , de la forme 3(a) , ou a€D- )) H

ou bien de type et de codimension infinis, de la forme 3(%) , o & est un

filtre circulaire distingué.

II. Filtres distingués irréguliers.

1. Probléme .

Nous allons chercher maintenant & quelle condition en peut avoir un filtre sous—
distingué © et un filtre distingué $ tels que

3(s5) = 3(9) .
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PROPOSITION II.1. = Soit © wun filtre circulaire distingué de diamdtre S , et

soit § un filtre circulaire sous-distingué de diamdtre R tel que (%) =3(8) .

Alors & entoure § et, pour tout a e D tel que gi(a)(e (- log S , - log R) ’
E— -_— - -Wela
a est centre d'un T-filtre croissant de diamdtre < p s .

I1 est immédiat de voir que ¢ entoure & , car & est entouré par un filtre
circulaire distingué 98' tel que 3(8) = 3(5) =3(8') . Or 3(8) = 3(8') impli-
que & =8' d'aprés le lemme 2. D'autre part, puisque & est distingué, pour tout
aep(®, D), a est centre d'un T-filtre croissant & de diamdtre p<g< S .
Mais puisque & n'entoure pas & , ona - log p 2> ws(a) s Ce qui prouve la propo~
sition II.1.

DEFINITION. — Nous dirons qu'un filtre circulaire distingué © d'un infraconnexe

fermé borné D est régulier si D n'admet pas de filtre circulaire sous-distingué

§ , différent de 9 , tel que 3(%) = 3(98) . 8i © n'est pas régulier, nous diroms

que 8 est irrégulier.

Remarque. - En particulier, on voit que si 8 est un filtre circulaire irrégu-
lier de diamdtre R , alors A(® , D) # § et si ae€an(®, D), la borne supé-
rieure R' des diamdtres de T-filtres croissants de centre a , de - A(® , D) est
telle que R' < R ce qui prouve, d'aprés la proposition II.1, que, pour tout
re[R', R]n |K| et pour toute classe I' du cercle C(a , r) , I' contient au
moins un trou de D .

Inversement, on obtient un exemple de filtre circulaire irrégulier de la fagon
suivante. Soit D wun infraconnexe fermé de diamdtre R admettant une famille de
T-filtres croissants (Gi)iEI de diamdtre r, <R (pour tout i € I ), telle que
la famille (CKGi))ieI soit une partition de D , et supposons que les seuls T=-
filtres de D soient la famille (Gi)ieI . Alors le filtre circulaire & de D
tel que A(3 , D) = D est un filtre circulaire distingué par construction car
A(% , D) n'admet aucun T-filtre décroissant et que A(S , D) = UieI C(%i) . Or &
est irrégulier car, pour tout i, Gi est associé & un filtre circulaire Si de
D qui n'est entouré par aucun T-filtre croissant ou décroissant, ce qui prouve
que 3(8) = S(Si) , d'aprds le lemme I.4, puisque § entoure &, . Mais comme
r; <R, ﬁi #%,et & est donc irrégulier.

L'existence de filtres circulaires réguliers est évidente. Il suffit par exemple
de considérer un infraconnexe fermé D de diamdtre R tel que, pour tout a €D,
il existe un T-filtre croissant de diamdtre R . Alors le filtre circulasire maxi-

mal & de D tel que A(5 , D) = D est distingué et régulier de fagon évidente.

Par contre, le probldme de l'existence de filtre circulaire irrégulier est beau-
coup plus délicat. Or ce probldme est 1ié & un autre probldme soulevé par B, GUEN-
NEBAUD :

Soit (4, ||.]|) une K-algdbre de Banach, et soit T un idéal maximal de codi-
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mension infinie ; le corps I = Aﬁm peut-il &tre muni de plusieurs valeurs abso-
lues continues pour la norme de K-algébre de Banach de T quotient de celle de

A ? 8i 1'on note § 1la surjection canonique de A sur I , il est clair que 1l'en-
semble des valeurs absolues continues w du corps normé I est en bijection avec
1'ensemble des f € Mult(a ,

telle que fw(x) = w(&(x)) , et 1'on est donc ramené, par 1'intermédiaire des £, 0

) tels que Ker(f) =M par l'application w - £

& rechercher deux filtres circulaires maximaux distincts 51 et 32 tels que
3(5,) =3(5,) =m .

Si 9 est un filtre circulaire irrégulier, alors il existe en effet des filtres
circulaires sous-distingués § # & tels que (%) = 3(8) , et réciproquement, si
3(51) = 3(52) =M, alors, d'aprés le lemme I.4 et la proposition I.7, 31 et 5,
sont entourés par un méme filtre circulaire distingué € tel que

3(8) = 3(5)) =3(5,) =m,

et comme ﬁl # 52 sy On & au moins &, ou 52 # 8 , ce qui prouve que 9 est ir-

1
régulier.

On voit donc que le probléme posé par B, GUENNEBAUD, lorsqu'il est restreint a
1'étude des algdbres de Krasner, se ramdne & celui de l'existence de filtres circu-

laires distingués irréguliers.

2. Existence de filtres circulaires distingués irréguliers.

Nous allons résoudre ce probleéme grélce au théoréme II.3. Nous utiliserons & cette
occasion le lemme suivant qui est trivial.

IEMME II.2, = Soit une famille & de nombres > 0 non dénombrable. Alors il

exigte § >0 , et il existe une sous-famille &' , non dénombrable, de &, telle

x>§ pour tout x € ' .,

Bl

Preuve, - Si le lemme était faux, l'ensemble @n des x € § tels que x>

oo}
serait dénombrable pour tout n , et & = LL=1

Soit |X| = {|x| 5 x €K}, et soit k 1le corps résiduel de K .

Qn serait dénombrable.

THEOREME II.3. - Si |K| ou k est non dénombrable, tout filtre circulaire dis—
tingué d'un infraconnexe fermé borné de K est régulier. Si x| et k sont dé-

nombrables, il existe des infraconnexes fermés bornés admettant des filtres circu-

laires distingués irréguliers.

Preuve., — Supposons qu'un infraconnexe D admette un filtre circulaire distingué
irrégulier 9 , de diamdtre R , et soit un point 0 € A(S , D) pris pour origine.



12-09

D'aprés la remarque précédente, il existe un nombre R' < R qui majore tous les
diamdtres des T-filtres croissants de 4(8 , D) , centrés en 0O , et tel que, pour
tout r appartenant 3 1l'emsemble J = [R' , R] n |K| s toute classe I' du cercle
¢(r) = {x €k ; |x| =r} contienne au moins un trou de D . Nous allons montrer
que si lK| ou k est non dénombrable, alors D admet un T-filtre croissant de
centre 0 , de diamdtre R , ce qui contredit en effet le fait que © soit irrégu-

lier.

Supposons d'abord k non dénombrable, et montrons que A(S , D) admet wn T~

filtre croissant de centre O , de diam&tre R .

Pour cela, remarquons que, pour tout r € J , il existe un nombre p(r) >0 et
une suite F (r) de classes de C(r) contenant chacune au moins un trou de D ,
Tn(r) de dlamétre au moins égal a p(r) . En effet, sinon 1'ensemble des classes
percées de C(r) serait dénombrable d'aprés le lemme II.2, ce qui est faux, puis-
que toute classe est percée, et que k est non dénombrable., Nous allons construire
le T-filtre croissant cherché de la facgon suivante. Soit dn une suite croissante
de J telle que limndm d =R, et soient C = C(d ) et = p(dm) .

m P
Pour tout m 3> 2, soit q . tel que /d ) -1 dm/p < 1/m . Alors il
est clair que (dm/pm)ﬂm_l(d /d )% < 1/m quel que soit m > 2 . Considérons main-
tenant Q classes Fl y see 3 F de Cm contenant au moins chacune un trou de

9
D de diamdtre supérieur ou égal a Py * Alors, on a trivialement

vp(Ty » 1) € &/

Alors soit vy = inf ¥(T;sDy1) « I1 est clair que la suite (Cped0ayryy)

1<igay
~ est une suite caracterlsthne d'un T-filtre croissant de D dont le diamdtre est

R . La démonstration est donc achevée pour k dénombrable,

Supposons maintenant que |K| est non dénombrable., Soit r, une suite crois-
sante de J telle que 1lim r =R, et soit r' une suite croissante de J
. noo n n

telle que el < rﬁ <T quel que soit n . Puisque |K| est non dénombrable,

Jn [r oy ? r! ]

est non dénombrable et, d'aprds le lemme II,2, il existe une suite de nombres
Pn > 0 et, pour tout n fixé, il existe une suite J —> (=n) de J telle que

r_q < gd < r! quel que soit J et telle que le cercle C(gn) contienne au moins

un trou Tn de D de diamdtre supérieur ou égal a (I Alors, pour tout n fixé,

ch01sissons une classe rn du cercle (gj) telle que F? contienne un trou T

Ul

de diamdtre > Pp Alors, par hypothése, on a YD(rj ’ 1) R/p pour tout J E‘E,
et pour tout n e N .,

Définissons une suite dm de la facgon suivante. Pour tout n , soit Sn € N tel

S n

n = - ght ;
que (1/pn>&h/rn) < 1/n et soit t = zi=1 i Alors, soit dm = En N , et 501tv
Yp = YD( n+1 , 1) pour tout m tel que t <mgt 1 I1 est clair que, si

t. <mgt on a ﬂm -1 d /d < l/n ce qui montre que la suite
n S o+l ? Yo =1 " m ! 4 !
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(C(dm) ’ dm s 1, Ym) est une suite caractéristique d'un T-filtre. La premi&re

partie du théoréme est donc établie.

Montrons maintenant que si |K| et k sont dénombrables, alors il existe des
infraconnexes fermés bornés admettant un filtre circulaire distingué irrégulier.
Pour cela, nous allons construire un infraconnexe D inclus dans la couronne
1/2 < |x| < 1 , tel que, pour tout cercle c(o, r) , ou 1/2<r<1 et re IKI,
et, pour toute classe I' de C(0 , r) , ' nD . Soit un infraconnexe dont 1l'en-
gsemble des trous internes est une suite & distances croissantes qui définit un T-
filtre croissant &(I') , de diamdtre r , satisfaisant certaines conditions que

nous préciserons ensuite.

I1 est clair que la famille des ensembles e(s(r)) , ou I parcourt l'ensemble
A des classes de tous les cercles c(o , r) sy T E )% ’ 1[ n IKI s, €8st une parti-
tion de D ; alors nous montrerons que 1l'on peut imposer aux T=filtres &(r)
(r e A) des conditions telles. que tout T-filtre de D appartienne &4 l'ensemble
T des T-filtres G(F) s T € A, ce qui prouve que le filtre circulaire de D de
centre 0 , de diamdtre 1 , est distingué et irrégulier d'aprés la remarque qui

précdde.

Pour tout r € )% , 1( n |K| , écrivons log r sous sa forme irréductible -% € Q,
et soit 4(r) = ab , Alors il est immédiat de voir que l'application définie sur

)% ’ 1(n ]KI par r -3 4(r) est injective. Pour chaque cercle c(o , r) et pour

tout entier q > 1 , soit

r = su r s
Y( ’ q) i=1,.?.,k ‘YD( i ’ q.l) ’

q1+ .o -+qk=q

les I, sont des classes quelconques du cercle c(o, r) .

i

Nous construirons ultérieurement l'ensemble D tel que 1l'on ait, pour tout r

(2(r)+1)

(1) log y(r , q) > 4(r)? va ,

et pour tout q eN ,

et nous allons montrer que si cette relation est vraie, pour tout r et pour tout

q » alors le probldme est résolu.

En effet, supposons que D admette un T-filtre & qui n'appartienne pas & la
famille T . Alors & n'est sécant & aucune classe I' d'aucun cercle C(0 , r)
puisque le seul T-filtre d'un ensemble de la forme T n D appartient & T par
construction. Par conséquent, & admet l'origine pour centre ; soit R son diamé-
tre. Nous supposerons, pour la démonstration, que & est croissant ; si § est
décroissant, on obtient naturellement par inversion une démonstration calquée sur

celle-ci puisque de toute fagcon & est centré & l'origine.
Exprimons le fait que & soit un T-filtre croissant.

I1 existe une suite dm € K telle que dm < dm+1 et 1lim dm =R, et une

suite d'entiers a satisfaisant
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. 1
llmmdm Z?;l(log R - log dj)qj - log Ym(qm) =+ @
ou 1l'on note ym(qm) = y(dm ’ qm) « A fortiori, on a donc

-1

llmm4+m =1 qj

- log y(q) =+ =

et, trivialement, il existe un rang u tel que, pour tout m > u , on ait

1
Zx;l a4y - log vm(qm) 20,

d'ou, gréce a (1),
(2) Vo < (5 o)/

dJ

ou l'on pose (o(a. )+1)
£(d,

(3) Ay = E(dm)(z =)

Pour tout m , soit h(m) = sup : alors, d'aprés (2), on a qms(mh(m)/xm)z.

Qs 3
J<m *j
On en déduit, par récurrence et & 1l'aide de majorations grossidres, en posant

A =h(u) , que la suite q  admet une suite majorante de la forme (mA)Zm/)\i . En
effet, il existe une suite finie n, , ... , n  telle que I, = n(m) , qni+1=h(ni),

1<iges=~-1, q, = h(ns) , et 1'on voit par récurrence que
2 s+l s+1 2 s+1
2 2 2 2.2 2

(m2 n ) )/(lm A )

< cee nS h(u ces Kn

q <
m 1 1 s
d'ou a fortiori .
z?wl i
< (o7 2 Azm‘l)/kz
qy < m?

-1
car s+ 1l<m~u<g<m-=13or 2§=1 < 2m'1/log 2 < 2t , d'ou finalement

2"
2,2
(4) q, € (ma)= /a7 .
D'autre part, comme la fonction définie sur Q n )1/2 ’ 1( par r - n(r) est
injective, la suite m -day(m) = n(dm) est injective et il existe donc une sous-

suite * = o, telle que Y(mt) b4 m, pour tout t . Alors d'aprés (2) et (3), la

relation (4) donne

., (y(m,))
A2 mSth))/[Y(n%)(Z VAR )]4

g < (

" ‘ (m, ) m, (m, ) oy (m )+1)
N +
- P )P N @A) BT D)@ BT

< 1/Y(mt) ’

ce qui prouve que 1imt~m qmt

absurde puisque > 1 pour tout m , par définitionm.
que g

=0 , donc qmt <1 pour t assez grand, ce qui est

Construisons maintenant 1l'ensemble D tel que, pour toute classe T"'e A, I'nD
admette un T-filtre croissant de diamétre r =(%%a§(rg et tel que 1'on ait pour
r)+l .
chaque cercle C(0 , r) , log y(r , @) 2 z(r)(2 )VE .
Soit A € gf s nous allons définir un ensemble A(N) qui servira ensuite de mo~
ddle pour construire chaque classe d'un cercle c(o , r) de l'ensemble D cher—

ché, Soit Oy seees Oy peee une suite de K telle que v(an) = A/Jﬁ , et soit
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A(\) 1'ensemble des x € K tels que v(x) >0 et v(x - an) < A(W/n/2) , quel que
soit ne XN .

I1 est immédiat de voir que A(A) admet un T-filtre croissant de diamdtre 1 .
En effet A()\) admet un filtre percé croissant & de diamdtre 1 , défini pour la
suite des trous Tn de centre LA de diamdtre Py = exp(-(h%ﬁ/Z)) , et si 1'on
note 6n =ada(o , Tn) , On a log 6n = —(Lﬂﬁb de sorte que

%:i(log 5, = g 6;) = AL(Z_) =) - VAl 2 Wh

et
-1 A -
(§§=1 log 6n - log 5j) + log fn 2-§;Jn o
Ce qui prouve que & est un T-filtre.

Nous allons maintenant minorer les expressions y(A(K) ’ q) s Q G‘E « Nous allons

établir la relation

(5) log y(A(l) y Q) 2-£%§ .

BEn effet, soient By 9 eee s a_ appartenant & des trous internes Tn yeees Tp
(non nécessairement tous distihcts) de A(A) « Alors, ou bien il existe un indiceq

i tel que n;, =49, et alors

1 _ MWq
1og||'----——-[x — ailA()‘) = = log Pni 2 "2&

d'ou a fortiori
w08/ Ty x = =)l 2252
<

ou bien ng < q 4 pour tout i , et alors, pour le dq s On & |r§=1(x-ai)|sdg ’
dtou

1 o
1Og|h.(_}t—:—a—;)-“A(}\) > Aq log dq = }\'\/q

ce qui prouve la relation (5) dans tous les cas.

Avant de construire l'ensemble D , remarquons encore que, si un infraconnexe D2

de K est image d'un infraconnexe D1 par une similitude S , on a, pour tout
q€EN, y(D2 R q) = y(D1 ’ q) « D'autre part, si D1 admet, par exemple, un T=
filtre de centre a , de diamdtre 1r , alors D2 admet un T-filtre de centre

s(a) , de diamdtre pr , o p est le rapport de la similitude S .

Pour tout r € )% ’ 1( , on peut indexer les classes du cercle c(0 , r) en une
suite Fn puisque k est dénombrable. Soit &, une suite de C(0 , r) telle que

a € s notons
n 1-‘n ’

' (r)
8(z) = 2()@ 0 H

n+1

et, pour tout ne N, soit 4, 1'image de A(2 B(r)) par une similitude de
’

t
neN, e )k, 1( Ar,n) . D'aprds

les propriétés des ensembles A(M) que l'on retrouve dans les A,  , il est clair
H

que, pour chaque classe [ de C(O ’ r) , T'nD possdde un T=filtre unique

croissant, de diamdtre r 3 il reste donc & montrer que D n'admet pas

n
rapport r qui applique O sur a , et soit D = (U
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dtautre T-filtre que ceux-ci et, pour cela, comme nous l'avons vu, que les expres—

sions y(r ’ q) satisfont la relation (1).

En effet, d'aprés la relation (5), on a

y

log (8, , s @) > 22 B(x) 32 = 2™ B(z) Vg .
1
Mais en reprenant les notations précédentes, on a

log y(r , q) = _sup  logvyp(ry , q) = _swp  logvp(A, .y ay) s
1

1=]yeceey 1=1lgecey

q1+o . o+q_k=q q1+ oo .+qk=q

ce qui nous donne, pour tout i =1, oo 5 k

— ni+1
'qu 2 B(r) < log y(r , q) »

d'tou
—(n.+1)
q = Zk qi \< (log V(r 2 q‘))2 21::=1 2 . °

i=1 B(r)
Mais comme n, #n, pour i# j (par définition), on a

J g ) e men)

i=1 =~ o n=1

d'ou la relation cherchée JE'B(r) < log y(r ’ q) et 1'ensemble D est construit,
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