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FACTORISATION DE SUITES RECURRENTES LINÉAIRES

Jean-Paul BÉZIVIN (*)

Groupe d’ étude d’ Analyse ultramétrique
G. 

80 i930/3l~ no 3 3, 9 p. 11 mai l ~ _~ 1

On démontre un résultat de factorisation pour les suites récurrentes linéaires,

et on applique ce résultat à des problèmes de nature arithmétique sur ces suites.

’.. Notations et introduction.

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, on note 1 ’ 

des applications de N dans K de la forme P(n) = 20 1 F. 1 K[X]

et 03B1i E K sont non nuls. On dira que les sont les fréquences de F , et les

P les coefficients de P . On se limitera dans toute la suite au cas où le corps
i 

’

K est une extension de type fini de Q .

Il est clair que iR(K) est un sous-anneau de l’ensemble des applications de -
dans K j on notera :R~(K) le sous-ensemble de formé des éléments réguliers

pour la multiplication, il résulte d’un théorème de MAHLER que §1°~(Iû) est l’en-

semble des P de ~(K) qui n’ont qu’un nombre fini de zéro dans 

Pour F dans on notera r O(P) le sous-groupe du groupe multiplicatif

de K engendré par les fréquences de P 9 et sera l’ensemble

Les éléments inversibles de v’{(K) ont une forme simple.

THÉORÈHE 1 (BENZAGHOU [ 1]) . - L’élément P de R(K) est inversible si et seu-

lement si, il existe un entier T non nul, et pour tout r entier inférieur ou

T - 1 , des éléments non nuls X et r de K tels que, V r et
(1 on ait P(kT + r) = x 

On dira que Isolément P de est irréductible, si une égalité P= 

avec Q et R dans úi.~~ (K) implique Q ou R inversible.

Le résultat de factorisation que nous avons en vue est le suivant.

PROPOSITION 1. - Dans le monoïde multiplicatif 1’(lI) , il y a décomposition
unique en produit ~.~ éléments irréductibles.

(") Texte regu le 13 mai 1 9 1.hl .

BÉZIVIN, Mathématiques, Tour 46, Université P. et Î&#x3E;’1. Curie, 4 place
Jussieu, 75230 PARIS CEDEX 05.
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La preuve de cette proposition utilise une idée due à [4J.

La partie 2 est consacrée à la démonstration de ce résultat; la partie 3 à des

applications à certaines conjectures de PISOT.

2. Factorisation.

LEMME 1. - Soit du groupe multiplicatif de K ; J

sous l’hypotnèse que K est une extension de type fini de Q , 

défini par r = ~z E 1~ N~ ~ zn E f01 ,~t._~~~~~P-~~,-~~~~~_r.~~-~.
Ce résultat est dû à LIARDET [2]. Notons que l’hypothèse faite sur ii n’est pas

très restrictive, puisque si l’on a un problème portant sur un nombre fini de

suites récurrentes, on peut toujours trouver un corps L de type fini sur Q tel

que ces suites récurrentes soient dans R(L) .

Il résulte de ce lemme que si P appartient à le groupe r(P) est de

type fini. D’autre part, le groupe des racines de l’unité de K est fini, nous le

noterons G , et M sera son ordre. Il est clair que si P est dans R"(K) ~ G

est le sous-groupe de torsion de r(P) .

On déduit facilement du 1 la propriété suivante.

20 - Un si, la conclusion
du théorème 1 est réalisée avec T = M .

Soit F un élément fixé de û1~ (I() , le groupe r(P) admet une décomposition du

type r(P) = G , où L est un groupe libre de type fini ; on fixe un tel

groupe la suite de l’exposé.

P1CPOSITI0152: 2. - Il existe P dans à’(?i) , associé à P , tel que :

(a) Les fréquences de P sont dans 1~° ( P) *

(b) Pour tout r entier inférieur ou ég_à- M - 1 ~ P(kM + r) possède la fré-

quence L , un polynôme unitaire en la variable
k .

(c) Il existe une base e  , ... , et de L , telle que toutes les fréquences
de P images dans L à coordonnées dans E. dans cette base.

Preuve. - On commence par choisir une base quelconque ... , g. de L , et

on définit l’ordre lexicographique r relatif à la base .. &#x26; , gt sur L .

Pour r e {a , 1 - P(klvl + r) est un élément non nul de dont les

fréquences sont parmi les puissances M-ième des fréquences de F , donc sont dans

L . Pour chaque indice r , on choisit parmi les fréquences de + r) la plus

petite de celles-ci pour l’ordre Y’, que l’on note et soit Â_ le coef.-

r r

ficient du terme de plus haut degré dans le polynôme coefficient de cette fréquence ’
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U de par + r) = À. il est clair que ’-T Ij

est élément inversible de On définit P par l’égalité P = et il

est évident que P vérifie les propriétés (a) et (b) de la 2 . .

Il reste à que la ( c) est vérifiée; on a besoin pour cel¿. du

lemme 3 suivant.

3. - Soit Ii = Z 81 ... Z et un groupe abélien libre de type

_ ,,, l’ordre lexicographique relatif à la base el’ ... , Soient ... 7 ut
de 11 , .et entier non nul, on suppose que i, Mui

pour l’ ordre . Alors il existe une base de ..où tous les 

u. ont des coordonnées dans N dans cette base.

Preuve. - On commence par cnnstruire une base de MH où tous les ont des

coordonnées dans N dans cette base.

Soit T un entier quelconque, on définit les éléments f1’ ... , ft 1,l T~

par les relations

La matrice de passage de la base à l’ ensemble {fi.’ ... , est à

coefficients dans Z ~ et de déterminant + 1 ~ donc, pour toute valeur entière de

T, f 1 ’ ... , f est une base de 1’1 H .

On écrit ensuite =~t1 qi,j Mei . D’après l’hypothèse faite,. le premier
o non nul un entier plus grand que 1 .

La coordonnée de Mu.. 1 sur est donnée par l’expression suivante 2

Il y a alors deux possibilités : ou le polynôme Cï k est nul, ou bien le 

fici.e.nt de son terme de plus haut degré est un entier positif. On peut donc,
puisque l’on a un nombre fini de polynômes à considBrer, trouver un entier T

assez grand, tel que tous les Ci,k (T) soient des entiers positifs ou nuls. La,

base f 1 ’ ... , ft correspondante est telle que tous les soient à 

données dans 1Bi dans cette base.

Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que des éléments de H

vérifiant les relations Me. = f. , pour tout i , forment une base de H qui
l l

possède la propriété indiquée dans le lemme 3 .

On termine alors la démonstration de la proposition 2 en appliquant le lemme 3

à H = L, et où les 03B2 sont les fréquences de P, et cp la pro-

jection de 0393(P) sur L.
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Remarque 1. - Au lieu de r ( P) , on peut prendre un sous-groupe de type fini du

groupe multiplicatif de K contenant 1’(P) .

Soient maintenant ’1 et it dans tels que P= QR . Il est facile de
~ ~ ~ - 

"~

voir que l’on peut écrire P= Q et R vérifient la première propriété
du (b) de la proposition 2 . Dans ces conditions, on a le résultat suivant.

LEMME 4

(a) Les fréquences de Q et R sont dans r ( p) .

(b) Les images des fréquences de Q et R L sont à coordonnées entiéres
positives ou nulles dans 81’ ... , et de la 

Preuve.

(a) Soit TC le sous-groupe du groupe multiplicatif de K engendré par les fré-

quences de P , Q et i? , et T = ( z J :a n  1 , zn e 

On a F (P)  T , et le groupe T/r(F) est un groupe libre de type fini. Pour

démontrer (a), il faut démontrer que ce groupe est réduit à l’élément neutre.

un raisonne par l’absurde ; soit 03C8 Inapplication canonique de T sur 

il existe par exemple une fréquence J3 de Q dont l’image dans Tir (P) est

non nulle; soit rI"." r m une base de 3 = T/r(p) , on peut supposer que 
coordonnée de ~r (;3 1) sur r 1 est un entier plus grand que 1. La fréquence 
intervient au moins dans un des éléments ’i’(kl;1 + r) , car sinon, en notant

=1 Qj(n) 03B2nj, on trouverait que la somme des Qj(n) 03B2nj, pour les indices j

tels que 8.  = Qi" , est nulle pour toute valeur de n , ce qui est absurde.

Soit donc 

j 

rú un indice tel que p. 
~ 

soit une fréquence de o(kM + r(J , et soit

g l’ordre lexicographique sur S relatif à la base 1"’1’ ... , r . Soit E

l’ensemble des indices j tels que j3B soit une fréquence de Q(là1. + r0) et que

( ,... r’-’~) soit maximal pour l’ordre (? De même~ en écrivant roJR () = Z R.(n) n
soit F’ l’ensemble des indices h tels que y, soit une fréquence de 

et ("’1vJ.) maximal pour l’ordre § . On remarque que .... est dans E, 03C8(03B2Mj)e n que siest strictement positif pour l’ordre 2, ; et si h est dans F, i est po-

si tif ou nul pour l’ordre parce que R(k11 + possède la fréquence 1 .

On note alors A(k) la somme des .-.J Q. (kM + rO) }3- 
+ kl1 

pour j dans E, et

B(k) la somme des Rh(kM + r0) pour h dans F. Le produit A(k) B(k)
n’est pas nul; en effet, si c’était le l’une des deux expressions, par

exemple A(h:) , aurait une infinité de zéros, et d’après un théorème de NAHLER, il

existerait deux indices distincts i et j de E tels que le quotient de Si"
et de ’,3. soit une racine de -l’unité différente de 1: mais ceci est impossible

J 
"J.

car M est l’ordre du groupe des racines de l’unité de K.

On en déduit alors qu’une fréquence quelconque de A(k) B(k) est une fréquence



33-05

de Q(kYi + rj + rj , donc de P(ki-’I + rO) , et ceci est contradictoire,

puisqu’une fréquence de A(k) B(k) 3. une image non nulle dans S, et toutes les

fréquences de P(l{},l + r 0) sont dans r (p) .

(b) D’après (a), on sait que toutes les fréquences de q et Ii sont dans r(’;::).

On raisonne alors par l’absurde, en supposant que l’une des fréquences de q, 

8. une image dans L ayant ~.m8 coordonnée négative sur ceci équivaut

2.c dire qu’il existe un indice r 0 et une fréquence de ’Q( k1:: + r () ayant une co-r-

donnee strictement négati ve sur On définit alors l’ordre lexicographique sur

la base el’ ... , et de L , et on prend la fréquence de + rC) minimale

pour cet ordre. On procède de même pour R(kH + rO) . On voit facilement que le

produit de ces deux fréquences est une fréquence de P(lÙ’l + rC) , aya.nt une coor-

donnée strictement négative sur e , ce qui est la contradiction cherchée.

On peut maintenant demontrer la proposition 1. En notant 03B8i la, puissance

M-ième de ei’ il résulte du lemme 4 et de la proposition 2 que l’on peut écrire,

pour tout r ,

et

où U , V r et W sont des éléments de K[X, ... , X] . Il est clair que
r r

les 8 i sont des éléments multiplicativement indépendants de K, donc les éga-

lités + r) = + r) R(ld4 + r) sont équivalentes aux égalités = ’,T r 
entre polynômes.

Cn peut remarquer que, dans tout ce qui a précédé, les suites inversibles que

nous avons utilisées étaient définies explicitement, donc nous n’avons pas utilisé

véritablement le théorème 1 ; en appliquant le résultat que nous vanons de démon-

trer à P(n) = 1 pour tout n, on retrouve donc le théorème 1 e

D’autre part, si P est supposé irréductible, et si P est tel qu’il existe au

deux indices Tl et r2 ~ tels que et soient différents du poly-

nôme constant égal à 1 , on trouve immédiatement une contradiction 9 il existe donc

un unique indice ro tel que U soit différent de 1 , et le polynôme U
doit être irréductible. 

~ ’

Réciproquement, on voit qu’un élément de 1;’~(Ii) possédant ces propriétés e:t

irréductible.

Enfin, on trouve que tout élément de u~(K) s’écrit comme produit d’éléments

irréductibles, et de cette décomposition provient du fait que

K[X, X ..... Xt] est factoriel.
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. - Soient P ~ dans t’~ ~ ~) 9 et x~ dams ~~’~ ~ i;) ~ où L est
-7 ~ ’ 7.~~c~M 

..r? .Y al

. Si on a P = Q R, alors R appartient R*(K). De plus,

si l’ on suppose qu’il existe e1 , ... , et, éléments multiplieativement indèpen-

dants du corps K (1), )’ et des polynomes Ur et Vr de K[X, X1, ... , Xt]

tels que Ur (X, 0, ... , 0) et Vr (X , 0 , ... , 0) soient non nuls et uni- 
taires, vérifiant
.w a .~m s n.ss ,. 

fi ’~ 
" 

~ .1 r t ,i ,

+ r ) - p ~ ~‘’u~ ~ s .. ~ et .~.1’’ ~ t ’~ ?.’ - V ~ ~.~ .~ ’ e ~ i~’:.t~. s a v e , ~ ~ ~ ~ , i t r .4 
~ -~, ,

alors il existe des polynômes Wr possedant les proprietés tels que

Preuve. - Cn pose

On définit sur l’ensemble .. Une relation d’équivalence par

Yi ~ Yj  Yi/Yj ~ K . Soient E, ..... E les différentes classes 

lence, et pour tout i y e. ’un représentant de la classe E . La somme

Rj(n) Ynj p o ur y. dans E. peut s’écrire avec S d an s .t(K) . On a

donc l’égalité

Il est impossibl.e que Sien) Q(n) = 0 , puisque S, i n’est pa..s nulle, et Q est

régulière ; toute fréquence de a9 . 11 Q(n) est donc une fréquence de , done
l l 

...

dans K 0 Il en résulte qu’il ne peut y avoir g.u’ une seule classe d ’ équivalence,

formée d’ eléments de K, done toutes les fréquences (le .bl sont dans 11 , On ’Toi t

ensuite facilement que les Polynômes R 0 ont des coefricients qui sont des

tions rationelles &#x26; coefficients dans K en les fréquences de .il, done sont aussi

dans K e

Un raisonnement analogue £:. celui fait dan.s le lemme 4 termine alors la démons-

tration.

3. Applications.
Fous allons appliquer ce qui précède à deux conjectures de PISOT.

K un corps de nombre, S un ensemble fini de places de K conte-

nant toutes les places infinies, et P(r.l) , «Q(n) deux éléments de R*(K). On
qu’ il existe une suite c(n) de 1B telle que P(n)=q(.ü) c(,n)

(~) tels que si r= (e, ~ ... ~ e.) x G~ et si z= K et tel que ;i n~ i ~

3 ~ 1. , on ait z~ r *
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pour t.’.U_t Il. Alors il existe un élément de ;’:l( C), R tel qu.e P(ii) = Q(11) H.( Q)

pour tout n .

(p 2) Soit ii ~y&#x3E; co rp s _ à = P Bn _(_8 (q.int _# , ;1’ (R) , eg 3 .’~.r:..,eEt:i~~£
g.Jp.." llt 1 0 S ’ i.l c(.n) iie 1~1 

que P(rl) = pour tout ii , alors il existe un Q }B.( C) tel que
P = 

’

La conjecture (Pl) a été démontrée par POURCHET [3J. La méthode utilisé’3 ici

ne permet pas de redémontrer cet te conj ecture, 011 aura simplement un rés.ult.:lt 1)’=’1.1"""--

tiel ; cependant nous pourrons affaiblir les hypothèses de (Pl). De même, on 
un résultat partiel pour la conjecture (P) .

~

Ôn trouve dans [ 1] de plus amples informations sur ces de’ux 0n V8. 

liser dans les deux cas la, proposition sui-vante.

PROPOSITION 4. - Soit K ,un P et Q de

... , P étant supposé irréductible et Q . 

pose de plus que P est de degré non nul en 1*- X .

Si p est un nombre premier, on se donne un prolongement de la va.leu,r 
IÉ . Sc,ien-t 61’ ..:-, et E K* multiplicativement indépendants.

Il existe alors une infinité de_ nombres premiers p il existe T
r entier, 0  r $ T - 1 , tel-s que iK ,

se prolongent en des fonctions snalytiques de Z dans ii ( Ji e st le 

de K pour p-adique ) , que nous noterons f et g , et ’m élé-

ment Xc de Zp tel que f(x0) = 0 et |f’(x0)|p = |g(x0)|p = 1 .
Preuve. - On note R le résultant des deux polynômes P et Q considérés 

pclynSmes en la variable X , R est non nul, vu les hypothèses faites sur P et

Q . On note A le produit des coefficients non nuls de P considéré comme poly-

nôme en X , et li son résultant. Il existe U et V dans K[X , Xl ’ ... , Xt]
tels que UP + VQ = R ; enfin on note B le produit RAH . Le polynôme B est

non nul ; il existe donc un entier m tel que l’on ait B(03B8m1 , » .. , 03B8mt) ~ 0 *
Soit alors S un ensemble fini de nombres premiers tel que

(a.) S contient les nombres premiers qui se ramifient dans K ,

(b) si p n’appartient pas à S, tous les coefficients de tous les polynômes

1.. , Q, it, 1J et V sont des entiers p-adiques,

(c) si p n’appartient pas à S , tous les ei et B(03B8m1 , ... , 03B8mt) sont des
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..mit es p-adiques.

On considère alors le polynôme on la variable k , M(k) = F(k , 03B8m1 , ... , 03B8mt).
D’après les hypothèses faites, W est un polynôme non constant de K[X] .

D’âpres un de il existe une infinité do nombres premiers

p tels qu’il existe k dans N vérifiant jw(k))  1 ’

Soit E l’ensemble de ces nombres premiers n’appartenant pas à S y et p ap-

partenant à E . Il existe un entier h toi que |03B8ph-1j - 1|p  1/p , ~ i ’

Soit k un entier tel que )’-f(k))  1 , et q un entier tel que l’on ait

q == [p] E= m [ph - 1] . alors |P(q , 03B8q1, ... , 03B8qt)|p  1/P et|B(03B8q1 , .- , 03B8qt)|p = 1 - On pose T = ph - 1 , et soit r0 e {0 , ... , T - 1’

tel que q ~ r0 [T] ’ On note f la faction -analytique sur Z prolongeant
kT+r 

P(kT 4. r03B8 , 03B81 , ... , 64- "’) . h la fonction analytique prolongeant

B(03B8kT+r01 , ... , 03B8kT+r0t) , et g celle prolongeant Q(kT + r0 , 03B8kT+r01 , ..., 03B8kT+r0t)
On pose q = ~ + r~ ~ et on a

On en déduit alors qu’ ii e&#x3E;£1=te Xo dans zp , tei que £(?io&#x3E; - ° e x0 ~ y .-

d’Cù, = = 1 . Enfin en utilisant l’égalité UF + V Q = R , on

"~~ ~~~~’~~’~~ 1 g’ ..’ ( ~ "":{ (: Î 1 p - - 1 . 

P

Application à la conj ecture ( Pl) . - On peut se ramener au cas où, pour tout t ,

U et Vt étant des polynômes de K[X , ... , On regarde alors sur

chacune des progressions arithmétiques kM + t , et il est clair que l’on peut sup-

poser que iJ et sont premiers entre eux j soit A un facteur irréductible

de V t de degré non nul en X ; la proposition 4 nous permet alors de trouver une

contradiction~ en considérant A = P , U~ = Q , et des entiers de la forme

k = uT + r avec u tendant vers Xo dans Zp’ pour p convenablement choisi.

Par conséquente on a démontré Pl dans le cas où, dans tous las facteurs irréduc-

tibles de Q , la variable X intervient. On peut remplacer l’ hypothèse c(n)

S-entiers par s pour tout p n’appartenant pas à S , la suite c(n) est

p-adiquement bornée.

Application à la conjecture (P~) . - On écrit

On fixe r y et on écrit la décomposition ds P en facteurs irréductibles dans

K~X , X~ ~ ... , X~] sous la forme -P~=~~ ~ "’ ? ~’
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Supposons que le facteur irréductible Al Soit d* degré r"n nul en X. On 2p-

la. 4 , en prenant P x et pour Q lÉ pr0¿:uit des

lie. On pi°"’9nÜ p tel que "’A f3t 03B1 soient des unités p-adi(lu):)S; on
" 

l r r

appelle 1 Ít::.nctirn analytique prolongeant 12. fonction Al ( iT + te) , et Cs

-: )e p "1,’ "It 1’Ft’ 2 + t) ,,0/ fil ( - T _L)vv-L...L.Q ’ 2 ~ ’ " + 0 ’ ° ° ° 5 " + .

Au point la. fonction 1 a zé;ro, 1’ (xO) et sont des unités

p-adiques ; par conséquent, pouar x entier assez proche d_8 011 aura

OE 
l Vp (x - xO) qui sera. un multiple entier de s. Il et’ facilement (t’J.B

::.: 
1 

&#x3E;st un multiple de s .

Et1 faisant l’ hypothèse que dans tous les facteurs irréductibles d-e J?, 

X intervient, il en résulte que la conj ecture est démontrée d8I1S cc cas,

puisque une unité d0 R(K) est une puissance s-ième d’un élément :R.( C) .

Enfin, il est clair qu’une proposition analogue à la propositi.on 4 sans h:y-r/,thès.;

restrictive sur le polynôme P, conduirait à. une démonstration de la CfBflj 

(PI")) .
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