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DECOMPOSITION DES MATRICES EN FACTEURS SINGULIERS

APPLICATIONS AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Gilles CHRISTOL
[Université Pierre et Marie Curie]

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. G. CHRISTOL, P. 
7e année, 1979/~ no 5, 17 p. 7 j anvier et 4 février 1980

La décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples se généralise
d’une manière classique par exemple) et donne la décomposition de Mittag-
Leffler des éléments analytiques en somme de termes singuliers. Dans [3], 
a montré comment la décomposition (triviale) des fractions rationnelles en produit
de facteurs "simples" pouvait se généraliser et donner une décomposition des élé-
ments analytiques en produit de facteurs singuliers. Nous généralisons le résul-
tat de MOTZKIN au cas des matrices.

Si la décomposition additive des éléments analytiques donne sans difficulté une

décomposition additive des matrices à coefficients éléments analytiques, il n’en

est plus de même pour la décomposition multiplicative. La première étape consiste
à généraliser la décomposition des fractions rationnelles en produit de facteurs

"simples" aux matrices à coefficients fractions rationnelles (lemme 2.1). Nous
utilisons pour cela une idée de ROBBA que nous avons déjà employée dans [2]. A
l’aide de cette technique, on peut obtenir plusieurs types de décompositions. L’un

d’entre eux (proposition 2) se généralise aux matrices à coefficients éléments ana-

lytiques et donne une décomposition de celles-ci en facteurs singuliers (théorème 3) .
Nous nous limitons au cas où les éléments analytiques sont définis sur des 
bles standards (réunion de classes résiduelles), nous ne savons pas si nos résul-
tats se généralisent à d’autres ensembles analytiques.

, 

Une deuxième partie de ce travail (§ 4) donne quelques applications aux équations
différentielles. En particulier, nous montrons (théorème 4. 2) que, si une équation
différentielle linéaire (à coefficients fractions rationnelles par exemple) a, au

plus, un point singulier régulier dans chaque classe résiduelle, alors elle est

équivalente à un système X’ = BX , où la matrice B n’a comme singularités que
des pelés sirnples en ces points singuliers plus un autre pôle simple où résidu

est une matrice diagonale à coefficients dans Z (entiers relatifs) .

1. Notations.

Soit k un corps .algébriquement clos, complet pour une norme ultramétriquc, 

0 Texte reçu le 18 décembre 1930.
Gilles UER 47, Université Pierre et Marie Curie, 4 place Jussieu, 7523G

CEDEX 05.
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dirons que le corps k est discret si sa norme est triviale (autrement dit s’il

est muni de la topologie discrète ; comme k est algébriquement clos, sa valua-

n’ sûrement pas discrète s’il n’est pas discret, et il n’y a pas de con-

fusion à craindre). Nous noterons k le corps des restes de k .

Pour tout élément a de l’ anneau de valuation de k ~ nous posons

le disque à l’infini étant, quant à lui, défini par

Le disque D ne dépend que de l’image a de a dans k ; aussi, lorsque
a

0153 E k nous noterons le disque formé des éléments de k dont l’image

dans k u co est o/ . Un sous-ensemble A de k ~ ~ est dit standard s’il est

constitué d’une réunion de -disques D 
a 

(a e k u (a5) ) . Autrement dit, si A est

un ensemble standard, et si A désigne son image dans k u ~ , nous avons

Le corps des fractions rationnelles à coefficients dans k sera noté Si

ti est un sous-ensemble de k l’anneau des fractions rationnelles de E~
qui n’ont pas de pôle dans il sera noté (une fraction rationnelle p/Q
n’a pas de pôle à l’infini si deg P  deg Q ). Par exemple E0(k) est l’ensem-

ble des fractions rationnelles sens dans k c’est-à-dire l’ensemble k[x]
des polynômes à coefficients dans k .

L’ est muni de la norme de Gauss qui est définie par

Cette norme se prolonge, de manière unique, au corps des fractions E~ de 

Le complété du corps pour la norme ainsi définie, sera noté E . Si A est

un ensemble standard, nous noterons E(A) la fermeture de dans E (si 1.

n’est pas standard, et si B est le plus petit ensemble standard qui contient A,
la fermeture de dans E est l’anneau EO(B) ). On a

donc, si A et B sont deux ensembles standards, on a B) = E(B) ,
et s’ identifie à l’anneau des éléments analytiques sur A .

Pour tout anneau ~ ~ nous noterons M (0) l’ anneau des matrices p x y à 

ficients dans 6 , et Gl (O) le sous-groupe des matrices inversibles 

dire des matrices dont le déterminant est inversible dans O ). Si H est une 

trice de (O) , le coefficient de H , qui se trouve sur la ligne et la

j-ieme colonne, sera noté H.  . 
""

2014ij

La E-algèbre M (E) est normée par
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qui vérifie bien la condition )jj~) )JK~ . Si 0 est un sous-anneau de E ,

nous utiliserons l’ensemble suivant

G (0)= (0); tIH..1I = 1 et I1H..1,B  1 si 1  cx&#x3E;) .
LL -- ~ 

;j,.. -LJ

autrement dit, une matrice H de Gl (0) appartient à G (0) si, et seule-

ment si, son image H dans Gl (1(x) ) existe, n’a que des zéros au-dessus de la

et est inversible. Ceci permet de constater que G (o) est un groupe,

et que toute matrice H de G «()) vérifie ’,! HP, = }}H" 1 il = 1 1

2. Facteurs singuliers dans Gl (E0) .
Etant donné deux ensembles A et A’ complémentaires dans k u notre pro-

blème est de décomposer toute matrice H de Gl en un produit d’une matrice

H, de et d’une matrice K, de Gl (E0(A)). Cette décomposition

n’existe pas en générale même pour 1-1 == 1 : dans ce cas, on a, à un facteur cons-

tant près,

ce qui définit entièrement H. et K . Si &#x3E; 0 (resp. ’ 0) et si 00 E A’ ,

H, (resp. H-1A) a un pôle à l’infini que l’on ne peut pas supprimer (sans en ajou-
ter un autre dans A’ ).

Nous commençons par généraliser la décomposition que nous avons donnée dans le

cas  = 1 (lemme 2.1)* Malheureusement, cette décomposition n’est pas unique

(voir la remarque qui suit le lemme 2.1). Aussi sommes-nous obligés de regarder ce

qui se passe à l’infini : tout d’abord dans le corps des restes (lemme 2.2), puis
en corrigeant " 1 ’ erreur" ainsi introduite (lemme 2. 3) .

LEMME 2.1. - Soit .b. un sous-ensemble de k , et soit A’ son complémentaire
dans k. Etant donné une matrice jl de Gl (EO) , il existe une matrice R do

(E0(A’), telle que la matrice RH 

Considérons l’ensemble de matrices suivant

03B3 n’est pas vide s il existe un polynôme P ayant tous ses zéros dans A tel

pour tout i et j , PH.. n’ ait pas de p81e dans A . Nous pouvons choisir

P de telle sorte que 1 (comme D n’est pas contenu dans A , il suffit

de prendre P unitaire). Dans ces conditions la matrice PI appartient 

Pour chaque S appartenant à 03B3 nous notons le nombre de zéros du 

minant do la matrice SH qui sont contenus dans A . Pour que SH appartienne à

Gl (E0(A)) , il faut et il suffit que son déterininant soit inversible dons 

autrement il faut et il suffit que n(S) = 0 . Nous considérons donc une ma-

trice R qui rend n(R) minimale et nous allons montrer que n(1?) x O ,
ce qui démontrera le lemme.
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Supposons n(R) &#x3E; 0 ~ Il existe ae A tel que det (RH) (z1) = 0 . Par suite~
il existe des X. E k tels que l’on ait :

(2.1) Pour tout j, I. X. (RH)ji(a)= 0 , t = 1 .

Soit 
, 

l’indice le plus élevé pour lequel on a l "ï 1 = 1 a Nous définissons

une matrice A de G (E0(A’)) en posant 

Il -vient

D’après la relation (2.1), le pôle en a de (ARH).. n’est qu’apparent. Donc

ARH appartient à M (E0(A)) . La matrice AR appartient à G (E0(A’)) , donc à

y . Par ailleurs, comme det (A) = X. /(x - a) , on a n(AR) = n(R) - 1 , ce qui

contredit la minimalité de n(R) . 

Remarque. - II n’y a pas unicité de la matrice R qui satisfait aux conditions

du lemme 2.1. En effet, une matrice R’ satisfait aussi ces conditions si, et seu-

lement si,

Nous allons donc examiner de plus près le comportement de la matrice R près
de l’ infini. Nous commençons par travailler sur le corps k. Pour cela nous po-
sons, pour toute fraction rationnelle P/Q de k(x) ,

2. 2. - Soit R une matrice de G (E0) . Il existe une matrice S de

G telle que, pour tout avec 1 fl j , on ait

où S et R désignent les images de S et R dans Gl (k(x» .
..... .~.. ~~rr -- -- ~r.v.~1’ .a.~. -- - - .~.....a.a..

Nous démontrons le lemme par récurrence sur p . Pour i-1 = 1 , il est évident si

pose .ê. = 1 . Supposons donc le démontré pour 1-1 - 1 , et démontrons-le

po ur 1-1.

Nous pouvons écrire
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D’ ,prés l’hypothèse de récurrence, il existe une matrice Q de C= w. 
telle que. pour tout i ~ j , on ait

Nous définissons de nouveaux éléments R! de Eo en posant

La division euclidienne dans k[x] permet de construire des polynômes Si dans

tels que

Nous relevons les polynômes S, en des polynônes S, de k[x) (tels que
i l

1 ), et nous posons

Il est clair que S appartient à G (k[x]) (en effet, det S = det Q est in-

vcrsible dans k[x] ). Par ailleurs,

L’inégalité v~[(SR)ij] &#x3E; ..] est alors véri fi ée :

car R1j = 0 ,
pour j = 1 diaprés (2.4),

pour i et j ~1 diaprés (2.3)~ car 3.R.==0 .
Le lemme suivant est trivial si k est discret (c’ est-à-dire si k = 1 ) . Nous

rappelons que

LEMME 1.4. - Soit 5 une matrice de }f telle que B13;1  1 . Il existe 
r.l~.,...B," IJ...1 ! 1 f ,a..~,r.a...vl~1»r!»

, de G (E(D+) telle que + S) (00) = I . Si on suppose en outre que
- - B.1 --........ --- - -

la matrice (I + S) appartient à Gl [oo}» , alors An peut choisir i:l£:!’""’"

trice M dans G (k[xJ) .
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Pour toute fraction rationnelle f , la décomposition en éléments simples permet
d’ crire f = f + f ave c et f E E ( D+ ) . On 

fie classiquem.ent que = sup ce qui permet de tout

élément de E , sous la forme f = f + f avec fa E fa (ro) = 0 et

e E(D+) (décomposition de En déccomposant chacun des coef-

ficients, nous obtenons, peur toute Llatrice S de M (E0) une décomposition

S = [S]0 + [S]~ , qui vérifie

et

Nous définissons, par récurrence, la suite

Nous obtenons alors une matrice M de M ~~~D+~ ~ en 
- u,

))lE - 1B1  1 , on obtient M-l E M (E(D+» et M = 1 e Gl (k[xJ) , ce

qui montre immédiatement que M ~ G (E(D )) . 
-- -- 

. 

- 

-~

Par ailleurs, nous avons

Le même raisonnement que ci-dessus (avec  montre que

1.i(î + S) e G (E( D ) ) . D’autre part, on a clairement + = 1 .

Supposons maintenant que (I + S) appartienne à Gl (E~(D - (co)) ~ et montrons

que M e G (k~x~) . Pour cela, il suffit de vérifier que les coefficients de
et da appartiennent à 

Pour cela, nous remarquons que~ si f est une fraction rationnelle de 

elle n’a comme singularité dans D qu’un pôle à l’ infini. Par suite, si g e E(D~),
le produit fg au pis~ comme singularité dans D qu’un pôle à l’infini. 

trement (fg) est un polynôme de k[x] . Or9 la relation

montre que les coefficients M.. de la matrice M s’obtiennent comme soigne de
2014ij "-

produits d’un élément de E(D ) et d’un élément de Comme par

ailleurs on a M.. e E(D~) ~ c~ M.. == (M..)~ ~ il résulte de notre re-

marque que les coefficients M, . appartiennent à k[x] . De la même manière, la- 

20143-J
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relation M-1 = (1. + S) [1&#x3E;1(1 + S) ri montre que les coefficients de M-1 sont des

polynômes.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l ’existence d’une décomposition de

matrice de Gl en un produit dé facteurs singuliers.
y,

2.4. - Soit A un ensemble standard contenu dans k , et soit b.’

le complémentaire àe k k . £ toute matrice J-1 àe Gl" t-1 sont associées
une 1:ii;.-l ’à.ce 1-:1 de G (E0(A’)) , une matrice Kr. de Gl (EO(.k)) et une matrice

i£:v,gvnale 11 de ?4 (Z , telles que

Remarques.

lo L’ ensemble standard A , ne contenant pas ~ , ne contient aucun point du dis-

que D . L’ensemble A’ n’est donc pas standard contrairement à l’ensemble

A’ i u , M .

20 Si les coefficients de la diagonale de N sont nj , la matrice diagonale
]BT ~j~ 

~---- ~

a pour coefficients x . Une conséquence de la condition 20 est que, pour
tout A , la matrice (x - appartient a G (E0(A’ u (co)) .

30 Si la matrice H appartient à Gl (E (B)) , où B est un sous-ensemble de
2014 

’ 

~ 0

k , on constate facilement qu’il en est de même des matrices H, et K~ .~ -’- -~i 

40 Les matrices IL , K. et N . définies dans la proposition 2. sont uniques :
2014~ ’ ~-h. "~

ceci sera une conséquence immédiate du lemme 3.1 ci-dessous. Elles dépendent effec-

tivement de l’ ensemble A , nous n’avons pas mis d’ indice à la matrice N pour

ne p.s alourdir les notations:

Le lemme 2.1, la remarque qui le suit et le lemme 2.2 permettent de voir qu’il
existe une matrice R de G (E0(A’)) telle que RH appartienne à Gl (E0(A))
et telle que, pour tout i ~ j , on ait v~(Rij) &#x3E; v~(Rjj).

Posons n. == - v~(Rii) , et soit N la matrice diagonale de M (Z) telle que

N.. == n.. Soit a un point de A . Comme la matrice R(x - a) 2014 appartient à
~ 

-2014.-~- 2014t~
G (E0(A’)) , les coefficients de la matrice R(x - a)-N ont tous leurs pôles dans

u M ( A est l’image de A dans k ). Par ailleurs,

La décomposition en éléments simples s* écrit donc
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"ù - -- 7B est une matrice dia.gr!n.ale de Gl 
p 
(k) , les Îli 

.G1,0153 sont des matrices de
M j l’!) , ot les Cf sont des éléments (en nombre fini) de À .

Nous relevt-.’::1s À en une matrice dia-gonale A de G (k) , les ë. en des 
’ 

- - p 
tric0S C de M (k) , et les 03B1 en des éléments a de A, et nous pnsnns

--m,c ~ 
.

Il est clair que = (T(x - a)~)(co) = .!, et que t)R -  1 . Si

1 bl &#x3E; 1 , en a (b -  11 b - a)!B1 , ce qui donne

|b|  1 et ss det l(b) = 0 , cn trouve

det = det (RTE)) = X det î(b) = 0 .

DI après le lemme d’Hensel, il existe c tel que ë = b et tel que det = O.

E Gu. (EO(A’)), c ne peut appartenir à A’ ~ donc c appartient à A.

Cn:,:t18 A est un ensemble standard, on en déduit b E A . Autrement dit, det T
a’ annule pas sur donc T appartient à Gl (EO(A’)) . Si i  j , 1&#x26; 

IR..(  i entraîne  1 , donc T E G (EO(A’)) .
Po sons S = -1 RT-1 - I . On a SI‘ = R - T~  1 , et

D’après le lemme 2. 3, il existe une matrice M de G telle que

Nous posons alors JH. = FT AM" . La matrice H. appartient~ corme les matrices

R , A et M ~ à G (E (A’)) . Si nous posons K = MA" la matrice K. ~
les matrices M , et appartient à Gl (E (A)) . On a aussi évidement

H = KA . Comme R = A(J[ + .S) trouve 
°

Ce démontre la proposition 2.4.

2~ Facteurs singuliers Gl (E) .
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~. l1

Nous allons généraliser, dans ce paragraphe, la décomposition des matrices de

Gl LL (E~) . ~ trouvée au paragraphe 2, aux matrices du corplété Gl (E) de Gl (Er) . J
Nous suivons une méthode inspirée de celle qu’ utilise le  = 1

[3].
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LEMhE3l* 2014 Soit A et A’ deux ensembles standards complémentaires dans
k ù te:&#x3E;} , suppnsons que et soit l!A et .!!À deux matrices de

G (E(A’ - Dj) , K et !ii deux matrices de GB. (E(A)) , et ! et N’ 

matrices diagonales de 1-1 (Z) telles que:

(1) H= H K ,
( 1 ’ ) H’ = 

(2) .et appartiennent à G IJ. (E(D» ot vérifient

, et Y!!H’)’.. .
Les relations ( 1 ) et ( 1 ’ ) permettent d’obtenir

Comme H’A appartient à G (E) . on a

Ce qui donne, puisque HA appartient aussi à G (E) ,

en déduisons que ~KA ’rI -1A~ = B1- H-1A H’A = et que11--1’6 --no 1 I ~~.~: ~~lt

La matrice appartenant à Gl (E(A)) , les coefficients (resp. le déter-~ ~ H’

de KA K’A-1 sont des fractions rationnelles de sans pôle dans Z.
Srms dans 1 ). Par ailleurs, la matrice H-1A H’ appartenant à

G "’’ " D~)) , les coefficients de H-1A H’A sont fractions rationnelles de

k(x) s.ans pôle dans A’ - {~} , et le déterminent de la matrice triangulaire

H-1A H’A, qui vaut 03A0i (H’A-1 H’A)ii , ne s’annule pas dans A’- {~} . H résulte
alors de l’égalité (3.3) que, pour tout i , la fraction rationnelle (H" m)..
n’a ni ni zéro dans 1 u (I’ - {~}) = E (aucun des coefficients de la dia-
gonale n’ayant du pôle il ne peut y avoir de compensation des zéros dans le pro-
duit). Par suite, (H-1A H’A)ii est une constante non nulle.

Maintenant, la condition (2) du lemme donne .

Toutes les matrices consédérées étant triangulaires, il vient en notant n. et

n~ les coefficients de la diagonale de N et de N’ ,
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o. (HA’).. = 0 . est une constante non nulle, cette égalité

ne peut avoir lieu que si n! = n. pour tout i c’est-à-dire N = 11’ .

Puisque li = la condition (2) exprime que les coefficients de la matrice

l!À -.!) appartiennent à E(A’) et s’annulent à l’infini. La décomposition

(3.1’) K’A-1 = (KA K’A-1 - 1) (r 1:.11)

est la décomposition de Mittag-Leffler correspondant aux ensembles standards .2

et h’ . Il en résulte

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l’existence et l unicité des 

tours singuliers dans Gl (E) .

3. 2. - Soit 1  et A’ J deux ensembles standards complémentaires dans
le tels que D c A’ . il toute matrice Il de Gl (E) sont associées ce xja-

mere unique une matrice HA de G D ) ) 9 une matrice K" de Gl # (1(5l) )

et ,matrice diagonale N de £1 (Z) telles que :

2° HA appartient à G (E(D )) et vérifie (x" Rl) (00) = l .-- - - F 
Cf) À 

---

L’unicité de la décomposition est une conséquence immédiate du lemme 3. 1 appli-

qué avec H = il’ c’est-à-dire y = 0 .

Puisque I{ appartient à Gl (E) ,pour tout n , il existe une matrice 14 de
- p - 

~

lS telle que ]]H - Hn~  1/n~H-1~. comme H est inversible, pour n assez

011 a 1 det 1 = 1 det donc H E ~H-1n~ . Nous
appliquons la proposition 2.4 à chaque H , ce qui nous donne des S1.1i.tes de 

-n

trices

telles que ÉÉ = et (x H, ) (00) = l .
l""&#x3E;us appliquons alors le lemme 3.1 aux deux matrices 1-1 et H , avec 1  11  iJ.

’ "~ -Il --m

on a

constate alors que N == N ~ autrement dit, la matrice N ne dépend pas de
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n . Notons-la iw . On a aussi

c’est-à-dire que les suites K. et K-1 sont des suites de Gauchy de l’espace’ 
’ 

’ 

~-~i,n ~-~..n 
’

complet K (E(A)) ~ elles convergent donc vers des matrices inverses l’une de

l’autre K, et K" de ce espace. Autrement dit. K. appartient à 

Cn démontre d’une manière analogue que la suite H. converge vers une matrice

H, de D )) et que x- H.. qui est la limite de la suite x- H. n ,
appartient à Gl (E(D )) . L’espace G (E) étant clairement un espace et

appartenant à G (E) , on a bien G (E(A’ - D~)) . Enfin les égalités
1° et 2° se déduisent immédiatement des égalités correspondantes pour HA,n et

KA,n .

Remarques.
1° Si B est un ensemble standard et si la matrice H appartient à Gl , (E(B)) ,

on a K. == H" H ~ Gl (E([A’ - D 1 n B)) . ce qui montre que K, appartient à’ 

20142014tT. 20142014~. ~ U, ~ ’ ~~

Gl (E(A u B - D )) . on montre de même que H. appartient à G (E(A’ u B - D )) . ,,
~ 0153 " 

~ oo

2~ En passant aux matrices transposées~ on démontre qu’il existe des matrices

H’ de G (E(A’ -D)) . K’ de Gl (E(A)) et N’ de M (Z) telles que s
2014A p, co ~ ~~ ~ 

~ p, ~

lo H’ .
2° La matrice (H’ xN’) appartient à G (E(D~)) , et vérifie (H’A xN’)(~) = I.

Li ~ ~"~ "~

Nous terminons ce paragraphe en donnant quelques applications immédiates du 

rème 3*

Nous notons (d/!x)(H) la matrice obtenue en dérivant chacun des coefficients de

la matrice H par rapport à x .

COROLLAIRE 3.1. - Soit H une matrice de Gl (E) ~ et soit ~ un point de k .

Si (d/dx) (H) H* appartient à M (E(D )) . alors la matrice H appartient à
~ 2014 2014 20142014.2014-2014-201420142014 ~L 0’ 2014~"2014201420142014"~2014201420142014" " 201420142014201420142014201420142014

Gl (E(D )) . Si H"~ appartient à M (E(D )) . alors H appartient a
~ Q/ --. -~. ~.L20142014. N, 00 ~ ’ 20142014 --2014-~2014201420142014’20142014-*2014201420142014

Gl (E(D )) .
jjj ~

D’ a,près le théorème 3 et la remarque qui le suit, si on prend A = D03B1 , il existe

une matrice H de Gl (E(D+ - D )) . une matrice K de Gl (E(D ))  et une
-Q’ ~ c~ 

’ 

-c~ ~ ~ 
"

matrice N de M (Z) telles que H = K H et
~ ~ - -~ ~Q/

On vérifie que
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(d/dx)(H ) ôf~ = (d/dx(H) K - K E H (E(D » .
-£1! -OE -G -- - -OE -f:i -OE pà a

Comme la dérivation applique E(D) sur lui-même, on Et aussi

donc (d/dx) (11 ) M (E(D+» . 
’

2014~ y

Par ailleurs, la dérivation transforme une fonction de E(D ) en une fonction

de E(D) nulle à l’infini. (d/dx)(H xN) est une matrice de M (N(D )) nulle

à l’infini. Comme x-- et -- commutent ce sent des matrices on

trouve

(d/dx)(H ) 1-1~ = (d/dx)(H x~)~ - (H ~)~ .
-OE -OE -&#x26; -OE -~ ~~

Par suite Cd,!dx)(H) H-l appartient à Fi (E(D ) ) , et est nulle à l’infini.
-~ -OE 1-1 (X)

Les coefficients de Cd/dx)C!b) ~1 n’ont donc aucun pôle et sont nuls à l’in-

fini. Autrement dit (d/dx)(H ) H-103B1 = 0 . Ceci montre que H est une matrice cens-

tante et d’après la condition à l’infinie E = l , c’est-à-dire H= K ~ Gl (E(D ): 1-ù - ~-. -Q’ jù c

Le cas 03B1 = et) se déduit du cas 03B1 = 0 en changeant x en 1/x .

Soit (r , s) un intervalle (ouvert ou fermé en r et s ) de R+ u foo) et

soit s) la couronne (x ~ k u {ro}, jx) e (r , s)) . Nous notons °.I(r , s)
If anneau des fonctions strictement analytiques sur C( r, s) (c’est-à-dire déve-

loppables en série de Laurent dans cette couronne). Comme k est algébriquement

cl-os, on a unicité du développement en série de Laurent s en particulier si

on a

Si nous considérons un intervalle fermé s) , une fonction f de s)
est limite uniforme sur C(r ~ s) des polynômes de Laurent obtenus en. tronquant
sa sorte de Laurent (autrement dit, f est un élément analytique sur s) ).
En particulier, on a

Nous allons utiliser cette remarque pour décomposer les matrices de Gl (?l(r ~ s) )
en produit de "facteurs singuliers" (comparer au théorème II de ~4~) . 

i-h

3*3* - Soit s) une couronne non vide qui ne contient ni 0 n i

et soit X une matrice de Gl (w(r , s)) . Il existe une matrice Y de

Gl ~]) , une matrice Z de Gl s) ) et une matrice diagonale lI de
ivi (J2) telles que X = YZ . 

1-1" .... 

La couronne C(r , s) étant non vide, il existe un élément a de k tel que

~ ~,) 
I 

e (r ~ s) , c’est-à-dire tel que C 



5-13

On trouve alors

Nous appliquons le théorème 3 à la matrice !(x/ a) avec A = D+ . Nous obtenons

une matrice H de Gl (E) . une matrice K de GI (E(D+) et une matrice diago-

nale B_. N de M Z) telles que X a = HK et telles que la matrice x -H

appartienne à Gl (D) 0 Diaprés la remarque 1° qui suit le théorème Je 2, on peut

assurer que la matrice H appartient à Gl (E(D+ - DO») , donc que la matrice

x-N 1:1 appartient à Gl (E(k u co - DO)) = Gl (W[1 , (0)) 0
~ 

~ ~ ~

Pour avoir X = x2014 il suffit de poser

! = x-! B.(ax) = aN(x-N H) (ax) et Z = !(ax) .
:Nous avons alors immédiatement Ye GI (W[|a| , (0)) 

( et --) Z 
E Gl (W[0 , 1 al)) - N :. ..,. 

i

Maintenant, comme 0 , ~  (r, s) , on a x -- E Gl (W(r , s ) . Donc Y = x :.:.. XY 
...

~ 7/’~y 

p, 
-.. -..,-....

appartient à Gl 1 al)) . Comme (r, | a|] n ( 1 al , ~] 1= on en déduit que

y appartient à B1Gl (W(r, ())) .De même, de la relation Z = X, on déduit

que Z appartient à GI s)) , donc à Gl (W[0 , s)) .
-- 

~ 

Remarque. - En changeant d’ abord la matrice X en sa transposée, puis en chan-

geant x en 1/ x , on obtient les décompositions

eu les matrices Z. et N. vérifient les mêmes conditions que les matrices
1 2014i 2014i

Y~ Z et 

4.. aux équations différentielles à points singuliers réguliers.

ce nous nous intéressons à l’ équation différentielle

~ ~ 41 ) (d/dx)(X) ~ ~ s

associée à la matrice A de M (E) .

donné une autre équation différentielle D(Y) = BY , nous avons (au moins

formellement) X = HY si~ et seulement si~ la matrice H vérifie

Nous dirons donc que les équations différentielles (ou que les matrices A et

B de M (E) associées) sont équivalentes s’il existe une matrice Ii de Gl (E)
2014 ~ 

- 

u.

qui vérifie (4.2).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que l’on définit bien ainsi une re-

d’ équivalence.

Nous dirons que la matrice A de M (E) (ou que l’équation différentielle 1)
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associée) a un point non singulier en 03B1 E k (resp. à l’infini) s’il existe une

matrice A (resp. A ) équivalente à A et qui appartient à M (E(D )) (resp.
x-2 M (E(D~)) .
Nous dirons que la matrice A de K (E) (ou que différentielle asso-

ciéc) a un point singulier régulier en a e 1 (resp. à l’ s’ il existe un

point a de D et une matrice A03B1 (resp. A ) équivalente à A tels que

(x - ’-) A appartienne à (E(D )) (resp. x-l A appartient à M (E(D )) )."t ~JL 0:’ - p rK’&#x3E;

(Cette définition impose donc, pour 03B1 = co , la condition a = 03 .)

Nous allons donner deux applications de nos théorèmes de décomposition en fac-
teurs singuliers à l’étude des équations différentielles. On en trouvera une 

sic me dans [2]~ théorème 8.3 (le lemme 9.2 est une forme faible de notre théorème
3.2).

Nous commençons par-donner une conséquence immédiate du corollaire 3.2.

PROPOSITION 4.1. - Supposons k non discret et soit r  1 . S’ il existe une 

trice X de Gl (1.,1(r , 1( ) solution de l’ équation différentielle (4.1), alors la
matrice A a un point non singulier en 0 .

Comme k est un corps non discret et algébriquement clos, la couronne C(r , l(
est non vide. Nous pouvons appliquer le corollaire 3.3 à la .matrice X , On trouve

la matrice A est équivalente à la matrice (d/ dx) (z) Z-1 qui appartient à
}1 (ld(Ô , 1() et à 14 (E) (d/dx) ( Z) f~ = H-1 (d/1) (H) ) , donc à

Î"1 , (E ( e

~

Nous voyons notre deuxième application co.mme un résultat de globalisation pour
les équations différentielles.

lPl-%0.;.LÙ.lll 4. 2. - Soit k un corps non discret de caractéristique nulle, et soit
A une matrice de Fî (E) telle que :-- .... 

l-1 ---

10 ni"Bur presque tout cy E k , . k appartient à Fl (E(D ) ) ,.L;..- ..-,.. ,., - - 

}.1 QI

2° il existe un ense.mble fini S contenu dans 1 tel 

si k u {ex:&#x3E;} - S , A a un point non singulier en et,

si 03B1 ES, A a un point singulier régulier en 03B1 .

Nous notons a et A le point de D0153 et la matrice équivalente à !:., 
que (x..... a) A E M (E(D ) ) .
-- 

cr ----0’ p, OE

avec
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Alors la matrice A est équivalente à matrice B de forme

B ~ x - a.. j ,
où B est une matrice de 1.1 (k) semblable à la matrice [(x- a) A 1(a ) ~ et
2014 ~ ~ 2014

est une 

Nous commençons p8.r examiner le cas des disques D03B1 ~ D .

Soit P le polynôme (x - a ) . A toute matrice C équivalente à A nous

associons le sous-ensemble mininium D(C) de k tel que i

pour E E - 6J( C), PC appartient à M (E(D ) ,

pour tout Q’ G [1 - Q(G) ] n S , la matrice [(x - a ) est 

à la matrice [(x- a) A ](a ) .
La condition 1° du théorème exprime que est un ensemble 1:. condition

2~ signifie que, pour E k , il existe une matrice A équivalente à A
telle que PA (autrement dit 

p ~ 

Considérons une motrice C équivalente à la matrice A telle que (B(C) soit

et montrons que é) (C) =: ~ .

Nous supposons que 03B1 appartient à S(C) . La matrice C est équivalente à 

matrice A . Il existe donc une matrice H de Gl (E) telle que
~ - I~

Le théorème 3. 2, appliqué à la matrice H et à l’ensemble A = D , nous donne

la décomposition H = H 1 avec H E Gl (E(l~ -D)) et K F Gl (E(D)) .. 
2014 -0’ OE ~’

D’après l’égalité (403) nous trouvons

(4.4) ) C= H C + H-1 avec C = K A 
~’ 

+ (d/dx) (K ) K-1 , s" ~ 
2014 -Q -a -a° 

1 

-a -~ -&#x26; -fi "°’CY -t;¿

La première égalité montre que C est une matrice équivalente à C 9 donc à A ?

et que, pour tout 03B2 E k - c’ est-à-dire D C D+ -. D03B1 , nous aons

D’autre part, si évidemment :

Autrement dit, úJ .S) c D(C) .
La deuxième égalité de (4.4) montre que la matrice PC. appartient à t!: (E(D ))

et si 03B1 ES, 
.

autrement dit, 1(j§) . L’ensemble est strictement plus petit que l’ en-

semble ce qui contredit la minimalité de ce dernier. En
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particulier, PCe M (E(D+)) .

Nous regardons maintenant ce qui se passe à l’infini. Le point à l’infini 

pas singulier pour la matrice A~ , il existe une matrice li de x M (E(D~))
qui est équivalente à A . Comme k un discret de caractéristique

nulle, un classique de Cauchy assure que Inéquation (d/dx)(X) = A~ X a

une matrice X dans Gl ~)) un certain r fini.
"" ~

Les matrices C et A étant équivalentes~ il existe une matrice ~H de Gl (~~
~ " "’ " 

~-~ --co 
" ’" 

"~ ’ ’

telle que

D’après le théorème 3.2 (et la remarque 2~ qui le suit) app-l-iqué à l?. matrice

H et à l’ensemble A= D+ , il existe une matrice H de Gl (E) n Gl (W]1 , ~[)

et une matrice K de Gl (E(D+)) telles que H = K~ H~ . Dans ces conditions, 1..

motrice H X appartient à Gl (w(r , ~[) . D’après le 3.3 ( et 1:. re-

marque qui le suit), on a la décomposition

nu Y est une matrice de Gl (W(O ,  Gl une de

Gl 00)) , et N une matrice diagonale de M (Z) . Quitte à multiplier Y
par le, matrice inversible on peut supposer que Z(c*&#x3E;) = JE .

Nous posons alors

Les matrices I( et Y appartenant à Gl (E(D+)) et la matrice PC o.ppc.rte...
-- 

" 

j. ~ 
--

nant à 1.1 (E(D+)) , on a PB ~ M (E(D+)) .
BJ. -- ~

D’ autre part, on a

les matrices Y et H appartiennent à Gl (W]1 , ~[) , et comme 1p. ma-

triée A 
" 

appartient à H ~]) , on en déduit que Be H (WJ1 y ~[) .
Enfin nn a

La matrice Z appartenant à Gl , (W(r , ~]) , la matrice (d/dx)CZ) appartient

à x-2 M (W(r , l’ 0153)) . Plus donc que la matrice B appartient 
à M (W(r , ~]) ,

et s’annule à l’infini. Plus précisément, on a (xB)(oo) = N .

Les coefficients de B n’ont d-nc singula-rités dans k u {~} , q,u.e des

pôles simples aux points a . La décomposition annoncée est donnée par la 

position de Mittag-Leffler de ces coefficients. On a en particulier
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La matrice B est donc semblable à la matrice [(x - a03B1) C est elle-

semblable à la matrice [(x - a ) A ](a ) .La soucie représente le
~résidu à l’infini" elle est clairement donnée par et vaut donc

-~ e

Un cas particulier du théorème montre qu’une équation différentielle ayant au

plus peint singulier régulier est entièrement soluble dons E (et n’a en

fait aucun point singulier 1 ) .

COROLLAIRE 4.3. - Avec les hypothèses et en 

S contient un point au plus, il existe une matrice X de Gl (E) telle

que (d/ dx) (X) = AX .

Si S = (OE ) , la matrice B du théorème 4.2 est de la forme (x - a ) -1 .N . où
2014 ~ 2014 ~

est une matrice diagonale de M (Z) . Posons Y = (x - a )2014 . la matrice Y

à Gl (E) (et même à Gl (E.,) ) et vérifie (d/dx)(Y) = BY . Comme la- 

~ ~ u 2014 2014 

° "°’ ’"

est équivalente à la matrice Il, il existe une matrice H dü Gl (E)
telle que la matrice X = HY appartienne à Gl (E) et vérifie (d/dx) (X) = AX .
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