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DILOGARITHME p-ADIQUE, D’APRÈS R. COLEMAN [2]

Yvette AMICE

[Université Paris-7]

Groupe d’étude ultramétrique
(Y. G. CIIRISTOL, P. ROBBA) .

10e année, 1982/83, n° 17 , 1 6 p. 2 mai 1983

Avertissement. - Cet exposé ne vise pas à rendre compte de l’ensemble de l’article
de R. Coleman ~2~j. En effet, il ne traite rien de ce qui concerne l’interprétation
du dilogarithme comme régulateur, ni des motivations puisées dans la K-théorie. De

plus, la construction analytique d’un "cristal logarithmique" ([2J, ~ IV) n’est pas
reprise dans le cadre général où R. Coleman la présente, mais on donne une présen-
tation simplifiée, suffisante pour l’application aux k-logarithmes. Enfin le langa-
ge reste celui de l’analyse p-adique élémentaire et on évite de faire appel à la

géométrie analytique rigide.

1. Introduction.

Pour k  0 , le "k-logarithme" g est définie pour ze. G y )z) 1  1 , par

En particulier, o(z) = z/z - 1 = - log(l - z) . Il est clair que

~ admet un prolongement analytique naturel à t1(C ) - fi} , et il est bien connu
o ~ 

que le logarithme admet des prolongements localement analytiques sur ~, satis-
faisant Inéquation fonctionnelle naturelle (cf. rappels en 4.l) : chaque tel loga-
ri thme défini t un prolongement de l1 à f1 (fp) - [1 , o:.j . Ayant choisi un loga-

rithme, donc une fonction 1 , ce qui revient à choisir une constante (cf. 4.1),
on est tenté de vouloir construire la s~ite de fonctions ~ ~ k ~ 2 , par inté-

grations successives des équations différentielles 1{(z) = B:-1 (z)/z . Mais comme
aucune équation fonctionnelle analogue à celle du logarithme ne se présente naturel-
lement pour rigidifier la situation, chaque intégration laisse a priori le choix

d’une infinité (dénombrable) de constantes, ce qui n’est guère satisfaisant.

D’autre part, les fonctions lk ne sont pas bornées sur le disque Izi  1 , on

ne peut donc pas espérer les prolonger hors de ce disque par un moyen rigide, à la

Krasner ou Tate. Par contre, les fonctions l(p)k définies pour Izi  1 par

se prolongent de façon naturelle en des fonctions analytiques (strictement) sur le

disque D, = (z ~ Cp ; |z - 11 &#x3E; p-l/(P-l)j , y comme on le verra au § 2.

On a donc deux suites de fonctions lk , pour Izi  1 , et l(p)k , pour Z E D

( ) Yvette AMICE, Mathématique, aile 45-55, Université Pa.ris-7, 2 place Jussieu,
75251 PARIS CEDEX 05.
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liées par (2) et satisfaisant aux équations différentielles

et

(3 bis)

Comme l
o 

admet un prolongement analytique à D , y en supposant qu’on y ait déjà

prolongé lk-1 , la construction de lk revient alors à intégrer sur D la for-

me différentielle 03C9k = d z/z , y sachant qu’elle y satisfait

c’est-à-dire qu’elle est, modulo les formes exactes, vecteur propre d’un opérateur

de Cn montrera au § 3 (3.3 : lemme de Dwork) que de telles formes admet-

tent sur des domaines convenables (affinoïdes connexes ayant bonne réduction) une

primitive unique satisfaisant une condition naturelle relative au Frobenius.

Ceci permet de construire un prolongement canonique des fonctions lk dans le

{z E Cp ; | z - 1| - 1} , p qui satisfait (2) et (3).

obtenir un prolongement à tout le domaine où l
1 

est définie, on construit

au s 4 des anneaux de fonctions Alog(V) , sur des couronnes v , puis Alog(C)
sur de,s voisinages convenables de X , dont les principales propriétés sont : i

- le principe - d’unicité : toute fonction f de (v? , nulle sur un ouvert U

de V est nulle sur V ;

-- ’route forme différentielle à coefficients dans A (V~ admet, dans cet anneau9log
une primitive unique à une constante additive près.

Ceci permet, au  5 de construire sur C = P1(C) - {1 , } un anneau de fonc-

tions dans lequel les équations différentielles (3 ont une unique solution qui sa-
tisfasse aussi ( 2~ pour z ~ D~ .

le ’3 6 présente quelques relations fonctionnelles satisfaites par 2 et

3 .
Notations.

o , Mp , , sont l’anneau de valuation, l’idéal de valuation et le corps rési-
p P

duel du corps Ç , complété de la clôture algébrique de Q , oû la valeur absolue

....1 
’ 

~ 
.

est normalisée par p) = p . Pour a ~ Op , 03C0(a) ~ t est sa projection canoni-

que et â = ~ w..1 (’~( a ~ ~ - a + ’~ - Lx E C p p ~ ~ - a ( ~ 1 ~ est sa classe résiduelle.
D .._~

B(a , r") = (z e C ; js - aj  rj. On note Ac le complémentaire dans ]P (c)
d’une partie A .

Sur un ouvert D de P. (Cp) , on considère les espaces fonctionnels :
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H(D) ; espace des éléments analytiques sur D (i. e. des limites uniformes sur

D de fractions rationnelles sans pôle dans D ) ;

A(D) , y espace des fonctions analytiques sur D (f e A(D) s’il existe une suite

croissante D 
n 

de réunion D telle que H(D )) ;

L(D) , espace des fonctions localement analytiques sur D ,

Lr(D) , espace des fonctions fe L(D) dont la série de Taylor en chaque point

x e D converge vers f sur le plus grand disque contenant x et contenu dans D .

Une autre méthode a été indiquée dans [l~ ~2. Nous présentons ici celle propo-
sée par R. 

... -i /r-- . 1

sont prolongeables en des fonctions analytiques sox Do , nulles à 1’infini. Elles

y satisfont

(3 bis)

et’ pour

De plus,

On procède par récurrence sur k. Pour k = 0 , ~ (z) = ( z/(1 - z) ) - (zP/(1-;»
o

satisfait visiblement ( 2 ) , ( 4 ) et ( 5 ) . Pour k = 1 , (3 bis ) s’écrit

satisfait visiblement (4) et (5) . Remarquons que A(D) satisfait au principe
o

d’unicité, et qu’il y a donc pour chaque k au plus une fonction analytique sur

D qui vérifie ( 2 ) .
o

Soi t 2 , et supposons qu on ait Alors, d’après ( 2 ) ,
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,q,~:i(O) == 0 , donc est une fonction elle y admet

une unique primitive nulle en 0 , notée (p)k , et qui admet nécessairement en

zéro la série de Taylor (2) .

Pour m &#x3E; 1 , soit =  ’,&#x3E; -i l(p)k(03B6z)) - m1-k l(p)k(zm) , alors

0 On que gl == 0 , supposons gk-l = 0 , alors gk
est Constante sur D , et comme elle est nulle ex 0 , (4) en résulte.

o

Pour z = 00, est nulle. Supposons ,¿~:l(t"J) == 0 , alors ô~~ ~ ( @) = b qui,

d’après (4), satisfait mb = b , et comme k f 2 , b = 0 .

Enfin, si ji (z) - 5(P)(i /z) + (- l)k l(p)k(z) , on vérifie que 

Or == 0 , si on suppose que == 0 , on en déduit que %(z) est cons-

tante sur Dc’ , mais hk(0) = 0 , d’où (5) , 

’

Remarque. - On peut retrouver ici les expressions de valeurs L (1£ , X)., k # 1,
P

des fonctions L p-adiques aux entiers positifs que R. COLEMAN donne au § 7 de [ 2],
et qu’on trouve aussii dans [ 1 ], é 2.

3 e Le lemme de Dwork.

Nous disposons maintenant d’un prolongement de à D : pour en constru,ire
- 

- 

( B 0

un pour X,k’ reste à "détordre" l(p)k de façon canonique. Ce problème est en

grande partie résolu par la méthode suivante.

/’

DEFINITION 3 e 1 . - 0n note X une partie de C définie par 1.a donnée d’une fa-

nille finie S de points a E 0 , deux à deux distincts modulo M ,alors

L’image ~ de X dans ï est donc X -== !-.U g-n(a) et X= Tf"(x) . Autre-
ment dit, X est un affinolde connexe ayant bonne réduction.

DEFINITION 3.2. - On dit qu’une application 03A6 : X --&#x3E; X , analytique, est un q-

morphisme de Frobenius, ou Fq-morphisme, si c’est un relèvement à X de la res-

triction à X d’un Frobenius x --&#x3E; xq de t sur F . Alors )ë(z) - zq| 1 .

On sait que si o est un tel. morphisme et x une classe de X module il

existe m &#x3E; 1 tel que 03A6m() ~  , et que 03A6m a un unique point fixe 03B1 dans x.

PROPOSITION 3.3 (Lemme de rhvork). - Soit X == B(0 ~ 1~) - ~g B(a y 1 ) y ~.
o im F -morphisme de X . Soient 03C9 une forme différentielle à coefficients dans
L (x) y g ~ Lr (x) et b ~ C y b non-racine de l’unité, telles que :

Il une unique f E L (X) telle que
r
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Unicité de f . - Supposons que f satisfasse (ii) et (iii) avec w = 0 et

g = 0 . Alors f est localement constante sur X (puisque localement analytique)
et constante sur chaque classe, x de X (puisque (X) ). Soit x une classe,
m telqque E i , et 03B1 l’unique point fixe de § dans x. D’après (iii),
on a

et comme b n’ est pas racine de l’unité f(03B1) = 0 , donc f est nulle sur x ,
et donc nulle sur X.

Existence. - Sur chaque classe, ~ admet une primitive analytique sur cette

classe et définie à une constante additive près. Pour définir une primitive f de

BD sur x , il suffit donc de fixer sa valeur en un point de chaque classe x y par

exemple au point fixe Soit x une classe, on note m = m(x) le plus petit. 

~ 
x

entier tel x , et u = le point fixe de 03A6m , y et on pose

Ceci définit une primitive f de 03C9 sur X . Reste à montrer qu1elle satisfait

(iii). Soit F = 03A6* f - bf - g ,comme = U et F E L (X) , F est constante
r

sur chaque classe  , et il suffit de montrer que F(O:’-) = 0 pour tout x pour
x

que en résulte. Choisissons une classe x , et soit - Q(x) , alors
-- n et c~N = ~~cxN) 9 an a donc

y x

Ainsi F(a-) = 0 , et f satisfait (iii).
x

COROLLAIRE 3.4-.- Soit X=B(0 , 1+) - B(1 , l")=(xe C ; |x- lj = 1} . On

note lo (x) = x/Ci --:) pour k  1, 4p)(x) l’élément analytique sur x-
construit en 2.1.

Pour k ~ 1 , il existe une unique suite de fonctions  E Lr (X) telles que

On procède par récurrence sur k. Supposons ~ . Construite, et posons

uj dz/z, g(z) =- "~ ’ Les conditions

(i) et (ii) s’écrivent
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H(X) ~ et ~ " 
= ~Îc-1 puisque ~ satisfait 

par hypothèse de récurrence, et dz/z = dgk diaprés la propriété (3 bis), pro-
position 2.1. = 0 et , pour k ~2, ~i(o)(l - = àj~ / ( 0 ) = 0 , .
on voit que ai est à coefficients dans Lr(X) et que les hypothèses de la propo-
sition 3.3 sont satisfaites, d’où l’existence et l’unicité de A satisfaisant (i)
et (ii) sur X e

Remarquons que la récurrence ci-dessus s’applique à la construction de

~l(z) = - log(l - z) . Elle montre que le prolongement canonique du logarithme au
cercle unité de C (cf. 4.l) est caractérise par les conditions

et log(u(z)) y est défini par la série de Taylor évidente. logarithme

ainsi construit satisfait nécessairement l’équation fonctionnelle

log(xy) = log(x) + log(y) .

COROLLAIRE 3.5. - Pour I p les fonctions A satisfont sur X

Soit en effet

et

Alors

d’après la relation (5) de la proposition 2.1. De même dh. = 0 , et l’unicité dans

le lemme de Dwork montre que hk = 0 .

~*~~§SR~§~ ~ ~~ "

4.1. Rappels sur le logarithme. - D = P1(Cp)- {.0 , ~} ==C" . Par défini-
tion? un logarithme sur D , note est une fonction localement analytique,
satisfaisant d(log(z)) == dz/z et log(xy) == + log(y) . On sait qu’alors,
pour |z - Ij  1 y
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Pour 1 z 1 = 1 , il existe une unique racine de l’unité d’ordre premier à p , "
telle que ) z - 03B6|  1 . Comme on a nécessairement 0 , on pose

où est défini par la série de Taylor ci-dessus, et ou obtient l’unique
logarithme possible sur zj == 1 .

Soit z e C ~ alors Jzj = p ’ y où a/b est un rationnels pour chaque ration-
nel a/b ~ (a y b) = *2014Q 1 ~ /T~ choisissons un élément TT ~~ / tel que (~ ~’/ /.) = p~ ~ et

posons, pour |z| = p’ , z == (z/03C0a/b) . Alors )’z) == 1 , et à deux choix diffé-

rents de rr 
/ correspondent des valeurs de ’Z qui différent d’une racine de l’uni-

té. Donc log(z) ne dépend que de z et non du choix des TT 
a/ /, b .

D’autre part, pour tout logarithme on doit avoir /.) = (a/b) log p y quel
que soit le choix de ’n /, . En résumé :

LEMME 4.1. - Soit 03B2 ~ C , il exi s te un unique logarithme sur C" no té log (z)~ 

.~2014 "~p 201420142014 jj
tel que log03B2(p) = i3 . On a alors, pour z ~ Cp , y avec les notations ci-dessus :

où v est la valuation sur G , normalisée par v(p) = 1 .

On vérifie immédiatement ue les logarithmes ainsi décrits sur satisfont :
,, 

’’.p

log E L ~G~~~ ,r ~-p

pour tout sou-s-corps K de ;, à valuation discrète, log|K* est bornée.

On note désormais log des logarithmes fixé une fois pour toutes.

4.2. 
. 

L’anneau Alog(v) . - Soit a ~ Cp , r  R  ~ positifs ou nuls, et

V = V(a , r , R) = (z E .;,; r  1 z - al  R} . Rappelons que, si f E A(V), f

est somme sur V d’une unique série de Laurent

Alors f (z) = Z a (z - a) converge pour Iz - al  R , et

LEMME 4.2. -Soit f E et dz, il existe telle que

la condition nécessaire et suffisante que a ~ == 0 .

Si a --1 = 0 y f admet une primitive analytique sur R) y et f en admet
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une sur B(a , r+)C . D’autre part y dz/(z - a) n’admet aucune primitive dans

A(V) ; si g était une telle primitive. g(z) = a)n , on aurait

l/(z - a) = ce qui contredit 1 ~unicité du développement en
série de Laurent.

On note Res (f) = a - 1 : le lemme ci-dessus montre que cette quantité ne dépend
pas du choix de a cornue centre de V , et représente 1~ obstruction à ce que
f(z) dz soit une forme exacte dans A(v) .

/ 1
DEFINITION 4.3. - Ayant choisi, un logarithme sur C y on note~ pour n &#x26; 1 ,

Comme dz/(z - a) = d(log(z - a)) y on voit que, pour f E A( V ) , f(2i) dz admet

une primitive dans A§ og (V) . Plus généralement, on va montrer que

4.4. - Soit f eA (v) , U un ouvert, U tels que fL =0 .
Alors si f(z)= ~~ h.(z) h. e A(v) , h. =0 pour tout i j~
f = 0 sur V ~

Autrement dit, A (v) satisfait le principe d’unicité, et chacun des A(v)-
modules A- (V) est libre do rang n+1 .

Supposons qu’il existe f satisfaisant aux hypothèses du lemme avec hn ~ 0 ,
et choisissons une telle f de telle sorte que n soit minimal pour cette pro-

priété. Alors n ~ 0 , puisque A(v) satisfait au principe d’unicité. Pour z e U,
df=0 , donc aussi h’ f- h 

et conne n a été choisi minimal, on a nécessairement y pour

Conne les zéros de h 
n 

sont isolés, y et l/(z - a) e A(V) ~ cette relation est
vraie sur V, et hn-l/hn E A(V) , mais, diaprés le lemme 4.2, dg = n dz(z - a)
et g E A(v) entraîne n = 0 , y d’où ime contradiction.

PROPOSITION 4.5. - Soit f E (V) et 03C9 = f(z) dz , alors il existe (v)201420142014 log 2014 

20142014201420142014.-~201420142014 lo~
telle que dg = w, g est unique à une constante près et g E A~~~(V) .
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Unicité. - Soit g telle que dg=0 .Si g ~ 0 , g admet une re-

présentation .

D’après le lemme 4.4, on a gk = 0 ,donc gk = C , y une constante, et

ce qui d’après 4.2 entraîne kc = 0 . Comme gk = 0 , c’est que k = 0 et

g = c . 
’ 

.

donc

~k .
Soit C=P (C ) - [1 , ~J . On a vu en 4.1 que ~l(z) = - log(l - z) admet des

~ 

T ~ ~*

prolongements à C . Lorsqu’on a fixé un logarithme sur C*p , .A. est bien défini

sur C . D’autre part, on a montré en 3? corollaire 3.4y que les fonctions lk ad-

mettent un prolongement canonique à X = B(o y 1+) - B(1 , l") . L’ouvert C est

réunion de X et des deux couronnes V 0  Iz - 11  1} et

V 
C 1  1 zl  ""} . Sur chacune de ces couronnes on peut définir des lk

par intégrations successives des forces différentielles ~ = dz/z , mais
cela laisse pour chaque k le choix d’une constante sur chacune de ces couronnes.

Ce qui a permis d’obtenir un prolongement canonique à X est la condition

relative à un Frobenius ~(x) = xP de X, et le fait que les fonctions ~p) ad-

mettent un prolongement naturel à un voisinage D 
o 

de X

Or D o rencontre chacune des couronnes V et V~ , suivant une couronne Wl
et V~ , 9 et c’ est en inposant au prolonger lent cherche pour -’B: de satisfaire sur
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ces couronnes la condition 03A6* lk - p-k lk = l(p)k que l’on va assurer, pour chaque

k , y de la prinitive de 

NOTATIONS. - Soit X = B(0 , y 1+)- U a~S B(a ,1-) un affinoïde à bonne réduction.
’~’~~~ a - ’"" ~" ’ "~

Un "bon voisinage" C de fi est défini par la donnée de réels r  1 , pour

a E S et R &#x3E; 1 , alors .

On note 03A6 une fonction anal ytiaue sur C , dont la restriction à X est un F -

morphisme de X . Four un tel 03A6 , W désigne un "bon voisinage" de X tel ue

’#1 ~ C et 03A6(W) ~ C . Pour a E S u W , , on note alors Wa 
a 
_ 1;1 n Va .

convient.

DEFINITION 5.1. - On note BIOg(C) l’espace des fonctions h localement analy-

tiques sur C telles que

(i) he L (C) et, pour a fi 
E 

(ii) il existe 9 et W conne ci-dessus, y b ~ Cp non-racine de l’unité, et

g eA(w) telles que 03C9 = h dz satisfasse

L’espace B log (C) que nous définissons ici ne coïncide pas avec l’es-

pace Alog(c) que définit R COLEMAN. En effet, dans sa définition, oyi devrait,

dans Cii), remplacer Il g E A(W) Il Par 
Il g == où gl 

E Alog(C) Il, ce qui sup-

pose une construction de Alog(C) par induction. L’espace que nOUS considérons ici

a probablement àe noins bonnes propriétés fonctorielles que A (C) , et est donc
log

sans doute moins bien adapté à des fins géométriques, cependant il suffit à ia cons-

truction des 1;-logarithmes et à 1,z démonstration de leurs principales propriétés.

PROPOSITION 5.2. - Avec les notations ci-dessus, soit h ~ Blog(C) , 03C9=h(z)dz,

b ~ C et g E À(iI) telles que, sur ":F ,
--p - 
-

Il existe telle que


