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DIAGONALES DE FRACTIONS RATIONNELLES
ET EQUATIONS DIFVERENTIELLES

kg
par Gilles CHRISTOL ( )

Introduction.

Parni les équations différentielles & coefficients dans le corps _Q(x) , cer-
taines "proviennent de la géométrie" (voir [4]). Il apparait sur les exemples que
leurs solutions au voisinage de l'origine sont des "diagonales de fractions ration-
nelles" (voir ci-dessous). Inversement, DJORK a dénontré que la diagonale d'une
fraction rationnelle, qui intervient '"nmaturellenent" dans la dénonstration d'APéRY
de 1'irrationalité de +(3) , est solution d'une équation différentielle qui vient
de la géouétrie ([47], [5]). Ces observations suggdrent la conjecture, volontaire-

ment un peu vague, suivante :

Les équations différentielles mininun satisfaitent par des diagonales de frac-

tions rationnelles sont celles qui proviennent de la géonétrie.

On sait que les équations différentielles qui proviennent de la géouétrie ont,
pour tout nombre premier p , une structure de Frobenius forte. Ceci implique en
particulier que, pour presque tout p , leurs solutions au voisinage du point géné-
rique t (|t| = 1) convergent dans le disque (¢ , 1) . DWORK conjecture
d'ailleurs que cette derniére propriété caractérise les équations différentielles
qui proviennent de la géométrie. Afin de tester note conjecture, il faudrait mon-

trer que :

Toute diagonale de fraction rationnelle satisfait une équation différentielle &

coefficients dans le corps _g(x) ’

Les équations différentielles ainsi trouvées ont une structure de Frobenius forte

pour presque tout p .

Nous allons effectivement démontrer ces résultats dans les "bons casg'l,

Techniquement l'opération "diagonalisation" se rauéne au calcul d'un résidu,
c'est-a~dire & une intégration sur un "cycle évanescent! [3], de telle sorte que
notre probléne revient & 1'étude de la variation en fonction du paramdtre de la
"péricde" einai obtenue. Nos calculs s'inspireront donc forteunent des travaux de
DWORK.

Signalons pour teruiner deux faits qui soutiennent notre conjecture. On sait que
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les diagonales des fractions rationnelles & deux variables sont les fonctions al-

gébriques sur Q(x) [6].

Par ailleurs, les solutions analytiques borndes dans lc disque D(O , 17) des
équations différentielles qui possddent une structure de Frobenius forte (resp.
pour presque tout p , les diagonzles de fractions rationnelles) sont des éléments
algébriques, c'est-a-dire des limites uniformes sur le disque D(0 , 1) de fonc-

tions algébriques [1].

l. Diagonales de fractions rationnelles.

3oit P et Q deux polyndmes de 1'anneau Q£X , ¥] ou y désigne les p va-
_— -
riables (yl y eee yp) . Nous supposerons toujours dans la suite que Q(0,0)#O
de telle sorte que la fraction ratiomnelle (& w +°1 variables) P/Q soit dévelop-

pable en série entiére :

=Z 4 "r%'
P/Q n,g_an,g_k N
o 1, m
avec la convention habituelle : y~ =y ces yup . Nous appellerons diagonale de
la fraction rationnelle P/Q 1la série entidre :
a(P/Q) =2 a A,

N N3N,y eee,n

En fait, la variable x ne joue, dans cette définition, aucun réle particulier,
nais des raisons techniques vont nous obliger & perdre la synétrie entre les va-

riables x et Yy o

A titre d'exemple, nous laissons le lecteur vérifier que la série
b

_>® n ny2 (n + ky2 ,n
qui apparait dans les travaux d’APﬁRY sur l'irrationalité de Q(B) est la diagonale

de chacune des deux fractions rationnelles suivantes :

/(- -y )1 -y,)(0 -y - y) -2 7,0 (b=4)

/(1 =2y )1 -y, - Y3 = XV, y4) (1 - Yy = V5 =¥, v, ¥5) (w=5).

I1 est clair que l'opérateur A se prolonge au cas ou le numérateur de la frac-

tion rationnelle contient des puissances négatives des variables. Ainsi, pour tout

nulti-indice o de g& , On aura

n

AFEr/e) =2 a AT

n,m I’l;n—a’l,...,n—au

Soit f une fraction rationnelle dont on peut calculer la diagonale, et soit g

une fraction rationnelle dn corps Q(A) . On a alors



18-03

{1) Melay, ey ) £lx, p)) = 6(a) als) .

Par ailleurs, si on pose

-
i T idy, 7w T ! AT NI

un calcul élémentaire montre que
(2) 3, (6(£)) = a3, () = a(s (1)) .

On constate en particulier que, pour tout indice i (=1 , see 5, W) , ON 8
(3) s((d, = 3 )(£)) =0 .

Cette formnule est fondamentale pour la suite de ce papier.

2. Changenent de variables.

Pour des raisons techniques, nous sommes obligés de travailler avec les variables
Xy, eee yu , ¥ au lieu des variables x et y . Ce changement est cependant assez
naturel dans le probléme qui nous occupe. Dans le cas u =1 (fractions rationnellss
4 2 variables), ou l'on sait que les diagonales sont exactement les fonctions algé-
briques, c'est le nouveau dénominateur R que nous allons introduire qui est le
plus significatif, alors que le dénominateur initial Q s'en déduit : le polyndne
R(x , y) est, 2 peu prés, au moins dans les bons cas, le polynfme minimal tel que
R(x , £f) =0 .

On constate facilement qu'il existe un polynfme R de 1'anneau Q[A , ¥, et

un nulti-indice o de E& tels que

R(xyl cee Vo IX) =;qu‘ ox , }{1) .

Grice & la formule (l), on peut définir 1'opération 4 sur les fractions ralion-
nelles S/R° , pour tout entier T et tout polyndne S de l'anneau Q(M[x, yJ,

en posant

a(8/R") = Ay = S(xyy eee ¥, 5 X, /35, pl .

Les formules évidentes suivantes

Il

ai(S(xyl,...,yp y X I)) (5i + 5'\)(3)(Xy19"'yyp y X X)

(4)

Il

(6X+ 5)\>(S)(Xyl,"'7y y Xy ,Y_)

ax(s(xyl"“9yp sy X Y)) W

montrent que la formule (3) s'éerit aussi

(3 pis) s((3, - ax)(s/Rr)) -0 .
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Nous notons dx(S) (resp. dXKS)) le degré du polvndme S en la variable x
(resp. par rapport & l'ensemble des variables vs ) et nous posons, pour tout

nombres entiers r , c , 4,

M. oa {a(s/r) 5 a () ge, dz(s) <(r-1) dI(R) cd .

La formule S/Rr = SR/Rr+l et les dgalités

dX(SR) = dX(S) + dX(R) = dX(S) , d!(SR) = dX(S) + dX(R)

montrent que M <M . Nous considérons alors 1l'ensemble
r,c,d r+l,c,d
M S oM
c,d Ur:l r,c,d
LEMIE, - L'ensemble Mc,d est un espace vectoriel sur le¢ corps g(K) qui est

stable par la dérivation 3, et qui contient &(P/Q) si

c ?,dX(P) , d>,dI<P) + Zczi .

Le fait que MC soit un _g(k) espace vectoriel résulte immédiatement de la

d
H
fornule (1). H'autre part, on a

a(p/Q) = zs(:x{CY P/R) .c Ml’dx(P)’dz(P) +La < M, g

si les entiers c¢c et d vérifient la condition du lcmme.

Maintenant les formules (2) et (4) donnent
5,(a(3/27)) = a(e_+ 3,)(S/”T)) = als /&™)
avec
8, = (ax + o.h)(s) R-1r38 d)\(R) ,
c'est-3-dire, puisque les opérateurs o conservent les degrés,

dx(Sl) < dX(S) et dx(sl) < dX(S) + dx(R) .

Ceci prouve l'inclusion

3, (M

A ey}

r c,d)

H
’ r+l,c,d
et achéve ls démonstration du lemne.

Pour démontrer que la série 4A(P/Q) vérifie une équation différentielle linéaire

3 coefficionts dans Q(A) il suffit donc, d'aprés ce lem.e, de montrer que
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. : : s (1 .
1'espace vectoriel M a est de dimension finie (). Nous ne savons le faire que
s

sous 1l'hypothese trés restrictive suivante :

(H) On pose BO =R et Ri = Qi(R) , et on suppose qu'il existe un entier C
tel que, pour tout polyndme S de 1l'amncau Q(A)v] , tel que dy(S) =ZCc, il

existe des polynfmes A, dans QM)[y] tels que

S = - ) < S -— (

S=X_h R, dX(Ai) < dx( ) dy}R)
L'hypothese (H), avec C = {(w + 1) dV(R) - b, est satisfaite si, et seulement si,

les uw+ 1 hypersurfaces projectives définies par les polvndues R:.L n'ont de

point commun sur aucune extension algébrique du corps Q(a) ([7], corollaire p. 169)

c'est-&-dire si, et seulement si, 1l'hypersurface projective d'équation

d_(R) y
yoy R()\ ; e e o0 T Ty a;.)=0

LB, - Si 1'hypothése (H) est vérifide, alors, pour r < 1 et pour

\
> (0 o I it - M :
d =¢ I'dy(ﬂ) s O 2 “r+l,c,d = r,c,d

3oit 4 un polyndme de 1'anneau Q(A)[y] et n un entier. D'aprés la formule
(3 bis), on a

0 = A[(ai - GX)(Xn A//Rr)] = L{Xn(él(ﬁ)' DA)/RI] -1 A[Xn ARI/RI"F].-J .
5i dI(A) g (r-1) dz(R) +d,etsi nge, lasérie ofx (9 (4) - nh)/R"]

appartient & l'espace vectoriel M
A(xn ARi Rr+l) .

« I1 en est alors de méme de la série
r,c,d

. n
En appliquant 1'hypothése (H) au polyndme zg- (ou aux polyndmes yf + X?— et yi%
on constate qu'il existe des polynémes Ai - de 1l'anneau g&A)[yj tels que

L

L _ S
™= %50 Ai,m Ri ? %{

-

(

Ai,g? < sup(Z:mi , C) - deR) .

En particulier, si 2 m; <d+ rdv(R) , ce nombre étant suppérieur & C , on a

~

{
dx(Ai,g) <d+ {r-1) dI(R) .

(l) On peut démontrer que ce résultat est général. Il suffit pour cela de montrer
que d MC s'interpréte, cumme un espace de cphomologie de De Rham d'une va-
fine! (communication de DELIGNE).
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Par suite, pour tout multi-indice (n, m) tels que

nLec, Zmi$d+rdK(R)
la série
A(zn Xg/Rr+l> _ 22:0 A(xn Ai Ri/Rr+l)
appartient & 1l'espace vectoriel Mr,c,d . Ces séries formant une base de 1l'espace
vectoriel Mr+1:c,d , le lemme est démontré.
COROLLAIRE, — Si 1'hypothdse (H) est vérifide, alors 1'espace vectoriel M est

cyd ——
de dimension finie.

quitte 3 éventuellement auguenter le nowbre d , et donc & augmenter la dimension

de 1'espace vectoriel M, on peut supposer que

7d9

d2C-a(R).
Zﬁ )

Le lemme ci-dessus montre alors que 1l'on a, pour tout entier r 2 2,

] - M Coees C&F
Mooe,a “Met,c,a Mi,c,a
clest-a-dire Mc 4 CZMl c.d * llais maintenant, il est évident que 1l'espace vectoriel
? vy R . d +
M est de dimension finie, & savoir (¢ + 1)( u') .
l,c,d W

En regroupant nos résultats, nous avons en fait démontré que la série a(P/Q)
satisfait, lorsque 1'hypothdse (H) est vérifide, une équation différentielle li-

néaire a coefficients dans le corps Q(A) d'ordre au plus
_ Rt
(dX(P) + 1)[sup(dy(P) + E:ai + 1, p(dy(R) )7 .

I1 est évident sur les exemples que nous avons pu traiter que cette majoration

est trés mauvaise.

3. Structure de Frobenius.

Dang ce paragraphe, nous fixons un nombre nremier p . Nous nunissons les anneaux
de fractions rationnelles de la norme de Gauss p-adique définie, pour les noly-

ndémes, par la formule

P% = sup {coefficient de Pl .

De plus, nous supposerons que

lqo , 0)] =
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(cette condition est en fait vérifide pour presque tout p ).

Cette condition entraine d'une part que les coefficients de la série A(P/Qr>

sont bornés et d'autre part que 1'on a les wma jorations
|a(®/Q)] s |2l 5 la(3/RT)| g Is]
si 1'on pose
IZan /\n' = sup(lan‘) .

Pour toute gérie f = E:an "t au corps QK(A)) , nous posons :

or) = 2(aP) 5 y(£) =T A7,

On trouve

1 .8 -8

(5)  weaf) =t eeuln) =2 I £(a), £=20 % g0 (470 0) .

gP=1

Par ailleurs, on vérifie facilement que les opérateurs @ et ¢ envoient le
corps Q(A) dans lui-néme. La derniére formule ci-dessus montre en outre que les
A> (0 <s <p) forment une base de 1'extension Q(4)/¢ Q(A)] .

LEi#iE. - Pour tout polynéme S de Q(A)x, y], on a

s, =, P/RTOP, )T = 2T00% ofs s RT)

avec

(nous utilisons la notation zp pour (yf g ees yp) ).

Soit a 1'entier tel que 0 <a<p, n=a (mod p) « Si 1'un des entiers m,

n'est pas congru & a modulo p, on a

(7% L RTGE 7P T = TR PR, D))

I

T N=a+Kp _m-—-a-pre+ph
=L\l_§k’1ak,ix i :\,

et le lemme est trivial dans ce cas. Siona n=a+kp, m=a+ pi (avec

0<k<n/p, 0<% 4y §imi/p) , on trouve

A[A_a xn XE/RT(AP ’ XP)] = A[ka XP&/Rr(XP ’ ZP)] = Q:A(Xk X#/Rr)] ’

et le lemme est encore démontré dans ce cas. Le cas général se démontre alors en
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utilisant la Q(A)-linédarité de 1'opérateur A et la formule (5-3).

K
LElHE. - Pour tout série f = A(S/R® ) de 1'espace vectoriel M d
- P <,

(k > 1 , d>=a (R)), il existe une série g de l'espace vectoriel M g
D ,(C/P)’d

telle que |¢(f - gf < lP'kul |Sl

Par hypothése, on a :

w2

1,) so, als) <ax (p° - 1) a,(r) .

En remarquant que [A(P/Q)](gA) = o P/q(ex , z)] , la formule (5-2) s'écrit

k
o o y(£) = %- 2 Ms(s, &, p/R® (sn, )]

§=1

k
s, x, g/ T R (s, ],

§P=1
avec
st=2 3 s(en, s,y T »(
o= 5‘ EA, & , ¥ I ) R 9 X) ’
§—l b=l,'=7:§
clest-a-dire, en particulier,
o~ "l N o
Ist] < lpl™" sl , a(s') g£4.(5) ge
. k . k+1l
a(3') ga () + (p-1 d () ga+ - 1) d_(r) .
L8 s ey )+ (p-1)p () s (p ) X()
Pour toute racine p-ieme & de 1l'unité, on a
- 1] < [V
Conme IR[ = 1 par hypothése, on trouve
R(sn , ) - RO, P < oY1)
soit
.- | 1 1
M (s, p) - B, p)] < o]/ 70)
g=1
c'est-i-dire aussi
- 1 -1
AP SR(®, )] g M)
‘S:

D'ou on déduit, par un raisonnement classique,
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k k Kk
RY (gh, p) -2 (W2, ¥O)] < IplF .

On obtient donc (c'est ici qu'on utilise la condition [Q(0 , 0O)] =1 ) :
Dk k k-1
[ o y(2) = als/RY (WP, gD < lol® I8 < p)®7t 3]
D'apres le lemme précédent, on sait qu'il existe des polyndmes Sa tels que

k . k
a[51/R% (F 5 yP)] = TT0 A% o(a(s /2P )

En appliquant l'opérateur ¢ , qui diminue les normes, & la différence consi-

dérée, on trouve :
k k-1
[v(£) - als,/RP )] < oI I8] 4

avec

l 1
1,(8,) s 4,(s7) <e/p
‘ k
4,(5) s34, sa/p+ 6 -5 a ) cas (6°-1) a(®),

ce qui achéve la démonstratisn du lemme.,

Nous notons E le corps des éléments analytiques dans le disque générique,
c'est-d-dire le complété du corps Q(A) pour la norme de Gauss. Le complété de
l'espace vectoriel Mc a » POUT la norme sup des valeurs absolues des coefficients,

b4

n'est autre que le E-espace vectoriel

Les opérateurs {§ et «@ se prolongent & ces différents ensembles par continui-
té.
CORULLAIRE. ~ Si 1'hypoth®se (H) est vérifide, 1'opérateur ¥ envoie 1l'espace

vectoriel mkc,d (a = sup(dy(R) , C—dy(R))) dans lui-méne.

Comme 1'hypothdse (H) est vérifide, tout &lément f de 1'espace vectoriel M. a
b

appartient & M et peut donc s'éerire a(3/R) = a(sRY —1/Rp ) . Dtaprds le

1,c,d ’
lenme précédent, pour tout nombre k , il existe un 41ldément =R de l'espace vec-

toriel M CM tel que
p*,(c/p)yd ~ c,d 4

k
T ~ - k-
S erP T <))t

o
e}

l6(£) - &) < lp

Le corollaire se déduit immédiatement de ce résultat et du fait que l'espace vec-

toriel mb est le conplété de M

,a c,d ’
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~

s
TH#HORELE, - Si 1'hypothése (H) est vérifide, le uodule avec connexion formé du

E-espace vectoriel mb (a a.sup(dzﬂR) , C—deR)) , muni de l'action naturelle

d
?
des dérivations de 1l'enseuwble K 3, ,.est invariant par le foncteur de Frobenius.

"

Comme 1'hypothdse (H) est vérifide, on a vu dans le paragraphe 3 que l'espace vec-
toriel MC a était stable par la ddérivation 8/ . Par continuité, il en est de
’ .

méme de 1'espace vectoriel JEC . Maintenant, la Tornule

,d

f= Zi;cl) A oo y(a "% £)

qui est vraie pour tout éléuent de H nontre

1 , donc pour tout 4lémnent de
c,d

c,d ’
& 1'aide du corollaire ci-dessus que

n CEQ I .
c,d ‘Q(E) (P( cyd)

En regardant les dimensions sur le corps E , on constate que l'inclusion ci-
dessus est &n fait une égalité. Ceci démontre le théordme (pour une définition du

foncteur de Frobenius on pourra consulter [2]).

BIBLIOGRAPHIE

[1] CHRISTOL (G.). — Fonctions et éléments algébriques (2 paraftre).

[2] CHRISTOL (G.). — Systdumes différentiels lindaires p-adiques : Structure de
Frovbenius faible, Bull. Soc. math. France, t. 109, 1981, p. 83-122.

[3] DELIGNE (P.). - Intégration sur un cycle évanescent, Publ. IHES, 1983.

[4] DWORK (B.). - On Apery's differential operator, Groupe d'étude d'Analyse ultra-
nétrique, 7/8e annde, 1979/81, n° 25, 6 p.

[5] DWCRK (B.). = Arithuetic theory of differential equation, "Symposia Mathemati-
ca, p. 225-243. - London, New York, Acadeuic Press, 1981 (Institute naziona-
le di alta Matenaticay 2451

[6] FLIESS (M.). - Sur divers produits de sdries formelles, Bull. Soc. math,
France, t. 102, 1974, p. 181-191.

[7] LAZARD (D.). - Algdbre lindaire sur K[X, , ... , Xn] et éliminations, Bull.
Soc. math. France, t. 105, 1977, p. 165-190.




